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CARACTERI SaTIONS D IS ANNEAUX DE VALUATION 4 L'AIDE DE
LA THEORIE DES r-IDEAUX,

(Exposé de Karl Egil AUBHAT, le 4.2.1957)

Nous allons ici exposer quelques résultats relatifs & la caractérisation de
divers types d'znncaux de valuation & 1'side dc la théoric des r-iddaux de
Priifer-Krull-Lorenzen. Pour un expesé plus détaillé nous renvoyons le lecteur

af1].

1. Groupes ordonnés et r-systémes.

Le groupe abélien G noté multiplicativement est dit oréordonné si on a défini
sur G une structure de préordre invariante par les translations, c'est-a-dire

une relation a ¢ b vériTiant

(1) a

s a
(2) as b 2t bzc—acec
(3) agb—ax < bx pour tout z € G ,

Si en plus
(4) a <b ot b <a-—>a=b ,

G est dit'grouoe ordonné. Désignant par e 1'dlément unité de G nous supposons
toujours G # {ve} L'81lément a de G cst dit entier, si a z¢ . Un sous-
ensemble 4 de G est dit borné inféricursment s'il oxiste un élément b = G

tel qus b a pour tout a €4 . G 25t appeld filtrant, si tout sous-cnsemble
fini de G est borné inférieurement. Si G ost totalement ordonné, et la topo-
logie induite nar l'ordrc cst la topologie discréte, nous dirons que G est
discret. G est discret, si et seulsment si chaque.élément de G possé&de un

successeur et un prédécesseur immédiats.
On dit qu'on a défini sur le groupe préordonné filtrant G un r-systéme

si on a défini une application A-—9~Ar de 1l'ensomble des narties de G borndes

inférieurement dans 1l'ensemble des vartizs de G telle que les axiomes suivants:
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soient vérifiés :
I A S A
T

-

A < IO -k
II A"'Br > A ¢ B
1 {aj =8, (S={c,c>e})

IV aB_ = (aB)
r r

Si 4= Ar on dit que A est un r~idéa; (fractionnairs , et il est dit entier
s'il est contenu dans le semi-groupe S des éléments enticrs de G . Un r-idéal
est dit fini s'il peut étrc enzondré par un nombre firi d'éléments 81 g eee s By
et nous édcrirons dans ce cas Ar = (al see an)r . I1 ost orincival s'il peut Stre
engendré par un soul élément a , et nous derivons A = (a)r = (a) puisque

(a)r = S ne dépend nas de r , Un r-systéme cst dit (: cazactére fini si le
r-idéal engendré par & est égal & la réunion des r-idéaux cngondrés par les

parties finies de 4 .

Nous introduiscns maintenant 5 r-systémes particuliers, & savoir le s-systéme,
le v-systéme, le v_-systéme, le sv~systéme et le d-systéme, qul vont jouer
> : .
un rdle fondamental dans ce qui suit.

N

Stant donnés 2 r-systémes, ry et r, dans G , on dit que le rl—systeme
est plus fin que lo- rp—systéme si chaque rz—idéal est aussi un r1~idéa1,

hn!

mn
si

ferivant ry < r,

r, est plus fin que r, , la famille de tous les r-systemes
de G devient un snsemble partiellement ordonné qui possede un élémant maximum

v et un élément minimum s . Ces deux systémes peuvent &tre définis d'une maniere

explicite par I
, D
Pl o .

A = A< (a) (a) et A= JE?L (a) = ¢a

4

Nous avong donc s <& r < v pour tout = ., #n désignant par W un ensemble fini,

]

le v_-systéeme et le svnsystéme sont définis par
[

P

N )

A = e - )
v N+ A v s ACN s

s
Soit 4 un domaine d'intégrité avec K comme corps des quotients. En notant
K = K - {O} le groupe multiplicatif de X , et en vosant A" = 4 - {O} on voit

3 »

) #»” N . [N e 8 s e
que K devient un grouve préordonné et filtrant par rapnort & la divisibilité

"modulo 4" . Etant donné un r-systéme dans K* avec (I, comme famille de

r-idéaux, nous convenons de considérer la famille ‘iAr ~ {O}d}A ., ~comme
iy
<
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définissant un r-systéme dzns: K . Un sous-—cnsemble B de K est donc un r-idéal
. N . S N t 3

dans K si et seulement si 0 £ B et si B -~ {O) est un r-idéal dans K .,

Par cette convention les idéaux fractionnaires de Dedekind vont en narticulier

former un r-systéme dans X que nous appelierons de d-systéme dans K .

2. Caractérisations des anncaux de valuation généraux.

Nous donnons dans ce paragranhe quelques caractérisations par les r-idéaux des
anneaux de valuation générsux. De telles caractérisations seront par exemple

obtenuesen supposant que coincident les é1léments d'un certain counle de r-systémes.

LEMME 1, — Soit & wun domaine d'intégrité. 4 est totalement préordonné par

la divisibilité si et seulement si chaque s-idéal dans 4 est aussi un d-idéal

dans 4 .

DAIONSTRATION. ~ Soit B, un s-idéal dans A4 , et soient a et b doux élé-
ments de B . Si 1'on suppose que i est totalement préordonné nar la divisi-
bilité, on déduit par exemple de alb que b= ca avec ¢ € A ., Donc
a-b=a-ca=ale -c) GIBS et Bs est un d-idéal. Supposons inversement
que chagque s-idéal dans 4 est un d-idéal dans 4 , en varticulicr le s-idéal
(a) u (b) sera un d-idéal, c'est-a-dire a ~b ¢(a) ou a -b =z (b) ce qui

équivaut respectivement & a/b ou b/a .

Les deux lemmes suivants sont bien connus.

LEMME 2, -~ Chaque vs—idéal dans un corps K est aussi un d-idéal dans K .

LEMME 3. — Si A @est un ensemble borné dans un groupe préordonné G les

propriétés suivantes sont équivalentes :

I L est un v-iddal dans G

11 A= W H=s: (5:4))
III 11 existe un sous—cnsemble B non vide tel que 4 = gL (=8 :B)

IV A contient toutes les bornes supérieures de 1'ensemble de ses bornes

inférieures.
" Nous pouvons maintenant démontrer le

~

THZORAME 1. — 81 R est un domaine d'intégrité qui n'est pas un corps les

propridtés suivantes sont équivalentes :

A. R est un anneau de valuation.

B, Chaque s-idéal dans R est un d-idéal dans R .
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C. Chaque sv—idéal dans R est un d-iddal dans R .

D. Chagque s-idéal dans R est un vs~idéa1 dans R .

E. Chaque sv—idéal dans R est un v_-idéal dans R .

F. Chague sV—idéal dans R est un v-idéal dans R .

DEMONSTR&TION, - L'équivalence de & et B ost une conséquence du lemme 1 .
L'implication B — C découle de s < s, et C —» 4 peut 8tre démontrée
de la mdme maniére que B —> 4 puisque chaque s-idéal fini est un sv—idéal.
Ceci établit 1'équivalence des trois premidres propriétés. Le théoréme est donc

démontré si nous prouvons la chaine d'implications suiventes :
A = D > A — F — E —» 4.

1° 4 =3 D : Ceci résulte du fait que dans un anneau de valuation chaque
s-idéal est un vs—idéal,

2° Inversemsnt D —» A est une conséquence de B —» 4 et du lemme 2 .

3° 4 —> F : Cette implicatidn découle du fait que dans un anneau de valua-

tion chaque v-idéal fini est un idéal principal.
\ 4° F — E est évidente, et E —> A résulte du lemme 2 et de la démonstra-—
tionde B —> A (lemme 1).

3. Caractérisations des gnnsaux de valuations discrets.

Nous dirons qu'un anneau de valuation est disecrct si son groupe de divisibilité

est discret par rapport & l'ordre induit par la divisibilité.

THEOREME 2. — Un domaine d'intégrité R est un anneau de valuation discret si

" et seulement si chaque s-idéal de R est un v-idéal dans R .

DéMONQTRATION. —~ Soit R en anneau de valuation discret, soit AS un s-idéal -
ent:or dans le groupe de divisibilité G de R et soit C une borne supérieure
de 1'ensemble des borne inférieures de Ay Comme G est discret, C possede
un successeur immédiat C° qui ne peut pas 8tre une borne inférieure de AS
puisque " est strictement plus grand qu'une telle borne inférieure. Donc
cte A, . Il ya maintenant deux possibilités s

1 C e AS pour chaque choix de C , alors As est un v-idéal d'aprés le
lemme 3 .,

2° C ¢1AS pour un certain C , disons ( = QO'.-Dans ce cas AS = (Q;) est

AS est encore un v-idéal.



10-05

Supposons inversement que R soit un domaine d'intégrité ot chague s-idéal
est un v-idéal. Comme chaque v-idéal est un d-idéal il suit de théoréme 1 que
B est un anncau de valuation. Reste & montrer que G est discret, c'est-a-dire
que chaque élément a de G posséde un successeur immédiat a* ot un oréd‘-
cesseur immédiat & . Si a ne possédait pas un successeur immédiat, 1'enscmble
B de tous les &léments x tels que =a < x ne pourrait pas avoir un 41lément
minimum. Donc chaque borne inféricure b de B devrait vérifier b< a ct a
serait la plus grande borne inféricure de % . Ceci entrainerait Bv =By {g}
et BV conticndrait B 'proprement. Notznt w 1'application canonique K — G,
il correspond.ait donc & B un s-idéal {b} U w—l(B) dans K qui ne serait
pas un v-idéal. Cette contradiction établit 1l'existence de a* . Puisque G est

. . . - - ~1y+y~1
un groupe ceci entraine aussi 1'existonce do a st ona a = ((a77)) " .

COROLL4IRE. —~ 8i R est un domaine d'intégrité qui n'est pas un corps les

propriétés suivantes sont équivalentes.

I R ezt un anneau de valuation discret,.

II Le sv~systéme est identique au d-systéme.

III le s -systeme est identique au v_~-systeéme.
———— W)

DEMONSTRATION. ~ En vertu du théordme 1 , il suffit de montrer qu'un anneau
de valuation est liscret si et seulement si 8, = d ou bien 8y = vS . Dans
un anneau de valuation s = d = v <;s& = v de sorte que dans un tel anneau
les relations s, = d et s =v sont chocuane dquivalente & & = v . hotre corollai-

v S

re est donc une conséqusnce immédiatc du théoréme 2 .

4. Un théoréme sur 1l'arithmétique des groupcs ordonnés. Caractérisation des anneaux

de valuation archimédiens.

Lla caractérisation fondamcntale des sous—groupes du groupe additif R dos
nombres réels en tant que groupe ordonné est la suivantc

(4) Un groupe abélien totalement ordonné G est isomorphe & un sous—groupc

de R si ot seulement si G est archimédien.

Nous nous proposons ici de donner unc nouvelle caractérisation des sous-groupes
de R qui nous semble présenter un certain intérét pour plusieurs raisons.
D'abord elle est trés différente de la caractérisation (A) ci-dessus, bien
que notre démonstration utilise (4) . Puis elle ajoute un nouveau théoreme de
r—groupe & ceux déja connus. Finalement en employant les caractérisations des

anneaux de valuation généraux et discrets données dans les paragraphes précédents,
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le théoremc en question posséde quelques corollaires parmi lesquels se trouve
lc théoréme de s-groupc pour un domainc d'intégrité ("s-Gruppensatz! dans la

terminologic de Krull).

Si 1'on définit une r-multivlication, notéc Or , dans 1l'ensemble des r-idéaux
fractionnaires de G par Ar C} Br = (AB)r s on sailt que la condition suivante

joue un r8le fondamental cn arithmétique dos domaines d'intégrité.

Condition de r—groupe. — Les r-iddaux fractionnaires dec G forment un groupe

par rapport & la r-multiplication.

Nous dirons en particulier qu'un domaine d'intdgrité satisfeit & la condition de
r-groupe si songroupe de divisibilitéy satisfait.Si G (£ S) est le groupe de divisi-
bilité d'un domaine d'intégrité on sait que la condition de r—groupe donne
respectivement dans les cas r=d, r= Vi T =V et r = s une caractéri-
sation des cnncaux de Dedekind, dos anncsux normaux, des anneaux complétement
intégralement clos et dss anncaux de valuation discretsde rang 1 . in général
nous allons appeler "théoreme de r-groupe" un théoréme qui caractérise les grou-
pes satisfaisant & la condition de r-groupc. Il est naturel de se demander si le
cinquiéme cas r = S, donne aussi une caractérisation d'unc classe d'anneaux
bien connus. Nous allons voir que c'est en effet le cas en démontrant le théoréme
suivant :

THEOREME 3 ("théoréme de sv—groupa"). — Le groupc abdlicn filtrant G est

isomorphe & nn sous-groupe du groupe additif des nombres réels si et seulement

si G satisfait & la condition de 8, ~grouns, c'ost-a-dire si et seulement si

les sv—idéaux fractionnaires de G forment un groupc par rapport & la sv—mul~

tiplication.

La démonstration rcvose sur les Aeux lemmcs suivants

LEMME 4, -~ 81 G satisfait & la condition de s,~groupe alors S ecst complé-

tement intégralement clos dans G .

DEMONSTRATION., ~ 3i les sv—idéaux forment un groupse par rapport a la svanultipli~
cation chague sv—idéal est de la forme 41 ot est done un v-idéal (lemme 3).
Ceci montre que s _ = v et d'aprés le théoréme de v-groupe S est compléte-—

ment intégralement clos dans G .

LEMME 5. — 81 G satisfait & la condition de sv~grdupa G est totalement

ordonné.
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DECNFSTRATION, — bans le cas ol G cst lo groupe de divisibilité d'un domaine
d'intégrité 4 , ceci résulte immédiatement de 1'égalité s, =V établie dans
la démonstration précédente et du thiéorime 1 qui affirme que cette égalité entraine
que A est un anneau de voluation. Donnong main enant une démonstration qui ne
fait pas intervenir le d-systéme =2t qui est donc valable pour un groupe abélien

filtrant quelconque.

Supposons que G vérifie la condition de 88T oune . Les sv~idéaux de G for-
ment donc en particulier un demi-groupe avec regle de simplification par rapport
ala sv—multiplication. Mais cette régle de simplification (par rspport & 1'éga-
1ité) entrafne la régle de simplification par rapport & l'inclusion & . Bn effet

~-

d'une inclusion 4 O_ B & 4 0 C il résulte
r r'r r r r
A 0 C =( 0.8 )wa o C)=4_0_ (B vC).
r r r r r r r r r T r ‘r r
D'ol si la régle de simplification par rapport & 1'égalité est valable Cr = Br “’Cr ,
et donc Br < Cr o I1 est clair que pour les s-iddaux nous avons
(1, a)s < (a, a—l)s o (1, a)s . Puisque chaque s-idéal fini est un s -idéal,
il s'en suit que
-1
(1, a)s S(a,a ) o, (1, a)

S S
v v v v

et d'aprés la remarque générale ci-dessus cn simplifiapt-par (1 , a)s
v

-1 -1
le(a, a )S =(a,a ")

S
v

C e e a . -1 .
Ceci gignifie qu'on z, ou bien a & S , ou biecn a ~ &€ S, et G est bien tota-

lement ordonné.

DEMONSTRATION du théordme de 8,~groupe. -~ Si G satisfait & la condition de
s,~groupe los deux lemmes ci-deossus montrent que G est totalement ordonné et
que S est complétement intégralement clos dans G , ce qui signifie que G
est archimédien. La caractérisation & montre alors que G est isomorphe 2

un sous-groupe de R .

Inversement soit RO un sous—groupe de R . Puisque R, est totalement

D

ordonné, chaque sv—idéal de R, est un v-idéal. Ry étant archimédien satis~

fait & la coniition de v-groupe, donc aussi & la condition de s,~groupe.

COROLLLIRE 1. - Un domaine d'intégrité 4 est un anneau de valuation de rang

1, c'est-a-dirc un anneau de valuation & valeurs réellcs, si, et seulement si,
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les sv—idéaux fractionnaires non-nuls dc a forment un groupe par rapport a

la sv—multiplication.

D

COROLL&IRE 2, - Un domaine d'intégrité & satisfait 3 la condition dc  s-groupe

£l

si et seulement si & satisfait & la fois & la condition de s, ~groupe et a la
o

condition de d~groupe, ou bien & le fois & la condition do s, ~groupe ct 3 la

condition de v ~groupe.
) j T et de _ s-groupe /
Ceci résulte dos théoremes de d-groupe, de Vs~groupe!carac erisant respeocti~

vencnt les annsaux de Dedekind, les anneaux normaux ot les anncaux de valuation
discrets de rang 1 . Mais il est ici intéressant de noter gqu'on veut facilement
démontrer ce corollaire sans connaitre ccs trois théoreémes. Bn effet le thiordme
de s ,~groupe chtrainc que & ost un anneau de valuation et par suitc s =d
(thdoréme 1), Grdce & la condition de s,~groupc la condition de d-grouve
cofncide donc avee la condition de  s-groupe. M8me raisonnement si 1l'on remplace

d par vy o

COROLLAIRE 3 ("théoréme de s-groupe"). — Le domaine d'intégrité 4 est un

anneau de valuation discret de rang 1 ei ot seulement si les s—idéaux fraction~

naires (non-nuls) de 4 forment un groupe par rapport & la s-multiplication.

DEMONSTRATION, - Le fait qu'un anneau de valuation discret de rang un satisfait
4 la condition de s-groupe est évident, Inversement si A satisfait & la condi-
tiocn de s-groupe il satisfait d'aprés le corollaire 2 4 la fois a le condition
de s, ~Broupe et & la condition de d-groune. La condition de s,~groupe entraing
que 4 est un anneau de valuation de reng 1 , donc en particulier s=4d . La
condition de d-groupc entraine d = v . Par suite s=v , et A est un anneau

de valuation discrat de rang 1 , d'aprés le théoreme 2 .
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