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UNE THEORIE ALGEBRIQUE DU CODAGE,
par M.P, SCHUTZENBERGER.

Introduction.

Soient donnés deux ensembles discrets (en général finis dans la pratique) :

f\o ¢ 1'ensemble des messages élémentaires

AO : 1'ensemble des lettres ou "alphabet".

En théorie des communications, le probléme du codage consiste & représen—
ter les messages, c'est-a-dire les suites de messages élémentaires par des
suites de lettres selon une régle fixde & l'avance (un "code" ou "dictionnaire")
de telle sorte que la retraduction soit possible et ceci en fonction d'exigen-

ces techniques de nature diverse.

Par exemple, J\b étant 1'ensemble des signes typographiques habituels

et AO un "alphabet" consistant en les trois "lettres" "point" "trait" et

"intervalle®,

Le code télégraphique morse est le systéme de convention dans lequel "a"

est représenté par ‘’point trait intervalle" , "b" par “trait point point point

intervalle” ... etc. On appellera respectivement "codage" et "décodage" les
deux cpérations inverses qui font passer des suites de messages aux suites de

lettres et réciproquement.

Plus généralement on pourrait voir dans tout langage, naturel ou artifi-
ciel, un code (plus souvent d'ailleurs : une série de codes superposés

’ . ° I . . .
phonémiques, gramraticaux, sémantiques, etc.) traduisant en sons, signes ou
gestes des idées, des sentiments, etc. Une définition encore plus générale a
été étudide par J. Riguet [1], et nous désignerons ici, pour abréger, sous
le nom de "codes", certaines structures qui idéalisent les restrictions plus
ou moins explicitement ou rigoureusement admises par la quasi-totalité des

systémes utilisés dans la théorie des communications stricto sensu ¢

1°) Universalité : Toute suite de messages élémentaires correspond & une

suite de lettres au moins.
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2°) Catégoricité : Cette suite de lettre est unique pour une suite de mes-

sages élémentaires donnée.

3°) Univocité du décodage : Réciproquement, si une suite de lettres corres—

pond & une suite de messages élémentaires, cette
derniére est unique.
4°) Isomorphie : Si les messages " A" et p ' sont codés respectivement
par " {" et "m" , le message " )p" est codé par
n{mu .
Le code morse satisfait rigourecusement A ces quatre conditions et augsi, dans
une certaine mesure, ce code compliqué qu'est la transcription orthographique
frangaise du langage parlé
Formellement il est clair que les conditions énoncdes conduisent 3 la :
Définition :

flet 4 étant respectivement les demi-groupes.libres engendrés par —Ab

et AO » une application {? de Jﬂb sur une partie PO de A sera un code,
si et seulement si 1'extension de C? 3 J/\ détermine un isomorphisme de A
sur le sous-demi-groupe P de A engendré par les suites de lettres consti-
tuant PO .
On appellera "mot" les suites de lettres constituant PO et, pour abré-
ger, "message" aussi bien les éléments de P que ceux de J\ . Un code sera
défini par la donnée de JQO , AO et & s ou plus fréquemment par celle de
A et de P, puisque, A et P é&tant des demi-groupes, leur donnée imolique

celle de leurs générateurs.

1
( )Les contre-exemples suivants illustrent la signification des conditions
précédentes :

ad 1°) : le phondme "t*n" (le click dental du Bantou, utilisé en France pour

stimuler les chevaux) est intranscriptible dans 1'orthographe frangaise.

ad 2°) : le phonéme "K" est codd K (Képi) ou ch (choléra) ou ¢ (carotte) ou

qu (quai).

ad 3°) : la graphie "ent" code plusieurs phonémes distincts (vent, vient
viennent). - -

ad 4°) : la graphie "oi" qui se 1it "ua" et devrait o'derire "oua",
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La définition précédente fait apparaitre la théorie dc codage comme une
application de la théorie des demi-groupes. Il est particuliérement remarquable
que les concepts fondamentaux de cette derniére, introduits par P. Dubreil
(3], [4], [5] en 1941, et étudiés depuis par lui-méme et son école du point
de vue abstrait,aientdes interprétations immédiates et importantes sur le plan

de la réalisation concréte des machines codeuses ou transcodeuscs.

Sous un autre angle, la théorie des événements récurrents de W. Feller [6],

dans laquelle on étudie decs processus stochastiques sur les suites de lettres
& partir d'autres processus définis sur les suites de messages élémentaires |,
et réciproquement se rattache étroitement & la théorie du codage, comme 1l'a

montré Mandelbrot qui a utilisé cette analogic dds 1951 [7], [8]: les pro-

cessus récurrents sont des codes unitaires au sens que nous donnerons plus loin

& ce terme. En retour, 1'extension par Feller lui-méme de sa théorie & des
alphabets topologiques spéciaux, ouvrc la voic 3 des généralisations intéressan-

tes qui feront 1l'objet d'un exposé ultérieur.

Enfin, la théorie développée ici est unc théoric "sans bruit" dans laquelle
on ne se préoccupe pas des problémes que pose au décodeur une altération d'ori-
gine aléatoire des messages & décoder. Le contraste avec les travaux actuels
sur cette question (Cf: [10] ou [11] par exemplc) est moins grand qu'il ne pa-

rait. En particulier, la notion dc "code absorbant" ¥y Jjoue un réle considérable,

et ne sera ici l'objet que de remarques incidentes.

Exemgle,

L'exposé sera simolifid si un exemple est traité qui montre la nature du
probléme :

Soit 1le code(z) suivant dans 1'alphabet AO = ? a,b,c E :

i

6:1 —~> a3 6/3 = bb ()O;g/ =c ;3 Gj) = ab H G’E = beb
I1 n'y a aucune difficulté & réaliser le codage d'unc suite de messages
élémentaires. Par exemple : (3 (o £ & €) = abebabbeb = m .

Le décodage par contre n'est pas aussi direct : en procédant de gauche &
droite, en effet, le "a" initial ost, a priori, aussi bien "o" que la
premidre lettre du mot & . Cependant cette dernidre hypothdse est prouvée
fausse, car "c" (troisiéme lettre du message) devrait 8tre lu " y" ot la
séquence restante (babbeb) ne pourrait pas étre décodée puisqu'aucun mot ne

commence par "ba". Donc selon des notations évidentes :

(2) On prouvera plus loin qu'il s'agit bien d'un code.



15-04
m = o ., bcb.abbeb = ofabbch = &é{m'

La méme ambiguité se présente & nouveau : si la lettre initiale '"a" dJ4u messa-
ge restant m' était X on aurait nécessairement : m' =obbeb = «fcb = Afyb
et b resterait sans pouvoir &tre décodé. Donc : m' = Sbeb = $¢ et l'on
retrouve bien (;ﬁl = o€ HE. Observons au passage qu'il se peut que 1'ambi-

guité ne soit susceptible d'8tre levée qu'avant un délai trés long :

Le message q = a(bbc)? (a suivi de n-fois bbe) correspond & « (ﬁ){)n,

et le message qb = a(bbe)™ correspond & SET .
I1 est donc nécessaire :
1°) De systématiser les méthodes de décodage (2e section).

2°) De rendre possible leur mécanisation en les simplifiant au maximum par
1'emploi de structures moins lourdes que les demi-groupes libres A et

P : (3e section).

3°) D'étudier des codes particuliérement maniables (les codes unitaires nets)

et de montrer qu'ils forment une "classe admissible" en ce sens qu'ils

sont aussi efficaces que n'importe quel autre code du point de vue de la

longueur moyennc des mots. (3e et 4e scction).

1.~ Méthodes de décodage.

Soient A un demi-groupe libre, P un sous-demi-groupe de celui-ci. Le
premier probléme sera de caractériser algébriquement les P susceptibles de

correspondrc & un code.

On posera : Py =P - ((p - ¢)2L}¢§ = 1'ensemble des peP - ¢ tels que
p'p"eP et p',p"¢ P impliquent p'=¢ ou p" =g 3). Comme A est un
demi-groupe libre chaque élément posséde une "longueur" (le nombre de généra-
teurs figurant dans son expression) et par récurrence, il est clair que tout
peP est d'au moins une maniére décomposable en un produit p = Py Ppees Py
ou tous les p; appartiennent & Py -

Proposition 1.1.- Une condition nécessaire et suffisante pour que P-A corres-

ponde & un code est que la décomposition en produits d'éléments p; €F, soit
unique pour tout peP .

(3) Ici, et par la suite, on désignera par ¢ la suite vide comme distincte de
® : l'ensemble vide. On conviendra en outre que la "suite vide" est un élément
de tout demi-groupe considéré dont elle cst évidemment un &lément neutre.
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Attachons en effet a tout p; un /. (?—l. par une correspondance biu-
nivoque. L'extension de C; au dem1~groupe libre J\ engendré par les Ai est
un homomorphisme de J\ sur P puisque si A= A N /b con an ,

G = G>t 6/\ e >> = pyP, +++ P - Cot homomorphisme est un isomorphis-
me sur si et seulement si N# X' entraine G £6N  clest-a-dire si et

seulement si Py Py eee Py # p1 p2 pm quels que soient Py s piéPO .

Considérons, pour P quelconque, un élément a = 8y 85 eo0 8y de & ou
les a; sont des lettres (aiﬁx’&o).

Définition. On appellera indice critique de a tout indice 1 tel que

ay az’...ai:: aeP et as,1 @ 142

ses 8, = a &P . Evidemment 1'cnsemble Ja
des indices critiques de a n'est non vide que si a = ay aieP .

‘Proposition 1,2.- Si J est un indice critique de la sous-séquence de a

S, . PN . . . s 4
] ] ° . . ¥ o
¢ = a, 1 i+2 °° a., ou 1,1 ¢ J il est aussi un indice crlthue

. X * _ .

En effet si bJ..al+1 2 aJeP et bJ"aJ+i ai,cP on a

si ¥a. *p_=®a ¢P etba =a%*ep .
aus i °J J J 2y J

Proposition 1.3.- Une condition nécessaire et suffisante pour que PCA corres-

ponde & un code est que, pour tout a eP et toute sous-séquence de a ,
b=">b.., 1,1i'¢J  entraine be?P .
ii a

La condition est suffisante car si Ja = il =1i;< iy<eend = n§

d'une part les sous-séquences b.1 i sont indécomposables d'aprés 1.2 et
sont donc des mots, Kkl

d'autre part il ne peut exister aucune autre décomposition de a puisque

celle-ci impliquerait 1'existence d'un indice critique i' \)r*-.Ja .

La condition est nécessaire : supvosons que bii‘é P . Il existe dans Ja
J et J' (éventuellement : J =1 et J' =n) tels que :
1) Jei<ite I
2°)  bys s Byya s Byge s bry P
30) |3 -7l

soit minimum parmi les couples J et J' satisfaisant a 1°) et 20) .

\ . . . .
c = bJJ, possede deux décompositions en mots au moins : 1'une avec :

[ - -
Py Py «+o POy = in, et pm1+l SRR bi'J'

[ (- - '
P] Py «-. Pm} = by, et pmi+l... Pyt = Ds 1 (pie Py)

1'autre avec
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Ces deux décompositions sont Aistinctes, car si par exemple on avait
p; =P} =a; a, ... azy le couple (J", J') satisferait & 1°) et 2°) et on
aurait 1J'=J" < jJ' - J| en contradiction avec 3°). Une conséquence de la

proposition précédente est le

Théoréme 1.4.- Unc condition nécessaire et suffisante pcur que le sous-demi-

groupe P du demi-groupe librec A corresponde & un groupe est que :

(1.4) p(-Dp nppl-Ucp (4
En effet la condition indiquée signifie simolement que ¢ p, p', P, Qp'e P
implique q ¢P et il suffit d'appliquer la proposition en prenant
‘a=rpgp'cP.
Si PCA, ol A n'est pas nécessairement un demi-groupe libre, satisfait
1.4, on dira que P ost "libérable" dans A . Un autre corollaire intéressant

est obtenu en remarquant que PCA correspond & un code si ct seulement si P

est isomorphe & un demi-groupe libre. Soit ﬁA 1'ensemble des sous-demi-groupe

de A qui satisfont & cette propriété et soit & le "demi-groupe libre vide"

(PO = ) que 1l'on supposera appartenir 2 Ek :

Proposition 1.5.- fi est un treillis.

g

4 4 ~
Comme A& CA s, 11 suffit de montrer que Pc LA et P'e IJA entraine
PAP' =0 ob PAP'=P'c Ly . Orsiopy by, Py, appeP', qeP ot
qe¢P' puisque P et P' satisfont & la relation 1.4 , done qeP" et P

satisfait aussi 1.4.

(-1)

Définition. Un code sera dit unitaire 3 gauche si P

PcP (unitaire a droite
si PPCU(p)

4 3 ’ . . I d .
{ )Les conventions d'écritures suivantes seront systématiquement employées @
(& droite ou & gauche).

ttly oy .ox = Ez :‘v-”‘xx xzc—,Y}
x(‘l)YzA-(A—Y) X izx xz €Y

si X est un élément, les symboles x[_l] et x'7 ont le méme sens. On
observera que les "parenthéses" satisfont & une série d'identité paralldle &
celle qui est bien connue pour les "crochets" . Notamment :

xDaWzy 2 @D g D @y o 1D gy D)
(1) 5T ote. Toutefois

kor) Yz = x 0y o @opltlz o L1 0d-10, , cte.

1

~

On écrira XMz powr ¥V DD gy 2 @D
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On a évidemment :

Proposition 1.6.- Tout sous-demi-groupe unitaire P d'un demi-groupe libre

correspond & un code.

La définition précédente est exactement cclle de P. Dubreil{3]. Elle conduit
a4 un décodage tres simple : soit cn effet a = aj... & ¢P une suite de
lettres. Procédant de gauche & droite, soit i # 1 le plus petit indice tel
que >'sa.ié P . Par hypothése, puisque P est unitaire, aﬁeP et ied .
Donc b.,.& P, et il suffit de recommencer sur la suite a' = a oo a_€P

i 70 i+l n
pour aboutir au décodage de a .

Exemple : Soit le code "opposé" de celui donné en cxemple dans 1'introduction :
> o
Go = a H a/;,f"zbb H G{:c 3 (pS="ba ; gészb

On vérifie (Cf. plus bas) que P est unitaire et que le décodage de
m = bcbbabcba s'effectuc directement sans essais ot crreours :

m= &ibabcba = ¢Sbeba = £&8¢ca = €5 ex,

Le probléme consistant & déterminer pratiquement si un ensemble Py de
mots correspond ou non & un code avait été résolu par Sardinas et Patterson
[ 12] par des considérations purement combinatoircs sans faire appel & la notion

de demi-groupe. Leurs résultats pcuvent 8tre améliorés de la fagon suivante :
supposons que ﬁ;_PO ot que P, QP?) =g

p(-1) p

Proposition 1.7.- Si 1'on pose Pl =Py o et par récurrence :
_ (1) (1) U e o
Pm1 = Pn PO V) PO Pn alors : Pn = ntenf=n Po PO .

Par définition P, = 1'ensemble des q¢A tels qu'il existe p, p'ePq

avec pq = p'. Supposons établi que pour n < ny on ait montré que :

Pn = l'ensemble des q tels qu'il existe Py 5 Py +ee Ppi s pi pé ves p;l"eP

0
(n' + n" = n) avec
Py Py +++ Ppid = P] PS «vv Pl (1)
Tout élément q' an+l est défini par :
soit pq' = q (2)
soit qq' = p (3)

avec: pePO ’ q;»;Pn
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Dans le premier cas, multiplions (2) & gauche par p; Py ... Pjv 5 1l vient:

- il
q' P (n+1)Pn .

Py Py +oc Do pq' = Py Py eer Ppod soit :
Dans le second cas, multiplions (1) & droite par q' , il vient :

i & ¢ (-n") n'+1
oy By +r+ P18 = pf By e Bl @' sott dlapris () ¢ q pCHVEIEL,

Proposition 1.8.- Une condition nécessaire et suffisante pour que Fjy soit

1'enscmble des mots d'un code est que, pour tout n ) 1, Pn f\PO =7 .
En effet, on aura ou non affaire & un codec selon que pour tout acl
8 =Py Py eee Py = Pj Py ere Ppad (p; spie Py 5 py # p})
entrainera ou non qéP .

L'intérdt de cettc proposition est que, si le code est borné c'est-a-dire
si la longueur dc tous ses mots est bornée, les qesPn sont des diviseurs a

gauche ou & droite des séquences composant Fy , donc sont bornés eux-mémes et

en nombre fini s'il en est dec méme de la puissance de l'alphabet.Dans ces con-

ditions il existe un n < oo tel que
soit Pn = ¢ et par conséquent Pn' =@ pour tout n' >n

soit P = P et par conséquent P

=P pour tout J £ r
n+r n+J
et tout k .

n+d+kr

On a donc * MNans un code borné

Proposition 1.9.- Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une

valeur fixe L < o telle que la connaissance des m + L premiéres lettres
(3 gauche) du message permette quel que soit m de décoder les m premiéres

lettres sans ambiguité est qu'il existe un n< o telque P = Z .

IZn particulier une condition nécessaire ot suffisante pour que le code

soit unitaire 3 gauche est que P, = g .

En effet si un tel n n'existe pas, on peut construire des ac¢id de la
forme 1.9 pour des valcurs aussi grandes que 1l'on veut de m + m' . Inversement
si P = $ et si a-= Py eee Py = P Py «ve PLad ona p; =p; pour tout

P

ig My avec m - my + m' - m, n.
Les notions suivantes sont utiles pour caractériser certains types de codes:

Définition. Un code sera dit
not (4 droite) si PACY) - a
absorbant (4 droite) si PP(—I) = A
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La notion de code net est encore exactement celle de P. Dubreil [37: un code .est
net & droite si quel que soit la séquence de lettres a = ay 8, .. anélP

il existe au moins une séquence b = a ver B tel que abeP .

n+l %n+2

Le code orthographique du francais n'est pas net, car il est impossible
d'ajouter des lettres & droite de la séquence "Khtg" par exemple qui la
compléte en un mot. Par contre le code formé par l'ensemble P des phrases
sémantiquement correctes est net, car & toute suite de mots ou de signes on peut
au besoin rajouter la clausc. "Les x-dernidres syllabes que j'ai énoncées

étaient un excmple de sentence sémantiquement absurde."
La notion de code absorbant est cncore plus forte que la notion de code
net : elle signifie que quel que soit a,ﬁP il existe q &P (et non pas

seuloment dans A) tel que aq &P . On démontre :

Proposition 1.10.- Si A est fini, quel que soit P-4, A[_IJP £d est
équivalent 3 PPL) =4
En effet A[—IZE Z r signifie que ar e P pour tout a e A ,
Réciproquement soit plegP tel a; p; € P pour au moins un ajcA-P= A

et par récurrence :
p; € P tel que a; P; €P pour au moins un a; €A = A, p;_; -P.
Les cnsembles A} =P pzl 3 A = P(pl 132)—1 soient strictement crois-
-1
sants ; donc pour un certain i = J : AJ =0 et P; Py +v0 Dy & A[ :]P.
I1 est clair que si un code est unitaire net ou absorbant & droite, il ne s'en

suit pas qu'il le soit aussi 3 gauche. En particulier :

Proposition 1.11.- Une condition nécessaire (mais non suffisante) pour qu'un

code soit absorbant & droite est qu'il soit unitaire & gauche et net a droite

et qu'il ne soit pas unitaire 3 droite.

Enoffet si PPCY 24 | b niest 1ibérable D parpt1) ¢ by que
s'il est unitaire & gauche. D'autre part s'il n'était pas net, il existerait
w tel quc wx ¢ P pour tout x .

Remarque. Les énoncés précédents semblent avoir une partie pratique assez fai-
ble puisque, par exemple la rechorche des indices critigues d'une séquence
s'effectue pratiquement cn vérifiant que %ai et az sont décodables, Pour
aller plus loin il nous faudrait trouver des demi-groupes A et P de préfé-
rence finis et une application %‘ tels que pour tout a ca, \fa e P
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entraine a €P . C'est ce que nous ferons dans la section suivante. Il sc

trouve cependant que ces notions dépassent largement le cadre des problémes de
codage et il a paru aussi simple de les traiter con toute géndralité vour un A
quelconque et un complexe K CA qui n'en est vas nécessairement un sous-demi-

groupe.

2.~ Equivalence syntaxiques.

Soient A un demi-groupe contenant un élément ncutre, K une partie

quelconque de A .

Définition. On dira que a cst syntaxiquement plus fort que b dans 4 s par

raprort & K (a 2 b (A, K)) si pour tout x, y<4d :
(11) xby €K cntraine xaye K

Si a Zb(A,K) ot b 2(4,K) ,a et b seront "syntaxiquement équiva-
lents" (a = b(4 , K).

Proposition 2.1.-  >(A , K) est unc relation régulidre, réflexive, transitive

(une relation de préordre (2) compatible avec la structurc de demi-groupe).
Manifestement a2a (4, K) et a2b (A, XK) et b 2c (A, K) entrai-
nent a2c (4, K),

D'autre part, si (II) est vraie pour tout x , yeA , (II) est encore vraie
pour x € Av et y evA . Donc a »b (4, K) entraine uav 2 ubv (4, K)

et en particulier si a 2a' (4, K) et b 2b' (A, K) on a successivements

ab>a'b (4, K) et a'b 2a'v' (A, K) d'od aa' 2 bb' (4, K) .

Proposition 2.2.- > (4, K) est la plus forte des relations réguliéres de
préordre pour laquelle K soit supéricurcment saturd 2 . E{west supérieure-
ment saturé pour = (& , K) car beX ot a 2 b (4 W entraine en parti-
culier ae¢K en faisant x = y = 4 dens (II). Réciproquement, si P est

réguliére et K supéricurement saturd nour P a fb implique (xay) p (xby)

ct en particulier xby<K ecntraine xaycK donec a f b implique a b (4,K).

Proposition 2.3.- Si A est un groupe fini > (A, K) se réduit A une relation
d'équivalence qui est précisément 1'équivalence normale associde au plus grand

sous-groupe normal G de A qui soit contenu dans 1'un des complexes de K .

(5) P étant une relation de préordre ( > réflexive et transitive) on dire que
K est supéricurement saturé pour P si apb et beK ecntrainent ack,
pest réguliere s a b cntraine (xay) p(xby) pour tout x , y . (Cf[3]) .
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En effet :+ si A est un groupe a 2»b {4, K) peut s'éerire :
K y—1 a_lby'cI( ¢'est-a-dirc cncore a beG ol G est 1'ensemble des ¢
tels que K y~lcy £ K pour tout y . Mais, d'unc part KdcK ecst équivalent
a Kd= K, d'autre part c,c' € G cntraine cc'eG . Donc G est le plus
grand sous-groupe normal de A tel que KG=K et l'ona : K = xeKXG
c'cst-a-dire G C,k—lK pour tout keK .

Remarque 1.- Si 1'on voulait interpréter 1'équivaldnce syntaxique dans le code

des "phrases frangaises grammaticalement correctes" on trouverait par exemple

que "postulat" # "exiome" = "hippopotame" car on peut aussi bien dire
"l'axiome d'Euclide est & la base de la géométrie £1émentaire" que "1'hippopo-
tame d'Buclide ...etc” alors que la phrasc "1'postulat d'Euclide ...ote" est

incorrecte.

Remarque 2.- Dans cc méme cadre linguistique il serait possible et utile de
généraliser la définition précédente

Définition.- Le n-tuple a :(al 5 see g @ ) d'éléments de A est "syntaxique-

ment plus fort que le n-tuple b (b1 9 b ) dans A par rapport & X

2 ® 0o 0
et au n+l-tuple (go ) 8y vee By ) = g" si pour tout 2n-tuple -
(xl,ylaxg,yz--- > Ty )~(x,y) By ¥1P1¥1 81 X3Py ceu g X D Y B =
g(x’y)(b)e_K ontraLne g (x, y)(u)\, . (a b, K;g)
Les propriétés 2.1 et 2.2 subsistent et naturcllement a; = bi (4, K)
pour tout 1 entraine a3 b (A, K; g) 1la réciproque n'étant pas forcément
vraie.

Nous ne ferons pas usage ici de cettc notion généralc.

Définition. Soit 47K 1'homomorph1cme attachd & = (4, K) . On posera
A= ‘f ch 3 K = %%.K ;81 K=P>F on dira que A et P sont les demi-

groupos syntaxiques fondamentaux (GSF) de (4 > P)

Si «?K =1 L?K réduit & 1'application identique) on dira que
K (= K) ost syntaxiquement simplo dans A4 (= Ly,

Proposiﬁion 2.4.- a»b (4, K) est équivalent 2 ‘?K a 2}‘{)K b (4, K) .
Donc K c¢st syntax1quemont simple dans A .

D'unc part xby ¢K entraine Y X +% b K?K:y "? K .

N'autre part : P, x Y b g v = \"K xby) éﬁ? K entraine xbyeK puis-
que K cst saturd. Donc (YK ‘f ( +k.A ,‘PK:K) est dquivalent &

b
a =b (A, K) donc encore 2 %) dans kFK'A .
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Proposition 2.5.- Si K _)K2 Q est un sous-demi-groupe, chacune des proprié-

tés suivantes est simultanément vraic ou non pour Q CA ot pour \?Q QC L?Q A

Q est libdrable, unitaire, net, absorbant.

Soicnt BD>R deux demi-groupes quelconques ct \1% un homomorphisme. Unc
condition nécessaire et suffisante pour que quel que scit x¢B ,
\?(Qx -1) = ““%‘/Q("'}/x)—l , est que Q soit saturé pour 1'équivalence d'ho-

momorphisme attachée & VW . Car :

- - - L , - =1
e Qx ' =2 ax €Q qui ontraine : VoW xeWVQ soit VacWa(fx);
ct réciproqucment : \I_'a ‘}r X = 'L;Vq e_—q/Q ontraine ax £q est la défini-
tion méme de la saturation.
Or lcs proprletes indiquées ne font appcl qu'a 1'opération

ox (1) 2 ‘ caxt.

Proposition 2.6.- Soient ADK et ‘:{ un homomorphisme. Une condition néces-

saire ct suffisante pour que 17 \? au sens de la composition (o)

\L/K
des homomorphismes est que K smt saturé pour 1'équivalence -~ attachée i

\}r ( ce que 1l'on peut noter @_1 Vk = k).

La condition est nécessaire : si acA K , keK ot ka = q/a =
=x'c YK alors f.@Ko\[/)k (“J’/ o ¥ya ot Ve o #9g k

La condition cst suffisante : si y est moins forte que = (A , K)
a=b (4, K) ontraine \'f,ja = Wy (%/A , Yy,

Définition. Si A est un demi-groupe libre et K wun complexe de A nous

dirons que A K est une oxtension libre de A'JK' s'il existe un homomor-
T T v -1

phisme Y tel que (1) 4' = Y 2) k= Y, 3 Wi1¥g -k,

Proposition 2.7.- L'cnsemble des couples (A'DP') tels que leurs GSF soient

isomorphes au couple syntaxiqucment simple (& )f”) est identique & 1l'enscmble

des couples ( ‘1/A ) \_I;IP) o (A DP) est unc cxtension libre de A o P
¢t ol ﬂ\f l‘l*_,[P = P.

En effet d'aprés 2.6 on a : d'une part K?P A=A4A ot kPPP =
d'autre part \ p = ‘Jf"“’%fP o \Y.

Remarque 1. 2.7 montrc que 1l'on peut construire poaur toute puissance o de
1'alphabet asscz grande au moins un code admettant comme GSF un couple syn-
taxiquement simole A DP ob P ost libérable dans A donné :
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Si gl . ém sont des générateurs de A et EJ d'autres éléments de A R

.

il suffit de faire correspondre les lettres aya; ...8y a él les lettres

172 _
cee 3 g e 8 ... a 4 g et a; ...a 34 h
#2,%2, agi, & & ' O, m, y €n 3 Jin J

: - w V¥ -] "l_ .
en posant "H(a? K= 8y €A et de définir P par TP ce qui assure que
- -2 - . ’,
?9' 1%?? = P . On observera qu'en général pour un tel choix quclconque de gé-
nératcurs 1'ensemble des mots Pp = P - ((p - ﬁ)zixi) n'est pas borné méme si
L est fini.
Remarque 2. Un probléme important est cclui du surcodage : c'est-a-dire celui

de l'utilisation des mots d'un code primairc comme "lettres" d'un alphabet se-

condaire ainsi qu'il est indiqué dans lc schéme ci-contre, qui cst illustré
' par les identifications suivantes :

Ay 3 1"alphabet"morse formé des trois

"lettres primeires" : point, trait

intervalle

’AO : 1l'enscmble des signes typo-
graphigues mis cn correspondance par

Z avee s

PO ¢ 1'ensemble des séquences de

points traits et intervalles qui
représentent des signes tyvographiques dans le code Morsec. PO est & la fois un
ensemble de mots primaires et un alphabet secondaire.

)
Jxo ¢ 1l'cnsemble des mots du francais écrit mis en correspondance

O’ rd 3 .
1°) par (5 avec MO ¢ l'ensemble des séquencecs de signes typographiques

qui représentent des mots du frangais édcrit (Mb est un enscmble de mots pri-

. D!
meires pour (C ).

2°) par "éﬁz Cgo Cg avec QO : 1'ensemble des suites de points, traits

intervalles, qui représentent des mots du francais dcrit (Qo est un cnsemble

de mots sccondaires par rapport & PO et primaires par rapport & 10).

11 serait utile de caractériser au moins partiellement les GSF de (4DQ)
au moyen de ceux des "facteurs" (ADP) ot (/L D M) . Le probléme scra &tudié
dans un autrc travail ot les énoncés suivants trés simples sont avec 2.6 et 2.7

a la base des démonstrations.

Proposition 2.8.- 81 K et K' sont deux comnloxes de A4 a 3 b (A, K) et
a2b (4, K') entrainent a >b (4, KN K')
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Immédiat : car xbye K NK' ontraine xbycK et xby eK' qui entrainent

xay €K ot xay €K' donc xay eKOK'.

On observera que méme si K et K' étaient des demi-groupes P et P!
il serait possible que POP' sans que pour autant = (A, P) soit plus
forte que * (4, P') au contraire de cc qui se produit si A est un groupe.
En effet, 1'interscction de =(A , P) et de =(4, P') i (P'cP) est
identique & 1'intersectionde =(A , P') et = (A, P-P') qui ne sont pas

en géndral identiques.

Proposition 2.9.- Si A'c A et K' = A'MK la restrictionde > (4, X) a
A' est plus forte que > (A' , K') . En effet, xbye X' implique xayeK par

hypothése e¢t, si -.a,b,x,y €¢A' , ona donc xaycANK =K',

3.- Préfixes.

Définition. On appellera "préfixe & droitc" (’ﬂ’; ¢ T™*) (respectivement préfi-

Xe a gauche @ "f‘(J ¢ ™) los classcs d'équivalence de A pour la relation
~ (4, P) (respectivement ¥~ (4, P)) définicpar : a ~ b (4,P)
si et seulement si a-lP = b—lP (respectivement : a¥~ Db (4, P) sioet

soulement si Pa * = Pb~1) .

I1 est classique [3] que :

Proposition 3.1.- La relation ~. (AP) ecst régulidre & droite (respective-

ment ¢ “~_ (&P) est réguliérc A gauche) et = (A, P) est plus forte que

1'intersection de ~F (4P) et *~v (4, P).

En offet a =b (4 , P) s'derit aussi bien :

(ax)—lP = (bx)"lP pour tout x que P(xa)"1 = P(xb)"l pour tout x .
I1 en résulte :

Proposition 3.2.- La représentation A" des éléments xeA comme apolication

de 1'ensemble (7% des préfixes A droite (3 gauche) dans lui-mdme est une

représentation isomorphe de A .

En cffet puisque ~J ecst régulidre & droite a,b 677); entraine
ax , bx ¢ TT; =’l‘7’i'E x vour un certain J quels quc soient a,b et x , d'au-
tre part ’ﬂ';x = ’ﬁ’.lky pour tout ’l‘(;‘f ¢ T cntraine x=y (A, P) ot
réciproquement.
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On déduit dec cette remarque la :

Proposition 3.3.- A )P étant doux demi-groupes queclconques si Qé P="P est

un groupc A = Q% s'il est fini, cst la réunion d'un groupc et éventuelle-

ment d'un zero

En effet la rcprésentation 3.2 étant isomorphe P est un groupe si et
seulcment si toutes les applications correspondantes de T1*  dans lui-méme
sont des permutations. Donc si a €A est tel que =xayeP pour au moins un
ba =a (4, P)

in

couple x,y €A , a est aussi unc permutation. Sinon abd
pour tout b et \PP a =0,

Remarque 1. Il c¢st possible et souvent commode de développer la théorie de
1'équivalence syntaxique de la facon suivante : soit a¢ A . L'cnsemble a—lP
est celui des séquences be A telles que ab ¢ P et 1'ensemble TTz =

=P (a_lP)L'l] celui des séquences c¢ tclles que cb €P pour tout b ea P,

Evidemment a € TT: ot TTg'le = a—lP . On peut vérifier que TT:
ainsi défini est précisément le préfixc & droite qui contient a . De la méme
maniére on trouverait XITa = (Pa~l)E_1]Pl et la relation P entre préfixes
& droite ¢t a gauche définic par : TT; ¥ XTTJ si et sculement si a eTT?

o . , . .
et b g Mg entraine ab &P, permet d'établir une correspondance de Galois

[2] entre T{* ot *{T. Le treillis comnlet associé pourrait 8tre apveléd le
"treillis fondamental' du code (A DP) ot ses propriétés, une fois cncore, ne
dépendent que des GSF (A DP) .

Remarquc 2. I1 est utile de distinguer certains préfixcs remarquables @
TTS'=.1e.résidu de P dans A au sens de F. Dibreil [3] : 1l'ensemble des =

tels que ax n'apvarticnnc & P pour aucun x .

TTZ§ ¢ le préfixe "absorbant" : 1l'enscmble des a tels que ax &P pour
tout x .
TTT : le préfixe unité tel que a éf—a ontreine a¢P ot ax ¢P seulement

—

I ¢ les préfixes qui sont des sous-classcs de P (ae Ti entraine a¢P).
i

i
L'existence ou la non-existence de t2ls préfixes non vides est triviale-

ment liée au fait que le code est net, absorbant, unitairec cte.

(6)

un zéro est un élément O tel quc x0 =0x = O pour tout x .
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Exemple. Soit lc code suivant (unitaire 2 droite) :
(u=a 3 Lp=ab 5 Gy=bd
7 * — — 3 . —
”0 b 3 %Daa 31 3 bb 3 Hpﬂ%ab.

Proposition 3.4.- Si 1'alphabet d'un code cst fini, et si la longucur de ses

mots est bornde par L < alors son GSF A est fini.

—(7)

Puisque A posséde une représentation comme groupe d'application de !
dans lui-méme, il suffit dec montrer que T1 ost fini. Or si ax ¢ P, ou bien
la longucur de x cst < I , ou bien il cxiste x' diviseurs a gauche de x

-1 - .
de longueur inféricurc & L tels que ax' e P . Donec a "P=b P si et seu-
. -1 R . s
lement si a P!WXL =b PtﬁXL ou X

I est l'ensemble fini des séquences de
lettres de longueur £ L .

Proposition 3.5.~ Dans tout codc unitaire 1'cnsemble des péfixes différents

du résidu est une imege homomorphe de 1'ensemble decs diviscurs (& gauche) des
mots.
-1 -1
Montrons d'abord que p €¢P cntraine (pa) P =a ~P pour tout a .

Or pax &P entraine ax &€ P par hypoth2se puisque P cst unitaire.

Soit donc & e Tl £ TTO ; il cxiste y tel que ay € P donc a est
diviseur & gauche d'une suite de mots donc, ou bien a est lui-méme diviscur
a gauche d'un mot, ou bicn il existe pe&P, tel que a =pa' et a'e TTj.,

d'oli 1c résultat par récurrcnce. On en déduit la remarque utile suivante :

Proposition 3.6.- I1 cxiste une correspendance biunivoque entre les codes uni-

(¢)

taires ot les structures d'arbres enracinés , les codes nets, correspondant

17)Pour simplifier ot puisque dans la pratique un ordre temporel est toujours
prescrit pour la suite des lettres, nous convicndrons dorénavant sauf mention
expresse du contraire, que préfixe signifie, préfixe & droite ; unitaire : uni-
taire & gauche ; net : net & droite. Cette convention cst la plus simole quand
1'ordre temporel cst identifié avee 1'ordre gauche —> droite.,

(8)Soit U un ensemble ordonné par ¢ . Pour tout u soit fJ[u] = 1'ensemble des
u'<U telsque u'pu. U cst un arbre cnraciné si 19) JGU P[u] = u £

(u, ost la racine) 2°) pour tout P[u] est un cnsemble totalement ordonnd.
Sivu ﬁ}ﬁ[v [ onfraine v =u u est unc extrémité, sinon u est un noeud.

Si pour tout u qui n'est pas unc cxtrémité il existc un nombre fixe K < o

de v tels que 1°) u pv et 20) Upwpv entrainc w=u ou w=v,

l'arbre cst dit complet.
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aux arbres complets.

I1 suffit d'identifier la racine & la séquence vide, les noeuds aux divi-
scurs a gauchc des mots, et los extrémités aux mots eux-mémes. On observera que
deux diviseurs avoartiennent au méme préfixc si et seulement si les sous-arbres
correspondant dont ils sont lecs racines sont identiques.

Exemple : soit le code suivant

3

Vo= aaa 3 (53 = aab Céy =ab ; B5=baa ;3 (¢ = bab 3G T = bb

¥

il lui correspond 1l'arbre ci-contre (figure 1). Les diviscurs "a" et "p"

,’/“ Q

;’ \\ On prendra garde que des arbres équivalents
b

apparticnnent au méme préfixe.
figure 1

8/ .
& des permutations prés de noeuds corres-

/ \ /\'\
aa /

s ‘l
Ve H
/ i
. i
-t

ba s = pondent en général & des codes dont les
//\ 5 GSF  sont différents. (1'arbre de la figu-

b

& re 2 par excmple cest équivalent par per-
N £ £ R . . .
f_ - mutation & celui de la figure 1 mais son

O i\

codc & un autre GSF) .

Une conséquence immédiate de la représen-

tation des codes unitaires par des arbres
figure 2 ..
€ ,¢ enracinés ecst :

AN

ax// \\Q Proposition 3.7.~ Duns un code unitaire
/\\ l N\, une condition nécesscire et sut'fisante pour
h A2P /\ ) que tous les mots aient une longueur

/// \ bornée est .que, #i a et ax appartien-
nent au méme préfixe, il existe au moins
un diviseur a gauche x' de x tol que

'« P

En effet les ous-arbres a et ax nec sont jamais identiques, si ex' ¢ P,
i
pour tous les diviseurs 2 gauches de x'.

Proposition 3.8.- Unc condition nécessaire ot suffisante pour qu'un code uni-

taire dont la longueur des mots est bornde par L < o posséde une suite non

vide de lettres i telle que \?PZ soit un élément ncutre bilatére de §% A

est qu'il existe une lettre a < AO tolle que les séquences a s a2 = aa

o

4 m N
a =asa, ..., w=aeP forment un systéme de représontants de ses préfi-

xes, & 1'exception éventuclle du rédsidu TTO .
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Par hypothése ! est une application de 71 sur lui-méme, si donc 'ﬁ
contient la lettre a dans son expression, a est une pcrmutation des préfixcs

(Cf. 3.3) et puisque la longucur des mots cst bornée il existe un m miﬁimum
m

m , . . m
fini tel que amé;P ct a =z (4, P) . On vient de voir que a ~—a

m', m" ¢m entrainc m' =m" . Soit b eT' . Pour au moins un n' « @,
ban'e P mais aussi pour un m' =m - n' (& un multiple de m prés) 2" A ¢ P
done TT est identique au préfixe contcnant am' puisque la multiplication &
droite par an’ est unc permutation. On en déduit :

Proposition 3.9.- Si la longucur des mots d'un code est bornée et si la puissan-

ce de son alphabet est finie, une condition nécessairc ot suffisante pour que
son GSF A soit un groupe cst que PO = Xg.(= 1l'ensemble dc toutes les séquen-

ces de longucur 4 ¢ code uniforme de longueur £ ). Dans cc cas A est le

groupc cycligue d'ordre / et P so réduit i son é1lément neutre.

De 3.7, i1 résulte que toutcs les lettres de 1'alphabet doivent correspondre
a des permutations circulaires de mfme ordre £ .sur les préfixes . Montrons que
anb r\,an+1 quels que soient les lettres a et b, (il sora convenu que les

indices seront des entiers positifs réduits modulo «E .
n' m'
Supposons que, pour un n' et un m', m'«< n', onait a b ~a et
considérons les séquences non borndes c, =2 ba, (n' fois suivis de

x fois la sous-séquence b suivi de m'- n' a).

On vérifie facilcment qu'aucun de leurs diviseurs & gauche n'apparticnt &
P (ils sont tous ~~ A un an" ol n" < n'). Donc c, a:—n'@ P est un mot
contrairement & 1'hypothése seclon laquelle la longueuf des mots est bornée.

Donc pour tout n' an'b f\,am' o 1°) m' parcourt avec n' 1'cnsemble de
tous les nombres < 4 (car b ost unc permutation !) 2°) m' > n' si n' £ 1.
Ceci n'est possible que si m' = n' + 1 (modulo / ) ou cncorec que si

a=b (4, P) puisque TTia AwJTE b  pour tout préfixe. Donc A est un groupe

fini & un seul générateur, cte.

Remarque.

Le résultat précédent posc le probléme de savoir s'il existe des couples
syntaxiquement simples A DP ol P scrait unitaire et net & droite ot a
gauche sans que A soit un groupe ct tels que pour au moins un choix de géné~

rateurs la longueur des mots soit bornée. La proposition 3.10 est une réponse
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trés particlle & cctte question. Nous montrons d4'abord

Proposition 3.9.- La condition néecssairoc ¢t suffisante pour gue 1'élément u

du demi-groupc libre A satisfasse pour au moins un couple Vv , W £ ¢ ac:
a = uv = wu ol la longueur { de a ost inféricure ou égalc au double de

la longueur ¢' de u est que u soit de la forme x(yx)? .

Raisonnons par récurrence : les longucurs de v et w é&tant strictement
inféricures & ¢/2 ona :
a=wrv pour un certainr et u=wr=rv.
Si la longucur de r est plus petite ou égale ?'/2 on a encore ¢ U = rsr
avec w=rs ct v = sr . Sinon on est ramené au probléme initial avec u
au licu de a et r au licu de u . Comme les longueurs des séquences ne peu-

vent que déeroitro strictement on a bicn le résultat.

Proposition 3.10.- Pour un alphabet de¢ K < oo lecttres il existe au moins

un code du typc qui vient d'8tre décrit ct dont le nombre de mots est égal &
Y 1Al i n ; - p
1+ KY - ZKQ + szl' pour tout 123 et L'<i/2.

Nous considérons d'abord le code uniforme (L dont PO est identique a
l'ensemble Xj; de toutes les séquences de ? lcttres. I1 satisfait aux condi-

tions voulues sauf que son GSF est un groupe.

Soit u une séquence fixe de longueur '« [ et soient les censembles
suivants

Py : les mots (de Xp = PO) dont u est un diviseur & gauche (Pé = u(u—lPo))

PS ¢ les mots dont u est un diviseur & droite mais non & gauche

(B8 = (Byu™")u - By N (Byu " )u)

>

: 1'ensemble des séquences de longueur = { - !

O
o-

¢ 1'ensemble Pg.XQH des séquences de la forme q = pv avec p é.Pg

et V é’X:’t" °
Considérons le code fé dont 1'ensemble QO des mots est la réunion de
u, Qé et de 1l'ensemble QS =Py - (Pd\)PS). Par construction 53 est unitaire
4 gauche et net & droite. D'autre part si q, q’ggQO q nec pout évidemment pas

&tre un diviseur &4 droite de q' dans les cas suivants :

1°) a'=u ; 2°) geQ) 5 3°) q=Q} ot a'e Q) 54°) q=u ot
a' e Q
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I1 reste a discuter 5°).le cas de q¢ QS et q'esQé mais les mots de QS
sont de la forme xuv = xp avee V 2X,» et pe;Pé et p¢aP6 nc peut ad-
mettre aucun diviseur propre & droite de longucur J . 6°) {3 sera donc uni-
taire & droite si et sculement si Q) wl s ¢  ou cncore si uvu =@ pour
tout veX,. . Cecl n'cst vossible comme on 1'a vu cn 3.9 que si >/2 et
si u n'est pas de la forme exceptionnclle x(yx)n. Le calcul du nombre des

mots n'offre aucunc difficulté.

Exemople.

Le cas le plus simple (K =2 ; 1= 3) est déerit par l'arbre suivant.
I1 contient 9 mots et son GSF (privé dc 1'élément ncutre bilatére) a 24 41é-
monts et ne posséde pas d'idéaux propres. Cctte dornidre particularité n'est

pas une nécessité pour les GSF des codes de ce type.

aa

/\ baa
O \
aaba  2abb pov  pobb

4.~ Méthodes de dénombrement.

On supposera désormais toujours que 1l'alphabet a unc puissance K <o .
On dira, pour abréger, qu'un code est borné si la longueur de ses mots est plus
petite que L < 0.

Nous commencerons par compléter et systématiser divers résultats plus ou
moins explicitement connus et utilisés par les auteurs qui ont étudié ces ques-
tions et notamment B. Mandelbrot [9] .

Notations g(t) =1-5" nitl : (avec n; = nombre des mots de longucur i)
i=1
® .
La fonction de structure du code G(t) = 1 + E:: Nit} (avee N, = nombre des

|

1=
é1éments de P de longucur i) : la fonction géndratrice du code.
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H(t) = |Dt - 1| 1la fonction caractéristique du code avec D zla somme

. ’, s N
des metrices correspondant aux lettres dec AO dans la représentation réguliere

de A .
hd(t) et hg(t) tles déterminants correspondants dans les représentations

N . ~ T K ¥
de A comme demi-groupe A'application dans cux-mémes de 1'" et de ‘" 11 .

Proposition 4.1.- g(t) est un diviseur commun et H(t) un multiple commun

de hg(t) et hd(t) . 0Ona G(t) = (l) . ﬁntroduisons encore Ni(é) : nombre
= g _t — 3 _
de sdquences a de longueur i1 telles que QPa =a &P . Les Ni(a) sont

1liés enitre cux par un systéme d'dquations aux différcnces finies :

N, ,(a) =3 55,5 N (a)

beld

i+l

ol 5;5,5 =0 oul, 2, ..., K sclonqu'il existe 0, 1,2, ..., K
lettres ay dans A

o telles que Y (a ai) = behA . La matrice des 3)5,5

est précisément D et si les RI sont lcs racines du déterminant |Dt - 1]

. '-————/} r)_

on sait que Ni(a) = Zj’ 5,7 0s

}55 I D'autre part, lcs Ni(Tix) ou les Ni qui sont obtenus comme sommes
b

pour un certain systéme de constantes

(par rapport & a) de certeins Ni(a) peuvent 8tre calculés directement a
. ’ . Y — 3 A . ’ .
partir de représentation de A sur T11° ou sur 11" ce qui établit ies rela-

tions de divisibilité indiquées. Enfin on a directement N = 2 N, . n,
3 y—1 1
ce qui donne G(t) = 1/g(t) par un raisonncment classique. (Cf. 6)

Proposition 4.2.- La fonction de structurc d'un code borné unitaire (a gauche) et
net (& droite) (code UND) est de la forme :

. - N, - ST n i n
g(t) = (1 - Kt) g(t) ob:g(t)=1+% " 8t aveec 0g&h, ,

-1
K en est donc la plus petite racine positive. Réciproquement tout polynome

< Kni.

g(t) de la forme précédente peut &tre considéré comme la fonction de structure
d'au moins un code UND.

Soit HQ le nombre des séquenccs de longueur / qui sont diviscur propre
& gauche dos mots d'un code unitaire (= qui correspondent aux "noeuds" de
1'arbre de codage). On a : HO =1 ot ﬁ€+1 +n,, <Kn; 1o signe £ n'étant
partout remplacé par le signe = que si 1'arbre est complet, c'est-a-dire si le
code est net. Multipliant ces égalités par t +1 et sommant, con obtient bien :
g(t) = (1 - Kt) g(t).
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Réciproquement, un polynome de la forme g(t) = 1 - ) n,t (n.l > 0)
admet au moins un diviseur de la forme (1 - K't) et l'on a :
— =2 - - .
g(t) = (L - K't)(1 + nlt + nyt ...) avee Ny 1 S:K'ni pour tout i . Donc

si g(t) est un polynome O & £i+1'$ K'Ei°

0

D'autre part K' ne saurait 3tre > K car sinon pour t assez grand
N R . e
NE = E ﬂﬁ V1 j;ﬁﬁK' scrait plus grand que K~ , ce ?ul ostllmnoss;ble
puisqu'il s'agit dfun code et que cecci significrait que & au moins 1'une des
K2 suites de “{ lettres corrcspondent plusieurs séquences dc mots. Enfin si

n; satisfait & 0& n, < K'n, pour tout i il est facile de construire un
i
arbre dont ng et ng sont rospoctivement les nombres de nosuds ot d'extrémi-

Q
tés A& distance 1 de la racine ’), On observera ¢

Proposition 4.3.- Dans un code UND le coefficient ﬁ]. de XK' dans 1'cxpression

N, =Y o (}l est précisément 1'inverse de la longueur moyenne L des mots

-

<

quand la fréquence des mots de longueur 1 cst proportionnclle & K .

-1
- =1
En offet : G(t) = Lo (g& ), — B_ od B ost unc certaine constante.
g(t) 1 - Kt g(t)
D'autre part, on a , par hypothése :
— 1 , « s og(t) -1
L=) niJ.K c'est-a~dire que -L est la valcur de ——5—— K
_— t

- , -,=1
pour t =K 1 s0it cncoro précisément g(K 7).

Remarque.
Attachons & tout a,€ Ay une probabilité w, 20 (o Wy = 1) ot
considérons au licu de D la matrice z:: Wy Di en appelant Di la matrice

associéc a a; dons la représentation réguliérc de A . Leos m8mes considéra-

tions sont encore valables et les fonctions Ni(a) doviennent des probabilités
dans un processus stochastique (sur 4) ou les lettres successives sont tirdes
au sort indépendamment ct avec les probabilités constantes W . Le cas traité
iei correspond & un changement d'échelle sur t (qui devrait &tre remvlacé par
by = tK-l) & cclui ol tous les w, sont égaux et on vérifiera que les pro-
priétés 4.1, 4.2 , 4.3 sont des théorémcs bien connus pour les chaines de
Markoff. Unc théoric pcut aussi &tre développde dans laquclle les matrices Di

n'ont pas nécessairement leurs éléments égaux A zéro ou a un, mais il peut alors

(9)Ceci compléte unc démonstration de B. Mandelbrot [8] qui laissait ouvertec la
possibilité que j% (e coefficient du terme corrcspondant 3 la plus petite

racine) soit plus grand pour ccrtains codes non unitaires que pour tout code
unitaire.
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se produire que la rclation d'équivalence = (A, P) doive &tre remplacée par

une relation plus faible pour tenir comptc de la dépendance cn chaine des

lettres.
Nous n'avons besoin ici que des méthodes énumératives pour établir les deux

résultats suivants qui reldvent strictement de la théorie algébrique des demi-

groupes et qu'il semblerait difficile d'obtenir autrement.

Proposition 4.4.- Tout codec borné d'alphabet fini net & droite cst unitaire
a gauche. '

Soit L < @ 1la longucur maximum des mots du codec. Puisque le code est
net, il correspond, & chacunc des gt séquences de longucurs ¢ , au moins
unc séquence de longucur < 1+ 1 qui appartient a Pf est dont elle est

4

un diviseur & gauche. Donc : Ny + N, .+ ... N, . 2K pour tout ! assez
C+1 (,+L -1
grand. Donc 4.1 , au moins une des racincs de g(t) est < X ¢t comme il
F RIS —l
s'agit d'un code cette racinc de module minimum est précisément XK = . Donc

(4.2) , g(t) est identique 2 la fonection de structurc d'un certain code UND.

Considérons maintenant Pé s, 1o sous-cnsemble des mots du code qui n'ad-
mettent aucun autre mot comme divisecur & gauchc. Puisque le code est net toute
séquence

soit admet un p & Pé comme diviseur & gauche

soit est un diviseur & gauchec d'un p EiPé .

Donc 1'arbre de codage correspondant au code UND est complet et sa fonc-
~ tion de structure g'(t) admet la racine K_l . I} est impossible que Pé £ P0
car ceci impliquerait que g(t) = g'(t) - E:: n_{{t:L (ot les nf correspondent
aux mots de Py - B} ) cc qui nc se peut puisque g(K"l) = g'(K-l) =0 . Done
Pb = PO et le code est bicn UND.

Proposition 4.5.- Si un code est UND

ou bien il est aussi net & gauche (et par conséquent unitaire & droite)

ou bicn le code opposé est tel qu'il cxiste des sdquences non borndes dont
le premier mot ne peut pas 8tre décodé sans que soit connue la totalitéd du
message.

On a vu (proposition 1.9) que s'il existait une borne L & de telles sé-
quences on aurait Pn =f pour un n £L® ou cncorc (en posant Pg = 1'cn-
semble des séquences formées de m mots non vides) que pour un certain n'

n' . . .
Py no contiendrait aucune paire d'éléments dont 1'un soit diviseur & gauche

de 1l'autre.
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Or il est clair que si PO cst 1'ensemble des mots d'un code net il cn
cst de méme de Pg et réciproquement car la fonction de structure gn(t) de
Pg est donnée par : 1 - gn(t) = (1 - g(t))™ quel que Foiﬁ\ Py ot n'admet la
racine Kt que si g(t) 1l'admet ellec-méme. Si donc {Pg i était unitaire,
11 scrait net puisque la fonction génératrice d'un code est la méme que celle
du code opposé. Donc EPO§ lui-méme serait & la fois unitaire et net des deux

cdtés.
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