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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 2-01
(Théorie des nombres)
20e amnée, 1978/79, n° 2, 10 p. 16 octobre 1978

RESULTATS DE BOYD SUR LES NOMBRES DE PISOT-SALEM

L
par Martine PATHIAUX ()

[Univ. P. et M. Curie]

Partie 1.

Introduction. — Si P est un polynbme de degré s , on désignera par P(z) son
polynfme réciproque, clest-a-dire P(z) = z° P(%Q . Soit P(z) 1le polynSme mini-
mal d'un nombre de Pisot, SALEM a démontré que si Rn,e(z) sont les polyndmes
définis par les égalités

R, [(z) = 2" P(z) + eF(z) avec e==x1,

alors il existe ny € N tel que, si n 21y, R e(z) est le produit d'un poly-
9
ou T E(z) est le polynéme minimal
?

)

Le travail de BOYD [1] est de démontrer en quelque sorte la réciproque, clest-a-

néme cyclotomique et d'un polynéme T E(z
?
£

n
d'un nombre de Salem (avec ny = 1 si

dire que tout nombre de Salem peut &tre produit par un nombre de Pisot.

LBMME. - Soit S5(z) wun polynbme & coefficients réels, de degré s , n'ayant pas

de racine sur |z| = 1 . On suppose qu'il existe ne N, ee {-1, + 1}, tel qu

que le polynfme Q(z) = z" S(z) + §(z) soit le produit d'un polynbme minimal d'un

nombre de Salem et d'un polynSme cyclotomique n'ayant que des racines simples ;

alors, une condition nécessaire et suffisante pour que S(z) ait un seul zéro dans

Izl >1 est que

S

Q' (o) s(a) x &5 <0

pour toute racine o de Q(z) de module égal & 1 .

Démonstration., ~ Soit k le nombre de racines de S(z) dans |z| >1 . L!'éque-

tion Q(t , z) = z" S(z) + €t5(z) = 0 Aéfinit une courbe algébrique z = Z(t) qui
est une fonction algébrique de t , ayant n + S Dbranches notées 2z = zi(t) ’
fonctions analytiques de t . On oriente chacune des courbes =z = zi(t) dans le

sens des 1t croissants pour t réel positif.

Pour 0 £t <1, d'aprés le théoreéme de Rouché, la courbe algébrique aura mn+s-—k
branches dans lzl <1 et k branches dans |zl > 1 , chacune d'elle aboutissant
aux zéros de Q(z) . On remarque que Q(%-, %) = ¢/tz""3 q(z , t) « Donc pour obte~

nir les courbes pour t >1 , il suffit d'inverser les courbes précédertes par

(*) Texte recu lc 21 mai 1979
Martine PATHIAUX, 187 boulevard Bineau, 92200 NEUILLY
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rapport au cercle unité C .

Soit o 5 @y 4 ees 5 les zéros de Q(z) situés sur |z| =1, et zi(t)

N+ S=2
la branche vérifiant zi(l) = o (unique car o est zéro simple de Q(z) ). Les
courbes zi(t) ,pour i=1,2, eoo , 0+ s=2, sont orthogonales & C , étant
domnée la propriété d'inversion. Donc Eé z{(l) est réel pour i = 1,2,.ee,n+5=2

si zi(l) #0 .

or zi(l) = - E(g(ai)/Q’(ai)) ; g(oi) #0 car § n'a pas de zéro sur |z| =1,

et Q‘(oa) #0 car Q(z) n'a que des zéro simples.
De plus,
pour k -1 indices i€ {1, 2, ... ,n+8-2}, 0ma o z{(l) <0,
pour n+ S -k -1 indices i€ {1, 2, o0 , n+ 8~ 2} , on a Eé zi(l) >0,
Donc k sera égal 3 1 si, et seulement si,
E% z{(l) >0 pour i=1,2, eee yn+8=2,

ou encore

~

_ Sley) .
o EQTTETY <0 pour i

i
ce qui est équivalent a

1 32, eee g0+ 8=2,

- 8
%_e%_sh/%)

Q' (o)

<0

ou encore a
s-1
ed; S(ai) S(oi)

Q' (o) S(e) <0

ou encore

l-s .
eq, Q'(Qi) S(a&) <0 pour i=1,2, eeeo yn+8 =2,

7z N\
THEOREME. - Soit T(z) le polyn6me minimal d'un nombre de Salem, alors il existe

un polynéme P(z) , polynéme minimal d'un nombre de Pisot tel que

(z2 + l)T(z) = zP(z) + §(z) .

Démonstration. — Soit T(z) 1le polynbme minimal d'un nombre de Salem et
R(z) = (z2 +1)2(z) 3 T(z) est un polynéme de degré 2m , et R(z) s'éerit alors

R(z) = Z2m+2 + d z2m+1 +eeet 4 zm+2 + 24 zm+l +d 28 teeet 4z 41
1 m m+1 m 1

avec d, € Z ; et si

m+1 2m  2m+1

m—1 m
P(z) = c. +c ZheeutC 7+ z +(dm—cm)z +...+(dl—cl)z +7

172 m+1
avec c, #0 , alors P(z) vérifie R(z) = zP(z) + P(z) . Il suffit donc de déter-
miner ¢, , C, , +ee 5 C € Z' , tel que P(z) ait un seul zéro danms lz] >1 et
=1,

aucun zéro dans Z



203

Soient o , & , oo, @, les racines de R(z) (qui sont simples) situés sur
lz| =1 3 si P(Qi) #0 pour i=1,2, «v. , 2m , alors P(z) n'a pas de
racines sur |z| = 1 . En effet, si p était une telle racine, p serait aussi
racine de P(z) et donc aussi de R(z) . Donc il existerait i € {1,2,000, 2m}

tel que p=a . Soit P(o&) =0 .
En conclusion, d'aprés le lemme, si
(1) ER‘(o&) P(o&) ngm <0 pour i=1,2, ees , 2m
alors P(z) aura un seul zéro dans |z] >1 et aucun zéro sur lz] =1 .

U g Gy g eee g Oy sont complexes conjugués. Le systéme d'inégalités (1) se

réduit donc & un systéme de m équations du type

ce 0 . > . j = es e
(2) 8y ¥ tay 59 bJ pour j =1, 2, , I
avec
O!m—i+l _ -l
aij = 6j( T ) , ou 6j ==x 1.
I1 suffit donc de déterminer (cl 7 Cpogeesy cm) e 2, avec c, #0 vérifiant

le systéme (2) d'inégalités.

Or la matrice A = (ai j) est non singuliére : En effet, si la matrice A était
?
singuligre, il existerait Cl s Cpy see g0 € B? - {0} tel que
m ~n 1 .
Cl(OlJ. - Qj ) + eeoe + Cm(aj —?&"‘) = O pour J - ]. ] 2 g o 4 m o

J
Donc le polynbéme

e, xB 4 o, x21 + c £+ erl - -
l 2 LN ] m cm LN Cl

aurait pour z€ros @ , @, ; see ; Q@ , & 4 eee , G .« Or 1 est racine de ce po-

m
lynbéme et est distinct des autres zéros. Le polynéme aurait donc 2m + 1 zéros dis-

tincts, donc serait identiquement nul (ou bien déterminant du type Vandermonde).

Donc la région de B? , déterminée par les inégalités (2), est un cbne, et con-

tient donc une infinité de points (ci 1 Choy see s cm) € g? avec ¢ #0

Remarque 1. - On voit donc qu'il existe une infinité de polynémes P(z) répon-
dant au probléeme. De plus, ¢, = P(0) , peut &tre choisi arbitrairement grand, Or
si 6 est un nombre de Pisot, et vérifie P(8) = 0 , alors 6 > |P(0)] = lclf .
Donc tout nombre de Salem peut &tre associé 2 des nombres de Pisot arbitrairement

grands.,

Remarque 2. — On peut faire une démonstration identique avec

z) = (z - 1)1(2) = zP(2) - B(z) .

Définition. - Soit ¢ , un nombre de Salem, et © un nombre de Pisot, de polynS-

me minimal P(z) ; 6 est associé & o si, et seulement si, il existe ne N ,
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e € (-1 , +1} tel que ¢ soit racine du polynéme 2™ P(z) + eg(z) .

Diapres le thdéoréme précédent, & tout nombre de Salem on peut associer une infi-

nité de nombres de Pisot. De plus, on peut démontrer le résultat suivant :

N\
THEOREME. - Soit O, une suite de nombres de Salem, distincts, telle que

limkﬂm O, =0 avec © >1,et o différent d'un nombre de Pisot ; alors si

ek est un nombre de Pisot associé a Oy alors lim ek =+ ®,

Partie II.

Introduction.
Définition. - ﬂ% est 1l'ensemble des fonctions f(z) méromorphes dans |z|51 ’
holomorphes & l'origine, bornées par un en module sur |z| = 1 , ayant un nombre

fini p de pbles dans |z| <1 .

Marthe GRANDET ([3], p. 6) a montré que si f € ﬂ% , et si le développement en
série de Taylor au voisinage de z =0 de f s'écrit f=uo+ul ZhosatU TR ’
il existe ny € N et, pour n 2n; , deux polynSmes An(z) et ~Qn(z) de ¢[z],
de degré au plus égal & n , vérifiant les propriétés suivantes :

n n+l
(1) (An(z)/Qn(z)) = Uy R U et W 24 S L2 sy
(2) Qo) =1,
~ > n
(3) Qz) o (z) -4 (2) & (2) =w 2",

avec Eg(z) = z" En(%J et
dans |z| <1 ).

_ n ¢ 1 _ . t A
An(z) =z ABKEJ ( ny, =0 si f n'a pas de pdles

De plus, la suite W est une suite décroissante, positive pour n > n, et si

w =0 pour n >=n

n o alors

f(z) = szn-%%g% avee |el =1 .

Un des résultats de BOYD est dl'exprimer 'limnqw w,ooen fonction de la moyenne
géonétrique de 1 - || sur |z| =1 et du produit des pbles de f dans
|z| <1l.

Comme application de ce résultat, on déduit que si S(h) désigne l'ensemble déri-
vé h-ilme de 1'ensemble S des nombres de Pisot, alors min 5(b) > (m1)2
inédgalité qui améliore le résultat connu min S(hS > hl/4 [2] 5 et si k est

entier,2alors k n'appartient pas & S(k ~1) , mais rien ne contredit le fait que
k e S(k -2) .

Définition. - Soit g(ele) une fonction positive, bornée, mesurable sur [(0,2m).
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On pose

1 2T 10
£(g) = eXp(Eﬁ o log gler”) a6 .

’ \
THEOREME. - Soit f € H% , ayant pour pbles ‘é; y see ,-g— dans |z| <1 alors
1 P

le.|% .

w(f) = lm __w = £(1 - 1£%) r&:l,...,p i

n—e

Démonstration. — On suppose que f£(z) n'est pas de la forme ezs'%ég} car dans

ce cas le théoreme est évident, ctest-a-dire w >0 pour n zmn, .
(a) propriétés de £(g) :

(5) =(g) <alg) =-§; éﬂ g(eie) a® ([4],p. 136-138).

(6) || = |£(0)|(qq @ +e. o)7' si £ est holomorphe dams |z| <1 et
stannule aux points o, Oy yeee, O
(formule de Jensen [ 5], p. 68).

(7) E(g) = ianEC[Zj,P(O):l G‘([Pl2 g)
(formule de Szegd [ 5], p. 50).

(v) autres propriétés de A et Q pour n>zmny:

(8) Qn(z) a p zéros dams |z| <1 .

(9) si fn+l(z) = (an - An‘/(z(an - Kn f)) , alors f
|zl <1

n+1(z) est holomorphe dans

(10) |fn+1(z)| <1 si |zl =1,

Wn+l 2
(11) = 1= ]v,|® avec Yy, = £,,1(0) &
f -
+1 +1
(12) fn+2(z) = -ii:"yz_'-?—ifr-l— ([3], D 6).

n+l “n+l

(¢c) démonstration :

L'égalité (9) donne _
An + ZQn fn-+l

f =
Qn + ZAn fn+l
soit
1 2 2 2
ez (%l - 1000 - 12,19
= — 5 .
lQn + zAn fn-+1l
Donc
2
ﬁ(l - lfn+1[ )

E(l - lflg) = W
. 53(|Qn + zﬂ£ f

Bl
Or An + an fn+l et Qn + zAn fn+1 sont deux fonctions holomorphes dans

|z| €1, et n'ont pas de zéros communs car si o« annule ces deux fonctions alors

n+1l
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les égalités

(o) =
(Q) =0

|
O

An(a) + a@n(a) f
Qn(a) + aﬁn(a) f

n+1

n+l
impliqueraient

n

a () & (a) -Q () Qfe) =0=w_ o,
d'ol, soit a =0, soit Qn(O) =0, ce qui n'est pas vérifié. Donc les zéros de

Q, + an fn+1 dans |z| <1 sont exactement les p8les de f . D'apres () alors

£lq, + zﬂn £l =18, 8,5 «0o ep] .

n+l
Done
BE

2
(13) 6, ... epi2 (1 - |21 =w_ e(t -1,

Mais si g est holomorphe, et appartient & I , d'apres (11),
2
we) = T (1 - [v (&)%) .

or w(f) = w m (1 - |Yj(f)l2) =W TE;O(l -y (f)l2) y or f . est ho-

n  j=n+l n n+ J+1

lophorme et appartient & Jj ; de plus, d'aprés (12),

y£+l+j(f) = Yj(fn+1) .
Donc

oS o © 5
w(fy) = T o(t = Iy(e ) 1) = T (1 = Ty 401D
Donc
W(f) = Wn,w(fn+1) «

I1 suffit donc de démontrer que £(1 - Igl?) =w(g) si ge ﬂ% . Le théoreme

résulte donc du lemme suivant :
LEMME, -~ Soit g€ ﬂ% , alors
. 2
w(g) = 1m _w (g) = £(1 - |g]) .

Démonstration. - D'aprés 1'égalité (13), on a £(1 - ]glz)‘s Wn(g) , Ynel.

Done

2(1 - |g|®) < wlg) .

Soient An et Q, associés & g , alors Q, n'a pas de zéro dans |z| <1 .
ponc £(|q_|%) =1 . or
2

A
wo(8) = (lq )% - 14,19 = =1 - | =) .

Soit P € C[z] vérifiant P(0) = 1 . Dtapras (7),

PA PA
na(e) < &7 - |27 = al]2l®) - alg2®

%
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1 N
Or, si gP = v, + Vi B eee + V) 2t 4 Vol 2" 4+ ..., alors, d'aprds (1),
PA
-2 _y + VvV, z + + vzt v zn+l+...
Qh. = o l se e n n+l
Or 1'égalité de Parceval implique
PA
2 2 2
a ITQH—I I | + ee o + IVn' .
Done
2
w(g) <w (g <C1(|P|2) - (vg + eee + vn) .
Soit w(g) g a({PIZ) - (}v |2 + e lvn|2) et, en faisant tendre n vers

1'infini, on obtient
a(e) s all2l® - 5 (1w, |2 - a/p|? - a(]e2]®)
Soit, pour tout P e [z] vérifiant P(0) = 1 ,
w(e) sal[[%(1 - |e]?)
et, dlaprés (7),
w(g) < &(1 - |gl?)

COROLLAIRE 1. - S8i f = 4 est une fraction rationnelle avec A et Q premiers
entre eux et si z) = (Q(z)a(z) - 4(z)i(z))/z" ot (Az) est un polynbme véri-

fiant Q(0) #0 , alors
a(2) 2%%7 M max(fof , 1)

ou le produit est sur les racines de z) .

En effet, on a |Q| |Q|2(l—|f|2 si ‘z[ =1 + Donc
e(lal) = £(|al®) 21 - |£]?)
Or E([Ql)z = 912 cee 612) IQ(O)‘2 , d'aprés (6).

Done

w(e) = 2laD_ ||
[Q(0)]%  Jo(0)]? @

car Q(z) est un polynéme réciproque.

T’ max(|of ,




COROLLAIRE 2. - Soit 6n les déterminants

et soit f € ﬂ%

s alors

1lim

Un calcul simple montre que w o=

1 0 0 cee O Un
1 0 eee 0O
0 O O LN ] lO
Eb 0 0 cee O 1
ul Uy 0 eees 00
un 1 un_2 eee Uy 0
o)
n —
n-e § -
n-—

(1 - Iflz)ef cee BT

Qn a 1'aide des formules de définition.

Définition. - On appelle

propriétés suivantes :

o
20
30
40

50

Remargue. - Tout nombre de Pisot ©

£ = 4(z)/q(z)
Qo) =1,
A(0) >0,
a(z)/a(z)

|A(2)/a(z)] <

avec

si

ayant 1/9 pour pdle.

Définition. - Si

THEOREME, - 5i ©

Démonstration. — Soit f € & associde & 6 , alors

w(e)

sup(w(f) ,

&

i(z)

a un seul péle

| =]

Agplication

0

1

L ] l

2

2~08

6n/on__l si on calcule explicitement An et

1'ensemble des fractions rationnelles vérifiant les

et Q(z) e 4z],

6 € S, on notera

feét&,

est associé 3 au moins un élément de

S, alors w(8) <6° -1 .

holomorphe et de module

<1l s

~N

2(1 - |gl®) = 21 - |£]?) =

i Z

=l.OI‘

%- dans |z| <1 avec |%1 <1,
=1

f ayant -% pour pble) .

w(f) .
92

g =f x ((1-62)/(6-2))

est
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Donc

221 - |gl?) = 0 wle) < 0% wyle)

W(f) = 0
mais wb(g) =1 = (u§/92) si f=uy + Uz ees
Or u, € 2, done wo(g) <1- (1/82) .

Soit w(f) < 0% - 1 , donc w(8) < 0% - 1.

Définition. = Si 6 € S , on note h(e) = max(h , 6 € S(h)) .
7 \
THEOREME. - Si 6 € S , alors h(8) < w(e) .

Démonstration. — Un résultat de Marthe GRANDET ([3], p. 24) montre que si

6 € S(Hjﬁ, on peut aussi lui associer une fraction rationnelle f de & telle qus,

si n2ny, w(f)-hnz0.

Or 6 € S(h(e)) , donc on peut lui associer une fraction rationnelle f de &
telle que, pour n 2n, , wn(f) > n(8) . Donc w(f) >h(e) . Or, par définition,
w(f) <w(e) .

THEORMME, - min 5(P) > (h + 1)1/2 .

(n)

, alors

hSh(S)SW(9)$92-l .

Démonstration. — Soit 6 le minimum de S

Donc € > (h + 1)1/2 .

Remarque. - Soit f = 1/(1 - kz) , alors z) = - k(1 - kz + k2) . Donc
W(f) = k(k + (k2 - 4)1/2)/2 . Donc [w(e)] > k2 - 2 . Donc dans le meilleur des
cas clest—d~dire si h(8) = [w(8)] alors h(kx) > k% - 2 3 donc il n'est pas exclu
que k € S(k_a) . En fait, de fagon plus précise, on peut démontrer le résultat

suivant.

4 A
THRORMME. - Soit k e N , vérifiant k > 2 , alors [w(k)]}=k" -2 .

(k1) , on obtient alors

k—-lsh(k)Skz—Z.

Remarque. - Sachant que k € S
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