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TRAVAUX RÉCENTS DE Ju. V. NESTERENKO

par W. Dale BROWNAWELL

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
19e année p ~9’l’Î~’’8 ~ n° 35, 6 p. 20 mars 1978

Aujourd’hui, je voudrais faire part d’un travail récent de Ju. V. NESTERENKO sur

la multiplicité du zéro de certaines fonctions au point z = 0 . Cette fonction est

un polynôme des fonctions algébriquement indépendantes f~ 3 ... , fm 9 solutions

du système d’équations différentielles algébriques

Si le système (1) est linéaire, les coefficients des (i = 1 , ... , y m) peu-

vent plus généralement être polynômiaux, et NESTERENKO a alors donné des majora-

tions précises [3li- Quant aux applications en théorie des nombres transcendants, y
ces majorations permettent de rendre effective la mesure d’indépendance algébrique
des valeurs de E fonctions, y en fonction du degré du polynôme. Quand zéro est un

point régulier du système (l) ( et bien-sûr ... , y x ) E A(x)[x1 , ... , xm]),
cette mesure est même effective.

1. Idéaux.

NESTERENKO utilise les idéaux homogènes U dans x., , ... , x j . Il défi-
nit

De cette manière y on généralise le problème de la majoration de la multiplicité
du zéro d’une fonction en utilisant la théorie des ideaux (homogènes) de polynô-
mes.

(a) On peut alors raisonner par récurrence sur la hauteur. La hauteur d’un idéal

(homogène) premier 9 est r, s’il existe une chaîne d’idéaux (homogènes) pre-
miers

et si aucune chaîne n’est plus longue. La hauteur d’un idéal (homogène) U
est la plus petite hauteur des idéaux (homogènes) premiers qui contiennent U .

(b) On a les décompositions primaires des idéaux (homogènes) :

, ... , ~ (dites composantes) sont (homogènes) primaires, et $Ï. ~ ,

j = ~. 9 ~ ~ ~ , s . . Les composantes de même hauteur que M (dites isolées) sont dé-

terminées de façon unique. Les autres ne sont pas définies intrinsèquement.



(c) (a. , ... , y ar) , est de hauteur r, toutes les composantes sont

de hauteur r, et alors la décomposition primaire est unique (Théorème de Macau-

lay ([7], II, p. 203)).

(d) La hauteur de l’id.éal engendré par l’idéal (homogène) Sf et le polynôme (ho-

mogène) f est, au plus, 1 -1- h (U) (théorème des idéaux principaux de Krull

(~7~~ 19 p. 238)).

2. Forme associée.

Cette forme a été introduite en géométrie algébrique par W. CHOW et B. L, VAN DER

WAERDm1 pour paramétrer l’ ensemble des sous-variétés algébriques d’un espacé pro-

jectif [6]. On l’appelle parfois forme de Choi;.T ou forme de Cayley. Indépendamment, .
E. NOETHER et W. KRULL ont étudié ce polynôme sous le nom de Grundpolynom (~ ~-~,
[6]). a. réétabli certains de ces résultats afin de borner les degrés de

façon explicite.

Soit 1 un idéal homogène de A = p x , ... , xmJ de générateurs a~, ... , a .
On suppose que les composantes de U dans (2) sont toutes de même hauteur r, y la

décomposition (2) est donc unique. On introduit les formes linéaires

et les nouvelles variables u.. , et on considère l’idéal (ù , L1 , ... , L 1)ij , m-r+

de

engendré par les L. et les éléments de N . x désigne l’idéal de ~.~û~ , engen-
dré par Xo 9 ... , xm .

(c) On introduit les nouvelles variables s~’ liées par les relations
/ B / B

Si 03B2 est un idéal premier, les coefficients des monômes en s(i)jk du polynôme
G (2- s (i)jk v ) engendrent un idéal S qui admet p comme composante isolée uni-
que ([3L lemme 11, [5]).



Cette théorie est pour ainsi dire l’équivalent de la théorie de Galois des corps

engendrés par les solutions d’un système d’équations différentielles linéaires.

Cette théorie n’est nécessaire que dans le cas où z = 0 est un point singulier du

système

k = 1 , y ... , y m , , qki E C(z) . NESTERENKO se sert de la notation

et t( z) == p. p. c. m. des dénominateurs des q...

THÉORÈME 1 (NESTERENKO). - II existe une constante C > 0 dépendant seulement du

système (3) telle que, pour chaque idéal homogène radical U de y. y ... , y j
qui est invariant par t(z).D et, pour tous 03B11 , ... y a distinctsentre eux,

ou les y. sont réguliers, on a

4. Borne du zéro (cas linéaire).

2 Soit U un idéal homogènè dans x0 , 9 ... , xm]
..--r- ^- 0 m

da; hauteur r et avec une bas e ~ ~1. ~ , où
1

où c. ne dépend que du système (3).

Esquisse de la preuve. - Dans le cas r = m + 1 , on peut montrer l’inégalité dé-

sirée à l’aide des résultants. On procède par récurrence, et on raisonne par l’ab-

surde.

Pour r  m , y il Y a des polynômes y ... y P avec

j

tels que l’idéal a = ... , Pr) est de hauteur r d’après le § i (c°> . Il

es.t clair que 0 (U) s 0 (£) . Soit 2 = 1 m ... ~ Ds la décomposition pr.imaire,
alors .

Pour au moins un idéal premier associé, on a



(§ 2 (a) et (b)) si 1; assertion n’ est pas vraie.

On déduit de la forme associée des équations {Ri} d’un idéal 8 avec

comme composante unique isolée où

une décomposition primaire. Il existe un Q e (q n ... n ~) Comme S y

il existe R. ~ 8 tel que , car sinon

~0 ~0

avec ~3 , E ~ , pour tous et ce

qui contredit le théorème 1.

Alors l’idéal B = (C , t(z).Dri0 ) est de hauteur r + 1 ( § 1, (d)), et on a les

inégalités

Ces inégalités suffisent pour la récurrence et la démonstration est finie.

5. Borne du zéro (cas non 

D, et l’ auteur ont observé qu’une modification de cette preuve donne le

résultat suivant quand les fonctions f , ... , f sont régulières au point z! 0 .~ 

1 m

3. - Soient f , ... , f des fonc ti ons , solutions de ( 1 ~. est un
------ 1, m

idéal de hauteur r , avec une base {Qi} où deg Qi  d 9 alors
- 1 

ou C (~~ _ p 
’

ou

où c ne dépend que de r et des f..

Très récemment, nous sommes arrivés à éviter l’usage de la forme associée et à

réduire l’exposant, 9 dans la majoration ~4 ~ 9 à pour les idéaux qui compren-

nent les idéaux principaux. Notre outil principal, au lieu de la forme associée,

est le polynôme de Hi lbert, ce qui fournit une notion de degré d’un idéal.

Comme la théorie du polynôme de Hilbert ([1], p. 63-64) est plus simple que la

théorie de la forme associée, y les détails de la démonstration de notre résultat

sont plus simples que ceux de NESTERENKO. Tout de même, ils sont assez longs, et il

ne semble pas possible d’en donner un exposé complet dans le cadre d’un tel dis-



cours. Je m’en tiens à une esquisse qui doit indiquer seulement le sens de nos re-
cherches.

Pour tout entier ~0 , X( ’’ 9 Q~ désigne le nombre maximal des polynômes de

degré total au plus t qui sont C-linéairement indépendants module $! . HILBERT

a démontré que, pour tout t suffisamment grand, forme

où r est la hauteur de  et a~ , ... , ~_~~e JZ, ~ ~1 . est, par

définition, le degré de. .

Nous considérons les idéaux ~= (a~ ... , a~) pour lesquels les localisations

6L.. sont de hauteur r, 1  r  n , où M désigne l’idéal maximal des polynômes

P(x ..... x ) avec ... , f (o)) = 0 . La localisation et la restric-
tion = ~ n ... , x 1 , sont nécessaires pour éviter les composantes

. de SÏ , qui ne sont pas dans N: , et qui peuvent être alors invariantes par "dériva-

tion". Le degré ne s’accroît pas par cette méthode.

Puisque toutes les composantes de 9!’ ont la même hauteur, le degré de N’ est

la somme des degrés de ces composantes primaires. Nais si D , la composante 03B2-

primaire, est de degré e, 03B2e c Q . Comme §$ s D-. , il existe un P tel que

pour 
’

Q ~ ’B . Alors De 0~ ~ . De cette manière, on trouve une combinaison linéaire

a 
r+1 

de certaines dérivées de ... , a r qui n’est dans aucune composantes de

~ Alors S = ... , a , a~~~., est de hauteur r + 1 comme toutes ses

composantes. C’est aussi vrai pour sa restriction ?’ . On peut borner le degré de

ce nouvel idéal S’ à l’aide d’un théorème de Bezout pour les intersections de

certaines hypersurfaces.
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