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SUR LE MULTIPLICATEUR DE SCHUR D’UN p-GROUPE

par NGUYEN-QUANG-DO Thong

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des Nombres) .

~~e année, 1977/78, n° 34, 7 p. 20 mars 1978

1. Introduction.

Soit G un groupe fini. Dans l’étude des représentations projectives complexes
de G , a introduit le multiplicateur ~~i(G~ , qu’ on pourrait définir de

façon cohomologique par

= H2(G , Z) (G opérant trivialement).

Citons deux applications arithmétiques du multiplicateur de Schur,

1.1. Le principe des normes de Hasse.

Soit K/k une extension galoisienne de corps de nombres, de groupe de Galois G .

Pour toute place v, soit Gv le groupe de Galois de l’extension locale K/k .
Soit f : M(G) ~ ÏÏ M(G ) le produit des restrictions. Alors

(a ; 9 a, ~ K* , a est une norme locale en toute place v)
(a ; a E K g a est une norme globale)

(voir, par exemple [2], chap. 7, p. 198).

Pour des exemples de calculs de ker f , voir [ 1 ] et ~~ 3 ~.

1.2. Le problème de la tour des classes (voir, par exemple C 2~, chap. ° ~.

a montré que y pour démontrer qu’il existe des corps de nombres dont la

tour des classes est infinie, il suffit de prouver la propriété purement algébrique
suivante : Pour tout p-groupe G, = + , où d(.) désigne le

rang (= nombre minimal de générateurs) groupe.

Or il est facile de voir que, pour tout p-groupe G, d(I~’i(G~ ~ _ r(G) - d(G) ,
avec r(G) = dim h2(G , F ) et d(G) = dim H1(G , Fp) . GOLOD et ont

montré que > (d(G)/p2)2 .
En sens inverse, on a l’ inégalité de Green ~4~ :

Pour tout groupe G d’ordre 

En relation avec toutes ces questions y on Deut se proposer de chercher à détermi-

ner en fonction de et pour tout sous-groupe normal ~i de

G . C’est ce que nous faisons ici, en étendant la suite exacte à cinq termes de

Hochschild-Serre en une suite exacte infinie faisant intervenir le "module des re-

lations" de G . La méthode utilisée est d’origine arithmétique. Son principal avan-

tage est de nous dispenser de tout calcul de cocycles et de tout recours aux suites

spectrales.



2. Module des relations.

2.1.. Définitions. - ~oient p un nombre et G un p-groupe. Une pré-

sentation (resp. une pro-.présentation~ de G est une suite exacte

où F est un groupe libre (resp. un pro-p-groupe libre) de rang fini. Le rang de

F est alors supérieur ou égal à celui de G . S’il est égal, on dit que la présen-

tation est minimale. Le (ZG)-module (resp. (z G)-module) R = R/(R È) est ap-

pelé module des relations (resp. des pro-relations) de G.

Les modules de relations ont été étudiés par de nombreux auteurs (voir, par exem-

ple [6~). La structure des modules de pro-relations est beaucoup plus simple. Plus

précisément, en utilisant :

le théorème de Krull-Schmidt pour les (Z G)-modules [8],
les théorèmes de Nakayama et D. S. Rim (voir; par exemple [l2"jy chap. 9) y
le lemme de Schanuel.

Nous pouvons démontrer alors le résultat suivant.

2.2. THÉORÈME. - Soit G un p-groupe. Soit 1 l’idéal d’augmentation de l’al-

gèbre Z G. Alors :

(i) Tout module de pro-relations R est semblable au module 1 y i. e. il exis-

te deux (~ G )-modules libres P j~ P tels 

(ii) Soit R le module des pro-rolations d’une pro-présentation minimale de G ~

Alors le (z R est indécomposable.

(iii) Pour tout module de pro-relations R ~ dn a

En vertu de ce théorème, on peut parler du module des pro-relations de G, à

équivalence projective près.

3. Un mod.ule cohomologiquement trivial.

Soit p un nombre premier, qu’on sup ,osera impair dans tout cc paragraphe. On

peut fabriquer arithmétiquement le module des pro-relations d’un G 

ce à un résultat de 

3. ~ . Soit k un corps local e.~

une extension f inie de Q ne contenant pas les racines p-ièmes de l’unité. Soit

Fk le groupe de Galois de la p-extension maximale de k. Alors Fk est w pro-

p-groupe libre tel que

Il résulte en particulier de ce théorème que y si d(c) $: 9 il existe une



extension galoisienne K/k telle que

où R est le sous-groupe (fermé) de laissant fixe K. La théorie du corps de

c las se s nous donne, en outre, le théorème suivant.

3 . 2 . Av e c les hypothèses et notations p récédentes s est ismor-

phe à pour tout q = pn .
A partir de cette construction arithmétique, montrons le théorème suivant.

3.3. Four tout q = p , il existe un module de pro-relations R du

G, et un A cohomologiquement trivial tels qu’on ait la

suite exacte :

Preuve. - Réalisons G cemme groupe de Galois d’une extension galoisienne K/k
comme dans le théorème 3.1. Comme Fk est libre, on peut en plus s’arranger pour

que K et k~~, ~ soient linéairement disjoints ( ~ = groupe des racines q-ièmes
de l’unité). Soit o~ l’élément d’ordre 2 du groupe et soit k~
le corps fixe de 03C3 . Soit K le translaté de K par k . 1 L’extension 
est encore une extension galoisienne de corps réguliers, de groupe de Galois iso-

morphe à G . Soit F le groupe de p-extension maximale de kl ’ et soit P~ le

sous-groupe de F laissant fixe K~ ..
La démonstration va se faire en plusieurs étapes.

(i) théorèmes j . - Dans Italgèbre 7 ~Q ~ , considé-

rons ~~ , et faisons-le opérer sur le groupe E= 1+ ~K
des unités principales de K . Le résultat suivant est clair.

LEMME 1.

1

Posons A = AK = 03C9(EK) . Comme 03C9 commute avec G , AK est un (lp 
dule.

2. - Le ( Z AT est cohomologiquement trivial.

Pour cela, il suffit de montrer que = 
! 1 _ / = 0 , et l’on voit

par récurrence, qu’il suf fi t de le faire dans le cas où G est cyc lique d’ ordre p.:

Supposons donc G cyclique d’ordre p engendré par T :

(a) Soit z E A tel que 1 . D’après le théorème 90 de Hilbert,
z = 

p y ~ Kx . Comme z E résulte des propriétés élémentaires de rami-

fication chap. 4) qu’on peut choisir y EF~~ . Alors



d ’ où § ) = o .
ii

(b) Soit z G = g . D’après une propriété connue du corps d> classes local

(i 12], P. 2°6) pour qUe z Soit Une n.onne de K/k, il faut et il suffit q,ue

( z ) soit une norme de 

-- ais .... Co. 

. 

/ ’B..

donc la propriété est vraie. Donc z == y ~ K" , d’où

(iii) Soit § une racine primitive q-ième de 1. Comme = ~ ? ~(~) = ~

donc § e A ~ et l’on a la suite exacte

(iv) Il. reste à montrer que ~q) . Par application de l’opérateur
~ , il est immédiat que A~ = A n donc Soit 1 ce dernier

groupe. Par ailleurs, Z/q) est isomorphe (pour le symbole de Hilbert d’or-

dre q ) à un sous-groupe B = de et au point de vue galoisien,

B peut être caractérise comme suit : Pour tout b e ~ = B si, y et seulement

si, l’extension est scindée, i. e. provient par translation d’une exten-

sion galoisienne de Il est bien clair que A est un sous-groupe de B et

que

(en tenant compte du lemme T.).

Nais |EK1/EqK1|= q , avec n = [K1 : Qp] et |EK/EqK| = ple [l2], p. 220), d’où |A| = qn+1 . Comme B est dual de K 1/K q1 (d’après le

théorème 3.2), |B| 1 = |K 1/K q1 l = qn+1 , d’où finalement I = B

C. Q. F. D.

3.4. COROLLAIRE. - Pour tout module de pro-relations R de G , et, pour tout

n e Z , on a

(ou H désigne le s,, groupes de cohomologie modifies).

Preuve. - C’est immédiat, à partir de 3*3 et 2.2

4. Sur l’inflation-re s tri cti on .

Nous allons construire deux suites infinies "dévissant" l’inflation et la restric-

tion.

4.1. TIËORME. - Soient G un p- gr ou pe (p ~ 2) et H un sous-groupe no rma l

de G . Soit T un module de torsion, G-trivial. Pour tout module de 
fions R de G ~ on a les suites exactes : .



où inf désigne l’inflation, res la restriction, tr la transgression,

Hn(. , . )H le novau de la restriction en dimension n, et NH .

Preuve. - Pour simplifier, 9 notons J = G/H et Hn(.) = Hn(. , T) . 

Tout module de torsion étant limite inductive de ses sous-modules finis, il suf-

fit de démontrer le théorème pour T = Dans l’énoncé du théorème 3.3, posons

A/Aq = B . De la suite exacte de G-modules

où A est cohomologiquement triviale résulte la suite exacte de J-modules

où AH est cohomologiquement trivial. Soit 11 l’homomorphisme naturel

induit par l’injection A’ 2014~A . On a les suites exactes naturelles de J-modules

0 ~ (AH)q ~ (Aq)H ~ ker ~ ~ 0 et 020145 (Aq)H ~ d ~ Im ~ 9 0 ,
d’où (d’après (*)) et Ker ~ ~ H1(H) (par construction de A ).

On obtient alors la première suite exacte du théorème, en écrivant la suite exac-

te de J-modules

et la suite de cohomologie qui en résulte,9 en tenant compte que

La seconde suite exacte du théorème est la suite de cohomologie correspondant à

la suite exacte de J-modules .

Des suites exactes du. théorème 4.1 résultent immédiatement les corollaires sui-

vants.



4.2. COROLLAIRE 1. - Supposons H central, i. e. inclus dans le centre de G .

On a une suite exacte :

On retrouve ainsi un résultat de IWAHORI-MATSUTIOTO [5"].

4.3. COROLLAIRE 2. - Supposons G = J x H . On a une suite exacte scindée :

On retrouve ainsi un résultat de 

4.4. COROLLAIRE 3. - Supposons G = J x H . Alors

C’est un vieux résultat de Il en résulte le corollaire suivant.

4.5. COROLLAIRE 4. - Pour tout p-groupe abélien G tel que d(G) == c1 , on a

r(G) = (d(d + 1))/2 .

4.6. COROLLAIRE 5. - Sup posons G quelconque y et J = G/II cyclique. Alors
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