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Séminaire DLLANGE-PISOT-POITOU 33-01
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n° 33, 15 p. 13 mars 1978

PONCTIONS L p-ADIQUES DE3 CORPS DE NO:BRES TOTALFMENT REELS

par Pierrette CASSOU-NOGUES

Soit K un corps de nombres totalement réel, et 1! une extension abélienne réel-
le finie de K , de conducteur § sur K . Soit K. 1'ensemble des éléments o
de K , totalement positifs et congrus & 1 modulo § (c'est-a-dire tols que
Vp(d - 1) z'vp(i) s pour tout premier p qui divise Y, vp désignant la valua~
tion p-adique telle que vp(p) =1 ). Notons I7 le groupe des idéaux fraction-
naires de K , premiers & | et P. 1le sous-groupe des idéaux principaux engen-
drés par les éléments de KT . RT = I?/PT est le groupe des classes de rayon

modulo § « On sait que 1'application 4'Artin
IT — ¢(2YK)
S
do——e~cu
induit un homomorphisme surjectif de RT sur GQI/K) .

Soit % 1'ensemble des caractires primitifs associés aux caractdres de G(M/K) .

Pour ¥ € ¥, on définit

L(x , s) = Ekﬁ,?)zl x(ca) NU° pour Re(s) >1 ,

ou la sommation est prise sur tous les idéaux entiers de K s Premiers & §, et

N¥ désigne la norme absolue de 1'idéal 4 . On a

L(X ’ S) = EO‘EG(N/K) X(O) QT(U ’ S) ’

ou ;T(c , s) est la fonction z&ta partielle de o définie par

g7(0 , S) = ¥ pour Re(s) > 1 ,

. N
z(‘d, T):l,cuﬂ
ou la sommation est prise sur tout idéal entier ¥ de X premier & f , tel que
C'm =T e

En 1937, SIEGEL [17] a montré que, pour tout entier k , k >0 , CT(G , 1 - k)
est rationnel « On peut alors se poser le probi*me de 1'existence de congruences
entre les valeurs de g?(c , 1 = k) analogues aux congruences de Kummer pour les

valeurs aux entiers négatifs de la fonction z&ta de Riemann. On sait que, dans ce

cas, on peut ramener ces congruences au fait que la fonction
. 1-k -k
k> (1 - ¢ ) ¢l-x)(1 - p™)
se prolonge en une fonction d4'lwasawa sur Zp y pour c¢ entier congru & 1 modu-
lo p [i2].

Dans le cas d'un corps de nombres totalement réel quelconque, les premiers résul-
tats ont été obtenuspar SERRE en 1972 [15]. Cn sait que QT(U , 1 ~k) s'obtient

comue combinaison linéaire de termes constants de formes modulaires de Hilbert,
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dont les coefficients supérieurs sont connus explicitement. En égalant toutes les
variables, on obtient une forme modulaire sur SLZ(Z? dont les coefficients supé-
rieurs sont rationnels. KLINGEN et SIEGEL [11], [18] ont 2lors montré que le terme
constant d'une telle forme modulaire était combinaison linéeire & coefficinets ra-
tionnels d'un nombre fini des coefficients supérieurs, ce qui prouve la rationnali-
téde r.(cy 1 =k) o SERRE a utilisé la méme idées I1 a montré que des propriétés
arithmétiques des coefficients supérieurs se transmettent au coefficient constant.
Aors, il a défini des formes modulaires p-adiques et a obtenu la fonction z8ta
p-adique d'un corps de nombres totalement réel & 1'aide du coefficient constant de

ces formes modulairese.

En 1974, QUEEN [13] a généralisé ces résultats & un niveau quelconque. GCeci lui
permet d'obtenir les fonctions Lp(A , S) , pour tout caractére du groupe de Galois

dtune exvension asélienne réelle finie de ¥ .

Cette méthode ne donne pas 1'évaluation des dénominateurs de L(x , 1 - k)
conjecturée par SERRE [ 14], ni la relation avec 1'élément de Stickelberger montrée
par IVASAWA dans le cas du corps des rationnels. Ceci provient de 1l'utilisation de
formes modulaires a une variable au lieu de plusieurs variables. C'est pourquoi

SERRE a suggéré de définir des formes modvulaires p-adiques de Hilbert.

C'est ce qu'ont fait, en 1975, DELIGNE et RIBET [7]. Ils ont pu démontrer ainsi
des congruences conjecturées par COATES [ 5] qui donnent 1'évaluation des dénomina-
teurs de L(x , 1 - k) et la relation avec le Stickelberger. Leur méthode utilise

beaucoup de résultats de géométrie algébrique.

Ces congruences ont été démontrées en 1974 [6] par JOATES et SINIOTT dans le cas
d'ua corps quadratique réel en utilisant une formule explicite de gr(c , 1 =Xk)
donnée par SIEGEL [19]. Cette formule fait intervenir des produits de valeurs de

polyndmes de Bernoulli sur des rationnels et son étude est assez difficile.

En 1976, SHINTANI [16] a montré une formule explicite pour Q?(c , 1 = k) dans
le cas d'un corps totalement réel quelconque. Il a montré que QT(G , ) était la
some d'un nombre fini de fonctions é1lémentaires dont il donne les valeurs aux en—
tiers négatifs, & 1'aide de formules qui généralisent celles de SIEGEL et qui sont

trés compliquées,

Notre but a été d'exprimer ces valeurs par des formules utilisables en arithméti-

que qui permettent de démontrer aisément les conjectures de COATES. Le théordtme est

le suivant.

THEOREHE 1. - Soit

n

n
1 T, -S
Z(L 9 § 9 S) = anEN L) Zn EI\I ’gl eoe gr l‘\T(L(nl 9 eese nr)) 9
~ r

—~

ou L est une fonction linéaire affine & r variables dont les coefficients sont
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des éléments de K totalement positifs, et les &, sont des racines de 1'unité

différentes de 1 . Alors, pour tout entier k , k 30,

2L, €, - k) = RW(W)(E, 5 «oe s 5,)

ou R(N(L)k)(T1 , wes » T_) est la fraction rationnelle dont la série de Taylor 2

1'origine est

n n
k1 T
ane'_],}]; .'.Z rEN ].\IKL(n g eee g nr)) ll cee Tr .

1. Valeurs aux entiers négatifs des fonctions z8ta partielles.

Soit K un corps totalement réel de degré n sur Q . Soit @ wun idéal entier

de K et U un idéal entier de K , premier & | . Notons
g (c 0 s) = C?(ﬂ—l , S)
Alors,
QT(M"I , 8) = Z@'N©-S , pour Re(s) >1,

ou la sommation est prise sur tous les idéaux entiers & , premiers a % , dans la
""l . r A, rd ’
méme classe que ¥ = . Pour de tels idéaux, on a U= () , o o est un élément

de ¥, totalement positif et congru & 1 mod & .

Définissons A' = {oe ¥, @» 0, o=1 mod §} . Réciproquerent, si Ue = (o),
avec «ae€ A' , ® est un idéal entier de K , premier & [ , dans la classe de
gt . Notons Eﬁ(?) le groupe des unités totalement positives congrues & 1 mod Y.
Alors,

C?(ﬁ'l , 8) = NP ZaeA} modE" (1) wla)

ou la sommation est prise sur un systdme de représentants de A' modulo l'action

nultiplicative de +(T) . On utilisera le théordme suivant dfi & SHINTANI [16].

THEOREME 2. - Il existe un entier J , et pour tout j , 1<3< T, des é1é-

nents de ¥UY , totalement positifs, vjl y eee vjr(j) , tels que tout élément

x de K, totalement positif, s'écrive de fagon unique

r(j . + + :
x=u(Zi=§) q Vi) oo wue B(Y), q;eq, 1357
Soit a€ A' . Alors o« peut s'écrire de fagon unique
r(3) r(3) (3)
o= u(zl U V‘i) = u(Zi=l XVt Zi:l m, vji) ,

ou X €, 0& X <1l et m, € N . Soit

]

J)
(1) Ry (") = {x = g x,€Q, 0gx <1, xe¥, x=1 mod fi .

Alors,
- ulx r(3) o
o = ulz + Zi:l m, vji) avec x € Rj(d) , mye .

Réciprogquement, un tel élément appartient & A' . On peut donc prendre
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= . Zr( j ) ° 19 €
(2) A UlsJSJ rs g {Pmy vy x€ Rj(J) , my €N
comme systéme de représentants de A' mod E+(T) .

LEMME 3,

JsX

gl o) = w3 2, e)
JsX

ou la sommation est prise sur toutes les fonctions linéaires

= r(j) A J

et

2(L. _ ,8)=2 .

-s
N(L. Y .
JsX neN ( J9X(1))

Ces fonctions peuvent 8tre prolongées a tout le plan complexe en des fonctions
méromorphes qui prennent des valeurs rationnelles aux entiers négatifs, mais on ne

peut pas travailler sur elles car elles ont une infinité de pbdles.
Considérons un idéal entier & de K satisfaisant :
¢(i) © est premier, & la différente ® de X ,
(3){ (ii) Pour tout j, 1gJj<J et i, 1gigr(y), (&, (vji)) =1,
(iii) Ck/@ °‘Z/QZ , ou c est le générateur positif de € nZ .

Soit v un élément de &L 071 tel que tr v=1"b/c, avec (b, c) =1, on tr

désigne la trace de K sur Q .

LEME 4. - Soit & satisfaisant (3), alors, pour tout j, 1 j<J, et tout

i, 1gigr(y), exp(om tr(vji v)) est une racine primitive c-idme de 1 .

Définissons

O )

il

o g?(ﬂ‘l &L, s)..gT(a'l ,8) .

LEI4E 5, - gv(mfl , €, 8) = Ei;i ZaeA(exp(zni tr(opv) ) )N()™®

Preuve,

c=1
2 2 (exp(2mi tr(ow))) M) ™ = = ZN(a)™® + (v - 1) 2n(a)™®

X sl
== 2 ) rns I W) .
o€h oEA

ac®
~1 ~1 - s .
On a g?(& & ,s) = NG NG ¥ N(a) S , ou la sommation est prise sur un systé-
me de représentants des €léments totalement positifs de ¥US, congrus & 1 mod {1,
+
modulo E ( ) . Donc

c-1 .
wE 23 (exp(amt tr(ow))) M(a) ™ = - go(a, @) 4wt gt s
p=1l celd

On a donc montré le théoréme suivant.
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4 N
THEOREME 6. - Soit U un idéal entier de K , premier a ¥ ;

vy 139, 15igx(3)]

un ensemble d'éléments satisfaisant le théordme 2, et Rj(ﬂ) défini dans (1).

Soit & wun idéal entier satisfaisant (3). Alors,

Net ™S gT(u“l ) - g?(u'l . 8)

- w2 ZLj,x(exp(Zﬂi tr(vr))) 2Ly o, €, 9)

H=
ou Lj X parcourt l'ensemble des fonctions lincaires
b
_ I'(j) . . S
Lj,x(m) =X + Zﬁ:l m; Vg OB X € Rj(d) ,
pm Mm_ g
. - . » 1 r(J)
Z\L. ) = 2 (L, n))~® Wy cee L. (2
Ly 50 550 9) 5y W, (), o g “3y >jr(3)

mey_r(j)

les gji étant des racines primitives c-idmes de 1 .

Nous utilisons un autre théordme montré par SHINTANI [16].

THEORENE 7. - Soit L(m) = (xl + ml)vl F oeee + (xr + mr)vr , o les v, sont des

éléments totalement positifs de K . Soit

: (1) (2) (n)

. (1)

ou v, est le i-itme conjugué de v. . Alors, pour tout entier k , avec k =0,
) (- l)nk " ? Sn ak(n—l) r exp{u(l - Xj) Mj(t)} a=0
Z(L y &y — k) = nink)! kn i* exp{u i (%)} — 1=
( ; 4 i=1 du at’k j:l J .:j ti =1
t,=0
et
(n-1) s KK x
ki - k *°*° k k ces """‘k .
ot atl ati_l ati+1 atn

Soit ¥ =K(g, t) et ¥[[u]], l'anneau des séries formelles en u & coeffi-

cients dans ¥ , et ¥y , u]] 1'annezu des séries formelles en Yis eees V.0 U

~

k
u @ u
1= g explu} Zk:l Bk(gj) k1 °

a coefficients dans ¥ . On définit Bk(gj) pour 1<jgr, kel , par

PROPOSITION 8. - Il existe une forme ¥[[u]]-lindaire unique

Jg ¢ %0y, s wee s 7, > w1) —>x0(u]]

g€
telle que
. . i i
1 o \ i 1 r
Jg(y ) =38,(8) , o8 ¥y o=y ey,
et

B,(§) =3B, (§) ... B ().

1 T

De plus
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& &
(1) Jg(';'ﬁ‘ £y, W) = % LEl, W
u du

(i) Si D est la dérivation sur X , que l'on prolonge & ¥[[y , ull par
—t— ’ e

i J
D(2 a5 ¥ u )

s 1
> E(aij)y w

alors

Jg(Df(y , u)) DJg(f(y , u))

On peut alors démontrer la proposition suivante [37.

PROPOSITION 9., - Pour tout entier k , k 30,

(v—l) (Z (J + X, ) M, (t)) t, =0
Z(L, €, -k) = IEEEI7FYT [n i=1 atkl% TF . (t) ] z; z é y
ou =1 3] -
ak(n-1) ¥ £ e
e R .

En utilisant le fait que bi , le i-ime nombre de Bernoulli peut s'écrire

b, = lim,__ X Zﬁ_gl n* (limite p-adique),
il est facile de voir que
B (. s _}__Eppt—l i n
J(8) = lim, =52 5 n §

cp
lorsque E est une racine c-idme de 1 . Alors, nous avons la proposition sui-

vante.

PROPOSITION 10. - Soit P(y) un polyndme & r variables. Alors

t t
5 (3(y)) = 1 L yer b 3% -l ¢
g P\ = BBy e g e T et 0= 7m0 n) 5
c P
n n:. nr
o B =E, eee s S les & étant des racines c-iemes de 1 .

On utilise maintenant le lemme bien connu suivant.

IEMME 11. - Soit P wun polynfme & r variables. Alors 2 P(n) ™ est la

série de Taylor & 1l'origine de ia fraction rationnelle rR(P) (7Y

R(P) (1) = 2 ———KL-T{- on (1 - T)k = (1 —Tl)kl el (1 --Tr)kr .
e (L=
k#(0,+..,0)
kl kr kl
Ak:z@ﬁ’"’zzﬁ{ﬁ ...{ r} P(= 4y 5 eee s = 2,) »
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4;-1 k.-l
- >
. )( 1) (Ja 1)§_1_kl,l_e_1_:_£1;1
i
{£i}= 1 si k, =0 ,
(O si k. =21 ot 4. =0
— 1 — 1

et /\k=0 si k>degP + 1.

Ces différentes notions sont lides de la fagon suivante.

PROPOSITION 12, — Soit P un polyndme & r variables. Alors

J (P(J)) R(-—— P)(%)

r al‘

P(yl y et yr) = Byl ay2 ses Byr

BJ P(yl 5 *e° I‘rr) 4

On a enfin le théoréme 1 [ 3] annoncé dans 1l'introduction.

THEORBIE 1. - Pour tout entier k , k 20 ,
X
z2(L, £, - k) = rR(W(L))(g) ,

ol R(N(L)k)(T) est la fraction rationnelle dont la série de taylor & l'origine

est

) rIJ(L(m))k ™,

meN

—_—~

2. Propriétés arithmétiques des fonctions z@ta-partielles.

1° Dénominateur de gf(ﬂ~l , 1 - k)

(a) Cas géndral.

PROPOSITION 13, - Soit & un idéal entier de K , satisfaisant (3). Si p est

un nombre premier qui ne divise pas NE& , alors g (J %, -k) est p entier,

pour tout entier k , k =20 .

Preuve,

e ZL emplem wxlpwm)) alL; o B mm) W

HMais
W) - Ky cp
2(L, o0 85 - k) = RON(L; )T)(EY)
et ()
A, (x
R(N(L, X)k)(zg‘;) = 2 — .
Jr ieN (1 - gM?

i#(0,...,0)
Puisque p ne divise pas c , et les €.. sont des racines de 1'unité, alors
i

ll - gjilp =1, pour tout 1< j<gJ et 11K r(j) . On a alors a examiner
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-k zél yir i1 ir ( k ..~k
Y — - < .
xi(k) Nu = 4=0 2, :o{z }'"{z } N(Lj,x L)) N
r 1 r
i1 ir
"D'apres le lemme 13, {z }°"{£ 1} est entier. De plus Lj X(- L) € 4, et donc
1 T ’

k =k
N L. - N‘J Z L)
(J,x( 4)) e

Soit uh(M) le plus grand entier m tel que G(M(ph)/M) ait un exposant divi-
sant n , ou Mo est le groupe des racines m-iémes de 1 . la proposition 13 nous

donne le résultat suivant.

THEORENE 14. - Pour toute extension abélienne réelle finie M de K , et pour

tout o € G(u/K) , “ﬁ+1(h) gM(o , - m) est un entier.

(v) Cas particulier p= 2 .

Dans le cas p = 2 , DELIGNE et RIBET [7] obtiennent des résultats plus précis.
Excluons le cas trivial ou il existe une unité congrue & 1 mod | de norme néga-

tive_(dans ce cas pour tout entier impair k , QT(ﬂ , 1-%) =0, [187).

Ils montrent que

(4) fkell, k>0, gv(ﬂ-l,(i,-k)e %52.
(5) si 4 (L) E(T) ‘ Y 21’1—1 , (E’J-l ,c O) c E(T) Z .
i ou -%:zgg GT _— >
\ . B(Y) -1 1 -2
(6) Si f=1 et F(—T) = o ¢ , &, 0) ez, .

Remarquons tout d'abord que, d'aprés [4], on sait qu'il existe un idéal fo tel
que, toute unité congrue & 1 modulo ?O , est totalement positive, dans ce cas

(4) et (5) sont démontrés par la proposition 13.

Wous dirons que le corps K possede la propriété () s'il existe un entier a

tel que toute unité de K , congrue & L mod 28 , Soit totalement positive. Si la
conjecture de LEOPOLDT sur le régulateur 2-adique est vérifide, alors K possede
la propriété (*). Par exemple, le régulateur 2-adique est non nul si ]E/E+| = 2"

et K possdde la propriété (%),

PROPOSITION 15. — 30it K possédant la propriété (*). Pour tout entier k , ¥>0,
(! K1)

B (1)

3i tous les premiers qui divisent (2) divisent Y , alors
B
E ()

Pour cela nous allons démontrer le lemme suivant. Notons U 1le quotient du grou-

, &, -k) € yA

~2‘

Z

ol ~
QT(“‘ 5 > 9 O) € Ly .

pe des wnités de K congrues & 1 modulo | par le sous-groupe des unités
congrues a 1 modulo p, et T le quotient du groupe des unités de K totale-
ment positives congrues & 1 modulo [ par le sous-groupe des unités totalement

positives congrues a 1 mod P .
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LEWME 16, - Si ol ¥ , il existe un nombre fini d'idéaux ﬂi premiers & f{p tels
que

‘iU . S el\s
gfw,s)_ru-l—l ooy 5 0)  Re(s) > 1.

Si p|§ , il existe un entier h , et un rombre fini d'idéaux ﬂi premiers & 1y

tels que

(1 - mp~ )g(m,s).—_—m—Zr,(m.,s), Re(s) > 1 .
o] T
Preuve du lemme, - Considérons sur 1l'ensemble 1 + u‘l la relation d'équivalen-
ce B=B'e=pB-B'eyp.Onnote (1+ Tﬂ_l)/(l + ?pu—l) 1'ensemble quotient.
Soient By s see , By wn systéme d'éléments de 1 + ?ﬂfl représentant les clas-

ses. On peut supposer que les Bi y 1&1igI, sont totalement positifs. Considé-
rons

~S
X:ZBiZ@N@ ,

ou la deuxidme sommation est prlse sur tous les idéaux @ tels que O = (B)(B o,
ou B>0 et Bel+ fp¥ 1(3 ) . On a donc

’

X =2 N(Ei)"s Ny ~® ) Np~S
By B>0
Bel+YUt (B: ) modE" (pf)

ou ici la deuxiéme sommation est prise sur tous les éléments de 1 + ?pﬁ—l(ﬁi)-l
totalement positifs modulo E+(pY) . Donc
X = nu® > N(g)™®

820
Bel+ 74Ut modE (»f)

= IU+| g?(m 9 S) .

D'autre part, 1'injection de E({) dans 1 + Tﬂfl donne par passage au quotient
une injention de U dans (1 + ?ﬂ-l)/(l + Tp%rl) . On considdre sur
(1 + 7o )/(l + ?pﬂ_ ) la relation d‘'équivalence

B

i

B' &> 1l existe ue€ U tel que B = B'u .

Soient ¥ 5 eee 5 Op UN systime de représentants des Bi modulo cette rela-

tim d'équivalence. L

Supposons que plﬁ . Toutes les classes d'équivalence ont |U| éléments et

X=2 2 > NG
%

ueg ¢ ’
ou latroisiéme sommation est prise sur les iddaux € tels que
6= (8)(ay W= (3)(o)u, 0a B>0, 8e1x+ fple)ort,
Donc

X = Za U] 2, v6° = |y Zai gﬁ)((ai)u , 8) .

i

Si pyij. I1 existe une classe qui a un seul élément et toutes les autres ont
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|U] é1éments. Notons al le représentant de la classe 3 un élément.

Z@ N@ + 2 .# ueU Z@

ou @a parcourt l'ensemble des idéaux de la forme

1
= (B)(,)¥ ot B>»0 et Bel~ Twu-l(a )t ,
& 1 1
et @h parcourt l'ensemble des idéaux de la forme
i
= (B)(a, w¥ o B»0 et Bel+ ?pu'l(ozi)’l
i
> NG ° = W)™ n® 2 N(g)™®
s % 1 350
% Bel+fpyt (oz)rl modE" (';p)

(e,)
- SN ()™ z N() ™
P 80
Bel+fy- (o) )/p) -4 modE" (fp)
(¢4
Y NS = mpt|ut| ’51'("‘51"m , 8) .

o 1
Donc (o )
D) - L = l_J__ Yy, .
C,?(d ? S) Np I;Y( U ’ S) |U+I ZO! 7£C¥ (d ) S)
Soit h un entier tel que ph soit un idéal principal. Cette relation montre
qu'il existe un nombre fini d'idéaux ﬁi tels que
-hs |U| o
(1 - Np ) gT(m ’ S) - |U+| Zfini ng(dl ’ S) °

Le lemme est démontré.

Preuve de la proposition 15. - Nous supposons qu'il existe un entier a tel que

toute unité congrue & 1 modulo 2% soit totalement positive. Ecrivons
a ! or
(2%) = p,t eee T
Supposons que Py eee Py divisent &€ et que Pgpi ove Pp 1 divisent pas € .
Soit

% % %t a.-1
G = Prooeee Py Pyt oo P
et
?1 = sz_'.l eeo pI‘
On a
E(Y) E'(1)
- ) o, .
(1 Nph+ ) Cf( , 8) = IETYEZT E+(sz) finie CYPL( s)
On a donc
B -h_s 1]E(%,)

1 T o _E(E) 1

(- mpy 7 eee(L - mp, 7 ) g8, 8) = B (1) Bh(1)] e C71(ui o)
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Pour tout pj s 13

N

r, p. divise € . Donc
J

1
B(1,) || £ |7
= . . . (u- 9 o
g?l(ax, ? RS ' (Y, Pj)‘ finie gflpj i+ o)
Donc
<h .s ~h s E(Y, @ |-t

_ 241 _ T - E(Y) | 1 . (9, , s).

N e | e e K

Mais par définition f, ®= (2*)§ et E(1(2%)) = EF(1(2?)) . Done

-h s

-h S g
(1-}1p2’+‘12’+1)...(1-Nprr) g?(%i, s) = D) | s (%

E+(?) finie T(Ea) i

Soit & un.idéal entier de X , premier & tous les idéaux Ni et vérifiant la

y 8) .

propriété (iii) de (3). Alors, on a montré que, pour tout entier k >0 ,
1
gv(za)(ﬂ; Py (‘S 9 —k) E'Z'Z ™

On en déduit donc que, pour tout entier k >0 ,

E(1)
-~

E (1)

et que, si tous les premiers qui divisent (2) divisent §,

E(1)
B (Y)

Z

gf(u’@::"k)e Lo 0

y/

QT(M,@,O)E ~2.

20 Dénominateur de L(e , 1 - k) .

Soit ¢ wune fonction arbitraire définie sur R? 34 valeurs dans ZQ o On défi-~

nit
L(e , 8) = 2 (%) Ny~ ,

ol la sommation est prise sur tous les idéaux entiers de K , premiers 3 § . Si €

est un idéal entier de K premier & 2V et vérifiant (iii) de (3), notons
(e, €, s)=L(e, s) - Ng L(qs , 8)

ou ¢. est la fonction
(o4

I? —_ §2
¥ — e(UB)
Puisque L(e , € , s) peut s'exprimer comme combinaison linéaire & coefficients

dans EQ de fonctions z&ta partielles, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 17. — Soit K satisfaisant la proposition (#). Pour tout entier k ,
k>0,

E(Y)
E ()

Si tous les premiers qui divisent (2) divisent § ,

Z

(e, €, -k) € Z, -
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B(1)
E (1)
On dit que € est une fonction impaire, si, pour tout élément o« congru a 1

modulo ¥ ,

e, &, 0)e Z,

~2

e((a)¥) = sgn(N(a)) ()

(ceci a bien un sens car il n'y a pas d'unité de norme négative, congrue & 1 mod P

De méme ¢ est une fonction paire, si, pour tout élément « congru & 1 modulo {,

e(()¥) = e(w) .

COROLLAIRE 18, - Soit K satisfaisant la proposition (¥*).

(i) Soit € wune fonction impaire (resp. paire) ; alors, pour tout entier k im-

pair (resp. pair), k > 1,

(e, &, 1-k)e2ng_2.
(i1) 5i ¢ est impair, et si les premiers qui divisent (2) divisent § , alors

L(e,(s:,o)ezngz.

Preuve. — D'aprés [18], on a

Col¥, 1 -%) = Jk(l\}ok) Zblx 7)) gy

b = %‘f y I = ((2111)'k r(x))™ dk'(l/z) gkt

’

et la sommation est prise sur un systéme complet des éléments de
modulo ET(}) .

%» non associés

Soit o un élément de X congru & 1 mod §
l;?((oz)ﬁl y 1 =k) =J, N((oz))k No© Z(oz)’olh 1tr(>‘) w(L) ¥

ol la sommation est prise sur un systéme complet des éléments de (¢)p non asso-
ciés modulo E () . On a donc

Gp((@¥, 1 - k) = (3ga(e)" gq8, 1 - %) .
Donc, si € et k sont de méme parité
e(() %) g?((a)@i', 1 -k) = e(8) g?(u , 1 -k) .

On en déduit le corollaire 18,

COROLLAIRE 19. - Soit K vérifiant la propriété (%)

(i) Pour tout entier k, k>1,

9 () g (1 -x) e of zZ, -

(ii) Soit un caractere du groupe de Galois de M sur K . Pour tout entier
s 3% === .

k, k>1, k de méme parité que ¥ ,

n
mk(m) L(x , L - k) € 2 Z, -
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Ce résultat a été démontré dans le cas abélien dans [8].

3° Interpolations p-adiques.

Notons F 1'algébre des fonctions définies sur zp 3 valeurs dans un annreau
o c g@ , et Ul le sous-groupe de ,g; qui consiste en les éléments u tels que
w=1 modp,si p#2 (resp. u=1 md4 ,si p=2).51 ue U, , on note
£, la fonction s—> W . Les £, (ue Ul) cngendrent un sous-O-module L de
F . Soit L 1la fermeture de L dans F pour la topologie de la convergence uni-

forme. Les é1léments de L sont appelés fonctions 4'Iwasawa.

PROPOSITION 20. ~ Soit | un idéal entier de K tel que f nZ soit divisible

par pZ si p est impair (resp. fn 2 divisible par 4Z , si p est Bair).

Alors, il existe une fonction d'Iwasawa unique Zp(Lj % ? g , s) telle que, pour
?

tout entier k , avec k 20 ,

Zp(Lj,x , B, k) = z(Lj,X y €, -k) .
Preuve.
- A, (k)
2(Ly 0 8 - k) = e oot
i#(0,+..,0)
et

(1 ) Zil Zir il iI‘ ( ( N
N =27 . 3r=°{”1}"°{zr} w(, (- ) .

N(Lj’x(— 3)) =1 mod p, si p impair (resp. N(Lj,x(— 2)) =1 mod 4 si p
pair), donc s =3 N(Lj,x(— 2))° est une fonction exponentielle, On définit
A (8) = 51 . 5T {11}...{1r} N(L, (- 2))® .

i Ll=0 £r=0 Zl Lr Jyx

C'est une combinaison linéaire a coefficients entiers de fu y &Vvec u € Ul « On

peut montrer que

i +i +ooa+i -1
172 r 1
s el

ou ry est le nombre de im différents de O . Donc
z (L., _,€E,s)= 2 __ﬁéiﬁlq
p J’X ie—l}]-r (1 _ g)l
i#(0,+..,0)
limite uniforme de combingisons linéaires finies & coefficients entiers de fonc+

vions exponentielles : c'est donc une fonction d'Iwasawa.

Soit M une extension abélienne de X et x € % . Soit © 1le caractéere de

Teichnmiiller défini sur Zp par
n

6(x) = 1im__ x° (limite p-adique),

et @ 1le caractére défini sur les idéaux entiers de X par

8(¥) = e(m(w)) .
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® est un caractére d'ordre 6 = [K(pp)/K] . Puisque

NE

(x(%) (gray) " - DLk, 9)

peut s'exprimer comme une somme finie de Z(Lj _ £, s), ona le théoréme sui-
§

vant.

THEOREME 20. - Il existe une fonction Lp(x , 8) telle que

(i) pour tout entier k , k >0,

Lp(x , 1 -Xk) = L(x&8¥ , 1-%),

(11) s —> (x(6)(ns/6(6))1™® - 1L (x , &) est wne fonction d'Ivesewe.
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