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FONCTIONS L p-ADIQUES DES CORPS DE NOMBRES TOTALEMENT RÉELS

par Pierrette CASSOU-NOGUES

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n° 33, 15 p. 13 mars 1978

Soit K un corps de nombres totalement réel, et Il une extension abélienne réel-

le finie de K, de conducteur ~ sur K. Soit K- l’ensemble des éléments c~

de K , totalement positifs et congrus à 1 modulo  (c’est-à-dire tels que
1) > v ( ~~ 9 pour tout premier p qui divise ~ , y v P désignant la valua~.

tion p-adique telle que 1 ). Notons IT le groupe des idéaux fraction-

naires de K , premiers à [ et P le sous-groupe des idéaux principaux engen-
drés par les éléments de K . Rf = est le groupe des classes de rayon

modulo y. On sait que l’ application d’Artin

induit un homomorphisme surjectif de R sixr 

Soit X l’ensemble des caractères primitifs associés aux caractères de 

Pour X on définit

où la sommation est prise sur tous les idéaux entiers de K, premiers à  , et

N~i désigne la norme absolue de On a

1 s) est la fonction zêta partielle de 03C3 définie par

où la sommation est prise sur tout idéal entier U de K premier tel que

En 1937, SIEGEL [17] a montré que, pour tout entier k, 9 k > 0 , ~T(03C3 , 1 - k)
est rationnel . On peut alors se poser le problème de l’ existence de congruences
entre les valeurs k) analogues aux congruences de Kummer pour les
valeurs aux entiers négatifs de la fonction zêta de Riemann. On sait que, dans ce

cas, on peut ramener ces congruences au fait que la fonction



dont les coefficients supérieurs sont connus explicitement. En égalait toutes les

variables, on obtient une forme modulaire sur SL~(Z) dont les coefficients supé-
rieurs sont rationnels. KLINGEN et ont alors montré que le terme

constant d’une telle forme modulaire était combinaison linéaire à coefficinets ra-

tionnels d’un nombre fini des coefficients supérieurs, ce qui prouve la rationnali-

té de t. (03C3 , 1 - k) . SERRE a utilisé la, même. idée. Il a montré q,ae des propriétés

arithmétiques des coefficients supérieurs se transmettent au coefficient constant.

Alors, il a défini des formes modulaires p-adiques et a obtenu la fonction zêta

p-adique d’un corps de nombres totalement réel à l’aide du coefficient constant de

ces formes modulaires.

En 1974, a généralisé ces résultats à un niveau quelconque. Ceci lui

permet d’obtenir les fonctions L p (~ ! s) , pour tout caractère du groupe de Galois
d’une apélienne réelle finie 

Cette méthode ne donne pas l’ évaluation des dénominateurs de 1 - k)
conjecturée par SERRE ~I4~, ni la relation avec l’élément de Stickelberger montrée
par dans le cas du corps des rationnels. Ceci provient de l’utilisation de

formes modulaires à une variable au lieu de plusieurs variables. C’est pourquoi
SERRE a suggéré de définir des formes modulaires p-adiques de Hilbert.

C’ e st ce qu’ont fait, en 1975, DELIGNE et RIBET [7]. Ils ont pu démontrer ainsi
des congruences conjecturées par COATES ~ 5~ qui donnent ltévaluation des dénomina-
teurs de L(X , 1 - k) et la relation avec le Stickelberger. Leur méthode utilise

beaucoup de résultats de géométrie algébrique.

Ces congruences ont été démontrées en 1974 [6] par COATES et SINNOTT dans le cas

corps quadratique réel en utilisant une formule explicite 1 - k)
donnée par SIEGEL [19]. Cette formule fait intervenir des produits de valeurs de
polynômes de Bernoulli sur des rationnels et son étude est assez difficile.

En 1976, SHINTANI [16] a montré une formule explicite 1 - k) dans

le cas d’un corps totalement réel quelconque. Il a montré s) était la

somme d’un nombre fini de fonctions élémentaires dont il donne les valeurs aux en-

tiers négatifs, à l’aide de formules qui généralisent celles de SIEGEL et qui sont
très compliquées.

Notre but a été d’exprimer ces valeurs par des formules utilisables en arithméti-

que qui permettent de démontrer aisément les conjectures de Le théorème est

le suivant.

THEOREME 1. - Soit

où L est une fonction linéaire affine à r variables dont les coefficients sont



des éléments de K totalement positifs, et les 03BEi sont des racines de l’unité

différentes de 1 . Alors, pour tout entier k , k  0 ,

où ... , Tr) est la fraction rationnelle dont la série de Taylor à
...- 1 r

l’origine est

1. Valeurs aux entiers négatifs des fo ctio s zêta p artielles.

Soit K un corps totalenent réel de degré n sur Q . Soit U un idéal entier

de K et U un idéal. entier de K , premier à T . Notons

où la sommation est prise sur tous les idéaux entiers ~ , premiers dans la

même classe que ~ 1 . Pour de tels idéaux, on a ~~ _ ( ~~ , où a est un élément

de U , totalement positif et congru à .1 

Définis sons A’ - a~ 9 0 , c~ = 1 mod S) . Réc iproque~ nt, si ~I~ = ( ~~ ,
avec a E A’ , ~ est un idéal entier de K, y premier dans la classe de

~~’ . Notons E+(Y) le groupe des unités totalement positives congrues à 1 mod ’~.

Alors,

où la sommation est prise sur un système de représentants de A’ modulo l’action

multiplicative de E+() . On utilisera le théorème suivant dû à SHINTANI [16].

THEOREME 2. - Il existe un entier J , et pour tout j, 1 ; j  J , des élé-

ments de totalement positifs, vj1 , ... , vjr(j) , tels que tout élément

x de K y totalement positif, s’ écrive de façon unique

Soit 03B1~ A’ . Alors 03B1 peut s’ écrire de façon unique

Réciproquement, un tel élément appartient à A’ . On peut donc prendre



comme système de représentants de ~.’ mod ~+( ~~ .

3.

où la sommation est prise sur toutes les f onctions linéaires

Ces fonctions peuvent être prolongées à tout le plan complexe en des fonctions

méromorphes qui prennent des valeurs rationnelles aux entiers négatifs, mais on ne

peut pas travailler sur elles car elles ont une infinité de pôles.

Considérons un idéal entier S de K satisfaisant :

r(i) E est premier, à la différente 0 de K,

(3) Pour tout j , 9 et i , (t~ , (v.. ~~ .~ 1 ~
où c est le générateur positif de S n1 .

Soit v un élément tel que tr v = b c y avec (b c) = 1 où tr

désigne la trace de K sur Q .

4. - Soit S satisfaisant ~3~ lors_, pour tout j , 1  j  ~T 9 et tout

i y 1  i  r(j ) , exp(2Ti, tr(v.. 03BD)) est une racine prinitive c-iéme de 1 .

Définissons

LEMME 5. - ~T(U-1 , S , s) = NUs

Preuve.

On à ~ ~~ ~w ~; r ’ s) = N~ ~ N~~~ s , où la sommation est prise sur un systè-
me de représentants des éléments totalement positifs de , congrus à 1 mod T , y
module E+ ~ ~ . Donc

On a donc montré le théorème suivant.



THEOREME 6. - Soit U un idéal entier de K, premier à 1 ;

un ensemble d’éléments satisfaisant le théorème 2, et Ri(U) défini dans (1).
J

Soit ~~ un idéal entier satisfaisant (3) . Alors,

où L. parcourt l’ensemble des f onc tions linéaires

les 03BEji étant des racines primitives c-ièmes de 1 .

Nous utilisons un autre théorème montré par SHINTANI [l6].

Soit L(m) == (x +m)v.+ ... + (x +m )v , où les v. sont des

éléments totalement positifs de K . Soit

_ 
, 

~ ~ j ~ J n ,

où est le conjugué de v .. Alors, poux tout entier k , avec k > 0,
..,.... , -, ...,...r...._

Soit X = K( g , t) et Sl[ [u]] , l’anneau des séries formelles en u à coeffi-

cients dans X , et X[[y , u]] l’azineéàu des séries formelles en y1 , ... , yr, u
à coefficients dans K . 0n définit B (§ .) pour 1 $ j y r , k e ÎI , par

~ ~ 
.- 

-

PROPOSITION 8. - Il existe une forme unique



(ii) Si D est la dérivation que l’ on prolonge à u~~ par

On peut alors démontrer la proposition suivante [3~i.

PROPOSITION 9. - Pour tout entier k , k >, 0 ,

En utilisant le fait que b. , le i-ième nombre de Bernoulli peut s’écrire
1

il est facile de voir que

lorsque S est une racine c-ième de 1 . Alors, nous avons la proposition sui-

vante.

PROPOSITION 10. - Soit p(y) un polynôme à r variables. Alors

On utilise maintenant le lemme bien connu suivant.

LEMME 11. -Soit P un polynôme à r variables. Alors Z est la

série de Taylor à l’ origine de la fraction rationnelle 



Ces différentes notions sont liées de la façon suivante.

PROPOSITION 12. - Soit P un polynôme à r variables. Alors

On a enfin le théorème 1 ~ 3 j annoncé dans l’introduction.

THÉORÈME 1. - Pour tout entier k 9 k  0 ,

où est la fraction rationnelle dont la série de taylor à l’origine

est

2. Propriétés arithmétiques des fonctions zêta-partielles.

i° Dénominateur de ~(U-1 , i -.- k) .

(a) Cas général.

PROPOSITION 13. - Soit G un idéal entier de É , satisfaisant (3) . Si pest

un nombre premier qui ne divise pas alors ~c(U-1 ,  , - k) est-p entier,
’ 

i 
-

pour tout entier k , k 1 0 .

Preuve.

Puisque p ne divise pas c , et sont des racines de l’unité, alors
~i

= 1 , pour toit 1  j ‘ J et 1  i  r(j) . On a alors à examiner



, 

~’ lr . 
- 

’, 

le lemme 13 , {-1lr}...{-rlr} es t entier. De plus Lj 9 x(- l) ~ U , et donc

N (Lj,x(- l)) 
k 

N~-k 
k 

E Z .

Soit cu le plus grand entier m tel que ait un exposant divi-

sant n 9 où m est le groupe des racines m-ièmes de 1 . La proposition 13 nous
m

donne le résultât suivant.

1.4. - Pour toute extension abélienne réelle finie M de K , et our

tout 03C3 E , w m+1(M) ~M (03C3 , - m) e s t un entier.
..,.~...,. ~. 

(b) Cas particulier p = 2 .

Dans le cas p -- 2 9 DELIGNE et RIDEi [7] obtiennent des résultats plus précis.

Excluons le cas trivial où il existe une uni té congrue à 1 mod  de norme néga-

tive (dans ce cas pour tout entier impair k , ~ ~~ , ~ - k~ - G , [18J).
Ils montrent que

Remarquons tout d’abord que 9 d’ après ~4~9 on sait qu’il existe un idéal 1 tel

que, toute unité congrue à 1 module ? ? est totalement positive, dans ce cas

(4) et (5) sont démontrés par la proposition 13.

Nous dirons que le corps K possède la propriété (*) s’il existe un entier a

tel que toute unité de I~ , congrue à 1 mod 2a , soit totalement positive. Si la

conjecture de LEOPOLDT sur le régulateur 2-adique est vérifiée, alors K possède

la propriété (*) . Par exemple, le régulateur 2-adique est non nul si 2n

et K possède la propriété (x~.

PROPOSITION 15. - Soit K possédant la propriété (’~ ~ . Pour tout entier k , K > 0,

Si tous les premiers qui divisent (2) divisent f , alors

Pour cela nous allons démontrer le lemme suivant. Notons U le quotient du grou-

pe des unités de K congrues à 1 modulo  par le sous-groupe des unités

congrues à 1 modulo p 9 et U~ le quotient du groupe des unités de K totale-

ment positives congrues à 1 module f par le sous-groupe des unités totalement

positives congrues à 1 mod p.



16. - Si il existe un nombre fini d’idéaux ~. premiers à ~~ tels

que

y il existe un entier h~ 9 et un nombre f ini d’idéaux ~. 1 premiers à tp
tels que

Preuve du lemme. - Considérons sur l’ensemble 1 + M" la relation d’équivalen-
ce j3 == p’ ~====~ - P’ e p . On note (l + %~)/(l + l’ensemble quotient.
Soient ... , p- un système d’éléments de 1 + représentant les clas-

ses. On peut supposer que les 03B2i , 1  i  I , sont totalement positifs. Considé-

rons

où la deuxième sommation est prise sur tous les idéaux @ tels que @== 

où et p ~ 1+ )"~ . On a donc

où ici la deuxième sommation est prise sur tous les éléments de 1 + 03B3pU-1(03B2i)-1.
totalement positif s modulo E+(p03B3) . Donc

~’ autre part, l’injection de dans 1 + donne par passage au quotient
une injection de U dans (1 + ’~~ ~’ (1 + fp~f ) . On considère sur
(1 + + la relation d’équivalence

Soient a , 1 ... , 9 03B1I1 
un système de représentants des modulo cette rela-

tim d’équivalence. 
1

Supposons que p) ï~ . Toutes les classes d’équivalence ont lui éléments et

_ ~

où la troisième sommation est prise sur les idéaux C~ tels que

Donc

Si Il existe une classe qui a un seul élément et toutes les autres ont



éléments. Notons a 1 le représentant de la classe à un élément.

J. ~-

où @ 
~. 

parcourt l’ensemble des idéaux de la forme

et G
a. 

parcourt l’ ensemble des idéaux de la forme
I 

~ v i ,

Soit h ’un entier tel que p soit un idéal principal. Cette relation montre
qu’il existe un nombre fini d’idéaux U. tels que

Le lemme est démontré. 
’

Preuve de la proposition 15. - Nous supposons gu’ïl existe un entier a tel que

toute unité congrue à 1 modulo 2a soit totalement positive. Ecrivons

Supposons que ~1 ... ~ et ... ~r ne divisent pas
Soit



Pour divise (il . Donc

Mais par définition ~1 d = (2a)T et E(~’(2a)) = E+(~‘{2a)~ . Donc

Soit ~ un.idéal entier de premier à tous les idéaux ~ïl et vérifiant la

propriété (iii) de (3). Alors, on a montré que, pour tout entier k >, 0 ~

On en déduit donc que, pour tout entier k > 0 ,

et que, si tous les premiers qui divisent (2) divisent

2° Dénominateur de 1-k) . 

Soit e une fonction arbitraire définie sur Ry à valeurs dans Z~ . On défi-
nit

où la sommation est prise sur tous les idéaux entiers de K , premiers Si

est un idéal entier de K premier à 2~ et vérifiant (iii) de (3), notons

où ~~ e s t la fonction

Puisque L~ E , ~ , s) peut s’ exprimer comme combinaison linéaire à coefficients

dans Z2 de fonctions zêta partielles, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 17. -Soit K satisfaisant la proposition ~#~. Pour tout entier k,
k > 0 .

, , , , 1

Si tous les premiers qui divisent (2) divisent. f ,



On dit que E est une f onction impaire, si, pour tout élément c~ congru à 1

modulo

(ceci a bien un sens car il n’y a pas d’unité de norme négative, congrue à 1 mod ?).

De même e est une fonction paire, si, pour tout élément a congru à 1 modulo 03B3,

COROLLAIRE 18. - Soit K satisfaisant la proposition (*).

(i) Soit e une fonction impaire (resp. paire) ; alors, pour tout entier k im-

pair ( resp. pair), k > 1 ,

(ii) Si ~ est impair, et si les premiers ui divisent (2) divisent 03B3 , alors

L( E 9 C~ , 0) E 2n Z .
Preuve. - on a

et la sommation est prise sur un système complet des éléments de b non associés

modulo E~ ~ ~‘ ) .

Soit a un élément de K congru à 1 mod 03B3

où la sommation est prise sur un système complet des éléments de non asso.

ciés modulo E+ ~ ~ ~ . On a donc

Donc, si E et k sont de même parité

On en déduit le corollaire 18.

COROLLAIRE 19. - Soit K vérifiant la propriété (=»~

(i) Pour tout entier k, k > 1 ,

(ii) Soit x un caractère du groupe de Galois de M sur K , Pour tout entier

k, k > ~ , k de même parité que x , . 

.



Ce résultat a été démontré dans le cas abélien dans [ 8].

3~ Interpolations p-adiques.

Notons F l’algèbre des fonctions définies sur Z à valeurs dans un anneau

o c C , et U le sous-groupe de Z*p qui consiste en les éléments u tels que

u = 1 mod p , si p ~ 2 (resp. u = 1 mcd 4 , sà. p = 2 ). Si ue Ul ’ on note
f la fonction s us . Les f (u E U ) engendrent un sous-0-module L de
u u i

F . Soit L la fermeture de L dans F pour la topologie de la convergence uni-

forme. Les éléments de L sont appelés fonctions d’Iwasawa.

PROPOSITION 20. - Soit ? un idéal entier de K tel que f n Z soit divisible

par pZ si p est impair (resp. divisible par 42 , si p est 

Alors il existe une fonction d’ Iwasawa unique Z (L . , ~ , s) telle que, pour

tout entier k, avec k > 0 ,

( - ~~ ~ - 1 mod p , si p impair (resp. ( - ;~~ ~ -- 1 mod4- si p

pair), donc s ~ N(L (- l))s est une fonction exponentielle. On définit
~9~

C’est une combinaison linéaire à coefficients entiers de avec u E 

peut montrer que

où r 
1 

est le nombre de im différents de 0 . Donc

.i.f ~...’ ~ ~ .’

limite uniforme de combinaisons linéaires finies à coefîicients entiers de fonc~.

%ions exponEn tielles : c’est donc une fonction 

Soit iv1 une extension abélienne de K et X Soit 8 le caractère de

Teichmüller défini sur Z par
p

et @ le caractère défini sur les idéaux entiers de K par



@ est un caractère d’ordre à = [K(ij_)/K] . Puisque

peut s’exprimer comme une somme finie de , ~ , s) , on a le théorème sui-

vant.

THÉORÈME 20 , - Il existe une fonction L p(~ , s) telle ue

~ i~ pour tout entier k, k > 0 ,

(ii) s ~ (~(C/0398(C))1-s - l)L (x , s) est une fonction d’Iwasawa.
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