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SUR LE SPECTRE DE LAGRANGE D’UN ENSEMBLE DE NOMBRES RÉELS

par Michel MENDÈS FRANCE

Séminaire DELANGE-PISOT-PCITOU
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n° 30, 5 p.

Résumé. - La constant.e de Lagrange L( g) d’un nombre réel ~ est définie par

__

où (i...~~ désigne la distance sur le tore. Nous étudions ici le spectre de 

pour certains S (sous-corps de R , corps de nombres quadratiques).

1. Les résultats.

Tous les résultats exposés ci-dessous font essentiellement partie d’un article à

paraître, écrit conjointement avec T. CUSICK [6], complète par une récente étude de

Henri COHEN non encore publiée.

Soit S un nombre irrationnel. La constante de Lagrange L(§) est la borne su-

périeure précise des nombres c tels que l’inégalité

admette une infinité de solutions en nombres entiers a , q . Les résultats sui-

vants sont bien connus :

(i) L(~) ~~T

(ii) = lim 

(iii) Si c~ ~ ...~ représente la fraction continue alors

L(~) == lim c , ...] + [0 , c , ...]) ~

on convient de poser = + co .

Soit Le spectre de Lagrange de S est l’ensemble

Remarque. - Certains lecteurs pourraient être tentés de remplacer le nom de "La-

grange" par celui de "Markov". D’après CUSICK, KINNEY, PITCHER([5], [9],
d’autres, la constante de Markov de Ç serait

Il existe bien entendu, une relation entre les spectres de Lagrange et Markov (voir
par exemple C 5~~ .

Nous établissons ici les théorèmes suivants.

THEOREME 1. - Supposons que Alors



, ,

THEOREME 2. - Soit d > 2 un entier sans facteur carré, Il existe un ensemble

A(d) de nombres rationnels tel que

Dans ~6~~ nous posions la question de savoir si A(d) est fini ou’ non. Dernière-

ment, Henri COHEN a résolu le problème pour d = 5 , A(5) est infini. Le point de

départ de sa solution consiste à observer que, pour q entier impair, on a

Donc, en particulier,

H. COHEN caractérise alors les nombres premiers p qui tombent dans l’ensemble,
et montre que, parmi eux, se trouvent les nombres premiers réprésentés par certai

formes quadratiques définies positives. Le théorème 3e Tchebotareff [EBOTAREV] per-
met alors de conclure que la famille des nombres premiers p E 2B( 5~ est infinie

(et même possède une densité inférieure strictement positive). 2B(5) contient

tous les nombres premiers représentés par l’une ou l’autre des deux formes
2X2 + xy + 17Y~ ~ 4X2 + 3XY + 9Y2 et qui ne sont pas divisibles 

THEOREME 3. - Soit d > 2 un entier sans facteur carré. Soit l’ anneau

des entiers du corps On a

2. Preuve du théorème 1.

Grâce aux diverses définitions équivalentes de la constante de Lagrange, on éta-

. 
blit aisément le lemme suivant.

1.

(i) Si a, b , c , d sont quatre entiers tels que ad - bc = ± 1 , alors

est entier, alors

(iii)j3j_ d et d sont deux entiers positifs, et a un entier arbitraire,
alors

LEMME 2. - Soient g un nombre réel, et n > 1 un nombre entier. Il existe deux



diviseurs d et de n , et un entier a E 1 , ... , 
"" "~--~ j~ 2014- ~ j~ ’-’""’ """~~"’~~~"-’~ -" j.
tels que

Preuve. - Ce résultat est pratiquement établi dans ~~~ lorsque n = p est pre.-

mier. Il suffit d’y changer 8 en 1 - 03BE et de partir de l’inégalité
Q I* 

P g .

plutôt que de

L’extension du résultat, au cas où n est composé, se fait sans peine grâce à

une récurrence sur la factorisation de n en facteurs premiers. Le détail de la

démonstration est reproduit dans notre article [6].

COROLLAIRE. - Pour tout nombre réel ~ , et tout entier n ; 1 ,

où le maximum est étendu à tous les diviseurs d~ et et à tous

les entiers a.

Le théorème 1 s’ensuit trivialement.

3. Preuve des théorèmes 2 et 3.

Soit ~ ~ J~(~) un nombre quadratique réel irrationnel. Son développement en

fraction continue est périodique à partir d’un certain rang

(la barre désigne la période et signifie que le mot a , ... , a doit être 
1 s

té indéfiniment). La constante de Lagrange s’écrit donc

Sans perte de généralité, on peut écrire

Soit a la valeur de [al’ ... , a] . Alors a = où a, b , c

sont entiers, premiers entre eux dans leur ensemble. Diaprés un théorème classique
de GALOIS [8], nous avons

de sorte que

Cette égalité, jointe au théorème 1 établit le théorème 2.



3. - Soit d >, 2 un entier sans facteur carré.

(i) Soient a p Tout nombre équiva lent à a + b,/d* admet une représenta-
tion de la forme

(ii) Si d = 1 ( mod 4 ~ , t out nombre équivalent à (a = a = b = ~ (mod2)
admet une représentation de la forme (a’ + b~~~2c’ , a, c’ E Z .

La preuve est élémentaire, elle est laissée au soin du lecteur (voir [ 6]) .

Soit Supposons d = 2 ou 3 (mod 4) . Alors

S = a + a , b E Z . Soit a. ~ a , y ... , a la période du développement de

~ . 2

On pose

On sait que L(03BE) = max (03B1i - 03B1*i) , et que a. est équivalent à 03BE . D’ après
1 i i

le lemme préc édent, nous avons

Mais, de toute évidence, min1is |ci| = 1 puisque le "dénominateur" de § est

1 . Donc L(a + Cela établit la seconde partie du théorème 3. La pre-

mière partie s’établit de même.
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NOTE [ajoutée à la correction des épreuves] . - Tout récemment, Steve WILSON a
montré que A(d) est infini pour tout d :


