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s
RESIDUS DE PUISSANCES
par Dominique BERNARDI

[Université Paris-Sud, Orsay ]

Introduction.

Dans ses Recherches arithmétiques, GAUSS démontre que 2 est un résidu cubique

modulo un nombre premier de la forme 3 n + 1 si, et seulement si, ce nombre pre-
mier est réprésenté sur Z par la forme quadratique X2 + 27 72 . Par la suite, de
nombreux auteurs se sont penchés sur le probléme de caractériser, par 1'existence
de solutions de certeins systémes diophantisns guadratiques, les nombres premiers
p de la forme 4n + 1 , modulo lesquels, ¢ est un résidu de puissance f-iéme,
ot g est un nombre entier et ¢ un nombre premier fixds. JACOBI [3] a compléete-
ment traité le cas 4 =3, q premier, E., LEWMIER a donné de tels criteéres pour
4=5, q=2,3 (cf. [4]) et LEONARD et WILLIAMS pour £=7, q=2, 3, 5 ,
7T,et £=11, q=2 (cf. [5] et [7]). Ces résultats sont obtenus au coup par

coup, et nucessitent de nombreux calculs.

Le résultat principal de ce travail est gque do telles caractérisations existent
toujours pour £ £ 19 , c'est-&-dire quand 1'anneau zigzj est principal, et q
guelcongue et non nécessairement prcmier, avec la restriction £Yq . Un retrouve
par cette méthode les résultats précédents (sauf g =q =3, 7 ) et quelques au-
tres. Toutefols les critéres obtenus, s'ils permettent toujours 1'établissement
d'algorithmes numérinques, deviennent rapidement tres lourds quand £ ou q aug-

mente.

Dans une premiére partie, on expose la méthode qui repose essentiellement sur le
maniement des symboles de reste de puissance g-iéme et la loi générale de récipro-
cité relative & ces symboles. Dans la seconde, on traite explicitement les cas déja
connus relevant de cette méthode et les cas nouveaux suivants : 4 =3, g =10,

J&'—"S, q:6,et ,@:13,(1:2.

1. Traitement du cas général.

(2) Wotations. - Dans tout ce qui suit, 4 est un nombre premier impair tel que
le nombre de classes d'idéaux de ’g(gz) soit égal & 1 , c'est-a-dire =3, 5,

7, 11, 13, 17 ou 19 (cf. [2]). On désigne par :
K =_g(g£) le corps des racines f-iimes de 1l'unité,
G le groupe de Galois de 1l'extension K/g , identifié & (é/&é)* ’
A= Z£QL] l'anneau des entiers de K ,

A=1- gz un générateur de l'unique idéal premier de A divisant £

~e



28-02
p un nombre premier congru a 1 wuodulo £
q un nombre entier premier & p et & 4 .

(b) L'équation 7h = p . - Dans K , p est décomposé en L - 1 facteurs pre-

miers distincts conjusuds deux 2 deux au sens de la coijugzison dans C , 1'équa-

,(4-1)72

tion (p) = ¥¥, od 1l'inconnue % est un iddal de A , a donc solutions.

4]

PROPOSITION 1,

\° verifiant p =

(p) =%¥, ¥ a un unique gdénérateur congru & 1 modulo

Déuonstration. — Soit 5 un diviseur creuier de p dans A, et w un généra-

teur de p . L'iddal ¥ est produit de certains conjugués de p , et le produit
correspondant des conjugués de w , noté u , est un générateur de ¥ et vérifie

wn = NK/Q(uO = p « En réduisant modulo A , on trouve que u est congrv & =+ 1 uo~
dulo A . Les 24 racines de 1'unité contenues dans X parcourent les 24 clas-
ses modulo A2 congrues & * 1 modulo A . En divisant » par celle qui lui est
congrue modulo AZ , on trouve un générateur T de Y tel que T =p , et
congru a 1 modulo Xg . Une autre solution s'écrirait mx , ou x serait une uni-
té de K telle que xX = 1 , c'est-3-dire une racine de 1'unité, congrue & 1 mo-
dulo AZ , ce qui entraine x =1,

Si meintenant H désigne 1l'ordre Z + AZ A de XK, pour T tel que mi=p,

il est équivalent de dire que ™ est dans H , ou que ™ est congru & = 1 modu-
lo hz . D'aprés ce qui pricdde, l'équation TN = p a cxactement 2(’()'4-1)/2 solu-

tions dans H .

(c) Le symbole de reste de puissance g-idme. — Lc groupe { 1} x G agit sur

1'ensemble dessolutions dans H de 1'équation ™M = p . On notera § un systime
de représentants des orbites de cette action. 31 o appartient &8 G, on a
G(q/iﬂ)z = (q/cn)z « Si ™ appartient & une orbite dégénérée, c'est-idire dont le
nombre d'¢léments est strictement inférieur & 2(g - 1) , il existe oce ¢, o # 1,
tel que C(q/ﬂ)z - (q/cﬂ)ﬁ = (q/ﬂ)z . Donc (q/n)z étant une racine j-ilme de

1'unité est nécésssirement 4gal 2 1 .

On notera &' wun systéme de représentants des orbites non dégénérdes.

PROPOSITION 2. - Pour gque q soit un résidu de puissance (¢-iéme modulo p , il

il

1.

faut et il suffit que, pour tout m dans §' , on ait (q/m),

Démonstration. - Si q = Xz +kp, ona (Q/n)z = (X/n)% =1.

1

I

Inversement, si, pour tout m dans &', on 2 (q/n)p les remarques précé-
v

b
dentes montrent que, pour tout idéal U de A tel que W= (p) , on a (q/ﬂ)z= 1.
Soit ¥ un tel idéal, vérifiant »|¥ , et B = &.S.p-l. Alors B est une autre

solution et l'on a :

l=(—%)=(%)=——-:(%)=(%)=(%),donc (), =1.
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Or A/p est isomorphe 2 Z/gg , donc 1'égalité (q/p)z = 1 entrafne que q est

une puissance f-icwme modulo p ou encore modulo p .

PROPOSITION 3. - Si m est un élément de H <tel que TT=7p, on a

R L2
Dénonstration. - On peut supposer ™ congru & 1 usdulo A~ . Comme ™ et ¢

sont prewiers entre eux, on a i

@, - @, M, q),

T
ou v parcourt les places archimédiennes et les diviseurs de 4 . Comue K n'a

pas de nlongement réel, lessymboles de Tilbert relatifs aux places archimédiennes
f=1
valent toujours 1 . Le seul diviseur premier de 2 est A , et ona g congru

& 1 modulo ¢ , donc ql—z congru & 1 modulo hz—l . D'ou
.y - 1=y
(m y q>X = (m, ql N)k =1, car me U2 et g Y e UN .

PROPOCITION 4. - Il existe un nombre fini de sous-groupes d'indice fini de A ,

notés H o, ie (1, M), tels que tout élément « de A premier & g appartien-

ne & 1'un des Hi y et 3 un seul, et tels que a/q) ne dépende que de cet H .

Démonstration. - Le groupe (g/qg)* est un sous-groupe de (a/qa)* . Soit

(u )16{1

groupe. Posons I, = {xes; 3kez, x= ke, modulo q} . Alors i, estun

y} systime de représentants des classes de (2/qA)* modulo ce sous-

sous~-groupe de A , et 1'inclusion Hi + gqA < Hi montre quo Hi cst de rang maxi-

m&l, donc A'indice fini dans A .

Si x est premier & q , 1'élément x de (A/qA)* est congru & 1l'un des %

et & un seul. Donc x appertient & H; et n'avpartient pas a Hj , pour j #1i .

Enfin
X k %
(a-,@:(?l‘)fz (—q—))z avec k € Z et (k,q):l .
Si ce G, o#1, ona
k sk k k
= (— d —-) ., =1,
On en ddéduit (x/q)o = (ai/q)z
Remarque 1. - Au lieu de g/qg , on aurait pu utiliser n'importe quel sous-anneau

C de 4/qi vérifiant : Vzxe ¢ , (x/q)!7 =1.
Par exemple, si q est un nombre nremier inerte, A/qA est isomorphe a F a1

q
et on pcut prendre C = F (z—i)/Z . Cet exemple se généralise, et nour tout q , on

9

peut prendre = B/qB , ou B = ~[g + gal} est 1l'anneau des entiers du sous-
corps réel maximal de K . Ce procede peruet de réduire le nombre des Hi a consi-

dérer,

-

Remarque 2. - Si mi=p , 7 appartient & 1l'un des hi , et un seul, mais on
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peut &ire slir que le @, correspondant vérifie o ai € z/qg , c& qui permet aussi
A

de réduire le nombre des q & considérer. Toutefois, les deux procédés de réduc-

tion ne peuvent &tre utilisés simultandment.

Remarque 3. - Posons, psur tout i , Li = Hn Hi , €t choisisusons, pour tout i ,
i

-1

{1, by oy oeae b(g_l)/z} une base de l'annesu B défini plus haut. L'éguation

une base du groupe abélien libre Li ’ {a% y ses 5 } . Soit d'autve part

M=p, TE Li , s'derit dans ces bases comue un systéme de (2 - 1)/2 équations

diophantiennes quadratiques, i. e.

t13g

qi(xl s see Xo_l)

i,
5. 0 = szxl poeee s Xy ’
i
90 e
i
0 = Wgo1)/ol®y 2 eee s xyy)
\ =1 i R - s . o
ou =2 X A et ou les Xy 5 eee s Xz-l sont des variables entiéres, les

i . N - .
$. des formes quadratiques & coefficients entiers.

THECREME, - Il existe un nombre fini de systémes quadratiques @i tels que ¢

soit une puissance jg-ieme modulo p si, et seulement si, aucun des @i n'a de so~

lution.

Démonstration. - Considérant les ystimes 9, correspondant aux Hi tels que

(ﬂi/Q)n # 1 , on obtient 1'ensemble cherché. En effet, si 1'un d'cux a une solu-
Y

tion, il existe un élément 1 de H tel que (ﬂ/q)£ = (Qi/q)ﬂ =1 et M =1p,

et réciproquement. Or la proposition 2 établit que ceci est dquivalent au fait que

q n'est pas résidu de puissancc {-idme modulo p .

Remarque 4. - Lo groupe G opeére sur l'ensemble des Hi , et on pveut, dans 1l'uti-~

lisation du théordme précédent, nc retenir qu'un représentant par orbite.

Remarque 5. - Dans les cas 1 = 3 (respectivement 2 = 5 ), les solutions dans
H de 7m =p forment une seule orbite. On peut donc renverser le thdorime précé-
dent, et, en prenant un représentent par orbite des Hi , affirmer qu'il existe une
suite finie de formes (respectivement de svstimes) quadratiques @i ’
ielt, «eo , ¥, N+ 1, ...,H], dont un, et un seul, représente P, les p
représentés par 1'un des N premiers étant ceux modulo lesquels q est wn résidu

cubigue (respectivement de puissance cinquime).

Remarque 6. - Le théoréme précéd.nt permet effectivement de déterminer, en un
nombre fini d'opérations, si q est un résidu de puissance j-idme modulo D .

Plus pricisément on o l& proposition suivante.

PROPOSITION 5. - Si on prend pour B 1la base
- -2 =2 3 -3 2~1)/2 1-2)/2
L, o +g y &7+ C 7 cee Q( )/ + jL( Z)/ }

la presiérc forme intervenant dans chacun des systimes o est définie positive.
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-1
Démonstration. — On peut prendre pour A la base § , § 4 eee 5 & . Alors,

la matrice de la premiere forme a tous ses coefficients nuls cxcepté la diagonale
-formée de 1 , la sur-diagonale et la sous-diagonale formée de - 1/2 . Som mineur
fondanental de rang n vaut 2—n(n + 1) , donc est strictement positif. La forume
sur A est définie positive ; pour tout i , sa restriction qi a Li 1l'est

aussi.

2. Exemples d'applications.

(a) 2:3
Dans ce cas il y a une seule orbite, et les systémes comprennent une seule forme

quadratique de deux variables. L'anneau A a pour base {1, ; }, et le module H

admet la base {1 , 3 , enfin pour m= X+ 37,Y , on a = X2 -3XY +9 Y .
3 3

198i q=2 .- Af2a ~ F, « Seul 1 vérifie (ef2) = 1, les deux autres

restes non nuls fomment une seule orbite sous l'action de G . On peut prendre

@ = 1, o, = §3

1l

0 modulo 2} ,

|

H o= {X+ g7 ¥

Hy = {X+ (75 X

L, et L, admettent respectivement pour base {1 , 6g3} , {2, 3g3} et les

formes quadratiques correspondantes sont respectivement

X2 - 6 XY + 36 Y2 et 4 X -6XT+9 Y.

Il
il

C modulo 2} .

On obtient donc, aprés remplacement deo ces formes par des formes équivalentes, le
résultat suivant : Tout nombre premier congru & 1 modulo 3 est représenté par
1'une des formes X2 + 27T Y et 4 Xz + 2 XY + 7 Y2 , et par une seulement. Ceux
qui sont représentés par la premidre sont ceux modulo lesquels 2 est un résidu

cubique.

208i q=5.- A/5A-= F25 . Ce dernier a 24 éléments inversibles formant 6
classes modulo (2/52)* , parmi losquelles 2 vérifient (o/5) = 1, et les qua-
tre autres forment deux orbites sous 1'action de G . Choisissons un reprdésentant

par orbite, soit :

Alors
H o= {X+ t3 ¥ 3 Y =0 modulo 5},

Hy={X+¢yY; 2X-7Y=0 modulo 5}

= {X + ;3 Y; X

B = {X + QB Y X+ Y

et on trouve de wéme quatre formes

I
(]

modulo 5} ,

]

0 modulo 5} ,

9, = X° + XY + 169 Y7,
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v, = 13 X2 4 X+ 13 72 ,
o3 = 9 X2+ 307+ 19 ¥°,
9y = 7 X%+ 5 XY + 25 Y2 ’

Tout nombre premier congru & 1 modulo 3 est donc représenté par une, et une
seule, des quatre formes précédentes. Ceux qui sont représentés par 1'une des deux

premi®res sont ceux modulo lesquels 5 est un résidu cubique.

3081 qg=7.- A/7A ==F7 x F7 . Cet anneau a 36 éléments inversibles répare

tis en six classes modulo (g/Zg)* , formant & nouveau guatre orbites, dont deux

1
@ =1-3 QB , d'ol quatre nouvelles formes :

telles que (a/7) = 1 . On peut prendre o, =1 , o = 1+ 2 ;B , ab = QB ,

4
0 = X2 + XY + 331 Y2 ,

®, = 19 X+ 11 XY + 19 T2,

(_p3:9X2+3KY+37Y2,

g, = 13 X2+ 9 XY + 27 Y2 .

Tout nombre premier congru & 1 modulo 3 est représenté par une et une seule
des quatre formes précédentes. Ceux qui sont représentés var 1'une des deux premié-

res sont ceux modulo lesquels 7 est un résidu cubique.

De manidre générale, si q est un nombre premier différent de 3, il existe
2(q - L)/3 (ou Z(q + l)/3 selon lequel de ces deux nombres est entier) formes
quadratique teclles gque tout nombre premier p congru & 1 modulo 3 soit repré-
senté par exactement 1l'une d'entre elles, la moitié de celles-ci représentant les

p modulo lesquels gq est un résidu cubique.

4° 8i q =10 . - A/10A ~F, x T Cet anneau a 72 4léments inversibles ré-

25 °
partis en 18 classes modulo (Z/lQQ)* , formant dix orbites, dont quatre vérifient

(¢/10) = 1 . Les formes correspondantes sont :

9, = X0+ 675 ¥° 9, = 25 K + 21 ¥
@ =9 X246 XY + 76 ¥° G =21 X + 18 XY + 28 ¥°
@5 =13 X2 + 2 XY + 52 Y2 9 = 25 X2 + 20 XY + 31 Y2
@ = 4 X2 + 2 XY + 169 Y2 g = 19 X2 + 6 XY + 36 Y2
9, =28 X+ 10 XY + 35 ¥ G = T X0 + 4 XY + 97 ¥
Tout nombre premnier congru a 1 modulo 3 est représenté par une de ces dix

formes, et une seule. Ceux qui sont représentés par 1l'une des quatre premieres for-
mes, sont ceux, modulo lesquels, 10 est un résidu cubique. Ceux qui sont repré-
sentés par 1l'une des deux premiéres formes sont ceux, nodulo lesquels, 2 et 5

sont des résidus cubiques.
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(b) 2=5.

Dans ce cas encore, il y a une seule orbite, mais les systéues couprennent deux
formes quadratiques de quatre variables. Prenons pour A la base normale engen-
c 2
drée par ¢ = gs , et ppur B 1la base {1 , ¢ + QB} . Posons alors

3 4

n= Qg + Rgz +S¢" +T¢ , si m cst dans H et m =1p, ™ estcongrua

+ 1 + akz wodulo XB . I1 en est encorc de méme dz 1 , et p est congru &

1+ 23k2 rodulo KB . On a donc en fait a divisible par A et m congru a £ 1
nodulo XB . L'équation 7 =p , 7 dans H , s'écrit donc :

P = QZ + R2 + S2 + T2 3R - ®3 - ST

(@]
il

(1) Q3 + RT + TQ - QR - RS - ST
1 .

0 Q+ 2R =285 -7 modulo 5

1l

0

i

Q-R=-S+T modulo 5

I1 est alors légitime d'introduire les nouvelles variables (ef. [2])

X=Q+R+>5+T
50U=Q+2R~-223-T
(*) ’
5V=2Qq-R+35S-2T
5W=Q-R-S+T

ce qui donne le systéme

(2) 5 2 ,

16 p = X2+ 50 U 4 50 V2 + 125 W
{, 0=U"+40UV -V - X

et on voit facilement que le systeéme (*) établit une bijection entre les solutions

en entiers de (1) et de (2).

-

1°8i q=2.-4/2h =F . Le seul élément de F o qui vérifie & la fois

5 a(16—1)/5 B

aa.—:oz =1 et (a/2)5=
scul é1ément de¢ F

est 1 lui-wéme, qui est aussi le
16 vérifiant ox =1 et a= a . Donc si M =7p, On a

(n/2) = 1 si, et seulement si, ™ est congru a m modulo 2 , c'est-a-dire si

Q=T et R =85S modulo 2 , ou encore, dans le cas ou ™ appartient & H , si
X,U,V, W sont tous quatre divisibles par 2 . L'équation s'éerit alors
4p=x24+50 0245072 4 125 W2
0= U'2 + 4 UW!' - V'2 - X'y
On peut alors remarquer (cf. [4]) que la réduction modulo 8 donne X'=W'=0
modulo 2 et U' =V' modulo 2 . Posant alors X' =2x, U'=u+v, Vi=u-v

et J'=2w , on obtient le critdrc cherché : 2 est un résidu de puissance cinquié-

me modulo p = 5n + 1 si, et seulemcnt si, lc systéme
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x2 + 25 u2 + 25 v2 + 125 w2

(e
Lo
4

a une solution dans 7 .

2
U 4+ uv -v - Xy

]

. Les 20 éliuents tels que oo = alo = 1 se ré-

208i q=3 .- 4/34 Fo,
partissent en 5 classes modulo ceux qui apparticnnent 3 Fg , et une seule de ces
classes vérifie (o/3) = 1 . On en déduit que 3 est un résidu de puissance cin-
quiéme modulo p si, et seulement si, T est congru a T modulo 3 , c'est-a-
dire Q=T et R=S modulo 3, ouencore U=V =0 modulo 3 . On a donc dé-
montré que 3 est un résidu de puissance cinquiéme modulo p = 5n + 1 si, et seu-

lement si, le systeéme
ol
{fG P = x2 + 450 u2 + 450 v© 4+ 125 w2

0 = 9(u2 + 4 uv - v2) - XW
4

a une solution dans Z .

3081 q=6 .- A/6A Q‘FL6 X F8l . Parmi les 1 200 éléuments inyersibles de
cet anneau, 100 vérifient o € (2/620* . Parmi ces derniers, 4 sont dans
F4 x F9 ~ B/6B . On a donc 25 classes intéressantes dont 5 vérifient (of6) = 1
Ces dernieéres forment deux orbites ; celle de 1 et celle de 3g2 + 2Q4 . On ob-
tient donc deux systémes distincts. Lc premier correspond & la classe de 1 , c'est-

d-dire 2 la conjonction des deux cas précédents. Le sytéme

{
O

X + 225 u + 225 v + 125 w2
a une solution dans g% si, et seulement si, 2 et 3 sont des résidus de puis-

9(u2 + uv - va) - XW

1l

sance cinquidme modulo p . Le deuxi®me cas s'éerit (3§2+-2g4)—Ln5 (3€2+ 2g4)“lﬁ
modulo 6 , soit S =3Q et 2R =2Q + 3T modulo 6 . Le module L des quadru-

plets d'entiers vérifiant ces congruences ainsi que
Q4+ 2R-23-T=Q-R~-3-~T=0 modulo 5

est donné par

Q] [~2 1 3 4] |15X
R -1 1 3 1 6Y
s|7l-2 1 3 z

T 0 1 -2 0] arT

et on obtient le systéme

1125 X2 + 36 Y2 + 19 22 + 76 T2 - 180 XY

- 240 XZ - 570 XT + 6 YZ + 48 YT + 5 7°¢

Y

0=32%-40° - 18 XY - 24 72 + 18 XT + 6 YZ + 4 2T

qui a une solution dans Z% si, et seulcment si, 6 est un résidu de puissance

cinguidme modulo p , sans que 2 , ou 3 , le soit. Par exemple, pour p = 31 , la
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solution de (1) est par exemple 6 , 3,0, 2 ,¢ct 1, 1,2, 3 estune solu-

tion du systime précédent. lodulo 31 , on a (- 5)5 = 6 , tandis que
2(31"1)/5 =64 =2 # 1

(¢) 2=17.

’

Dans ce cas, il y a une orbite non dégénérée (3 12 41éwents) et unc dégénérée a
4 éléments. Prenons pour A la base normale engendrée par ( = g7 , et pour B 1la
base {1, ¢+ g6 ) g2 + g5} , et posons T = Ef o, ¢t .31 wi=p et meH,

. . .2 . P
les nombres ic, » i~ e, et Ef 14 s sont divisibles par 7 . On pose

alors (cf. [2] et [6])

1

i 1 4 5 G5+ Cg Cg ¥ C5 Cy + Cp Cy
8, =0Cy Cy+ CyCq+ CqCy ¢, Cg + €5 Cg
83 =€) Cy+ CyCy +C3C5+ Cy Cg + Cg C
X =C  +CytCytCy + ¢ + g

X, =¢ = C¢

Xy = ¢, = Cg

X, = ¢3 - ¢y

7 X5 = c, + c, = 2 03 -2 04 + 05 + Cg¢

7 Xg=0C = C, = Cg +Ccp o
L'équation wm = p s'éerit, pour T dans H ,

2 2 2 2 iclicloa
3 4 5 6

p=cy + ¢, + C L
O=a2-al
0 =a, - a
1
(3) 3
O=c, +

2 c, + 3 c3 -3 04 -2 c5 - C¢ modulo 7

O=c, -3 c, + 2 c3 + 2 04 -3 c5 + C¢ modulo 7

o
i
(¢
+

2 c, - 3 03 -3c, +2 05 + C¢ modulo 7

1 4
ou encore
2 2 2 2 2 2
12 p =2 % + 42(x2 + Xyt x4) + 343(X5 + 3 X?)
2 2 2 2
0 =12 X, - 12 X, + 147 X = 441 X - 56 X, X+ 24 X, x3 - 24 X, %y
(4) + 48 x3 X, + 98 X5 Xg
, 2 2 2 2
0 =12 XB - 12 x4 + 49 x5 - 147 Xp - 28 Xy x5 - 28 X, X6 + 48 x2 XB
+ 24 X5 Xy + 24 x3 X, + 490 X X

et la correspondance ci-dessus induit encore une bijection entre les solutions en
entiers de (3) et de (4). Les auteurs de [6] uontrent que 1'orbite dégénérée est

donnée par les solutions "triviales"
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(Xl Xy 0 Ky 0 Xy X5 oo x6) =+(6t ,+2u,=2u, F2u, 0, 0),

oL p = t2 + 7 u2 . L'orbite non dégénérée est obtenue & partir d'un de ses é16-

ments par 1l'action du groupe {+ 1} x G , soit :

U 0 0 O 0 olk
0O 0 0 1 0 0
0 -1 0 © 0 0
(7,0 550 930 940 950 9g) = (o %0 %30 % %50 %o 0 1 0 0 0
¢ 0 0 0 -1/2 =1/2
0O 0 0 0 =3/2 -1/2

on k=1,2,3,4,5, 6 . Nous exprimerons les critéres obtenus sous forme
de congruences portant sur une solution non triviale représentée par la suite des
X, correspondants. On pourrait, conformément au théoréme général, construire des

systémes quadratiques mais les résultats seraient beaucoup plus encombrants.

1°8i q=2.- A/24= Fgx Fy . Parni les 49 éléments inversibles, 7 vé-

fient oo = 1 , et parmi ceux-ci seul 1 vérifie (a/2)7 =1 . C'est aussi le seul

élément tel que ox=1 et a=ca . On a donc ('n/2)7 =1 si, et seulenent si,

C C c.,= C

1~ % 27 % "3 ™4
modulo 2 , ou encore 2 est un résidu de puissance septiéme modulo p = Tn + 1

m=mn wnodulo 2 , c'est-d-dire si, et seulement si, c

'si, et seulcment si, on a x, = x, =x, =0 modulo 2, ou (X17X2,X3,X4;X57X6)

2 3 4

est vhe solution 'mon triviale® de (4).

208i q=3. - A/3A=F729 .

Q¢ = + 1 se répartissent en sept classcs modulo F; , seule la classe principele

Les 56 éléments non nuls qui vérifient

vérifiant (0/3)7 =1 . L'image de ™ est dans Fg si, et seulement si,

o =c, = Cy 03 = Cg = Cg modulo 3 , ou encore X, = X5 =Xy = 0,

x, = x3 =-x modulo 3 , ce qui représente une condition nécéssaire et suffisan-
te portant sur une solution non triviale de (4) pour que 3 soit un résidu de puis-

sance septiéme modulo p = Tn + 1 .

z

398 q=5.- 4/54=F . Les 504 éléments vérifient o € Ff; se ré-

partissent en 21 classes wmodulo F

15625
;5 , dont trois vérifient (a75)7 =1, clest-a-

dire les classes de 1 , de T et de T, ou 1 est une racine primitive neuvie-

de 1'unité dans Pl 5go5 + Posons b = {a € Plogos 5 o+ o 4 N 0} , elors
= Ty + ﬁFZS . De plus, si a=x1+y7, et ave Fé , on a x2+y2+(ﬂ+ﬁ)xy e F¥,
donc x ou y estnul et a est dans 1l'une des classes ﬂFZS ou ﬁFéS . En résu-
mé, si o e F; , on a (a/5)7 = 1 si, et seulement si, «e T, oubien aek .
On en déduit que (Tr/5)7 = 1 si, et seulement si, ona ¢, = 5 = Cy o CBE(%BEC6
modulo 5 ou bien c,te,t ey, = 03 + Cg +Cp = 0 modulo 5 , ou encore 5 est

un résidu de puissance septiéme modulo p = Tn + 1 si, et seulement si, une solu-

tion non triviale quelconque de (4) vérifie 1'une des conditions suivantes :

Xp ® X = 0 et X, = x3 = - Xy

ou bien
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X = 0 et X, + XB - X, =0,
toutes les congruences étant prises modulo 5 .
() =11,
10 k _ _ s _ :
Posons 11 = Zk—l n g et ¢ _-O 5 Cpi1p = O ¢ St aj = Zk:l C ck+j y
je{t,2,3, 4}, le systéme m™n=p , T dans H , s'écrit :
) 10 2
D= o -8
,_a2=a3=a4
- 510 2 10 4 \
= 1 =
Zk_ e, 2 ", kK ¢ =0 wmodulo 11

les deux dernieres congruences étant "en priume", car ce sont des conséquences des

0 mwmodulo 11 . Ce svstéme a donc 64 solutions, dont

équations et de Zﬁgl ke
quatre “triviales" (u, v, u,u,uwu, v, v, v, u, v), o (u, v) est ue
des quatres soluticéns de p = 3u2 + 3v2 - 5uv . Les 60 autres sont engendrées 2

. " 3 ' z i 3 —~ ’ ’—
partir de trois d'entre elles, notdes (ck)ke[l,loj , ie{1, 2,3}, par 1'opé

ration de {+ 1} x G .

Pour q = 2, A/2L est isomorphe A F1024 . Les 33 éléments qui vérifient

oo = 1 se répartissent en 11 classes modulo F* , Seule la classe de 1 vérifie

4

(a/2)1 =1 donc 2 est un résidu de puissance onziéme modulo p = llm + 1 si,
11 ’

et seulement si, pour i€ {1, 2, 3}, on a :

ci = ci = ci = ¢t = cl

} % ? 9. 3. modulo 2 .
cl e Cl .

2 8 10 7 6

Dans les notations de [9], cela revient % dire que, pour i e {L, 2, 3}, on at

i_ 1 _ 1_ i i i
X% %7 X7 9= %

lit
iH
gl
I

0
. . . . modulo 2 ,
i_ i_ i_ i

=X, X, =X

4

certaines de ces conditions étant superfétatoires. Cette derniere caractérisation

X

by

n'est pas plus difficile 2 mettre en oceuvre que celle de [6].

(e) 2=13.
12k ) 12

S n = c. e H = = . i
Posons encore _1 & et i3 0, Cri13 T %k Pt 85 T G °x k+3 ’

jefr,2,3,4,5}, le systtme mi=p, T dans H, s'éerit :

_ vl2 4
E%_ S % ¢ =0 uodulo 13

avec la méme remarque. Ce systéme a donc 128 solutions, dont huit "triviales"

(a ,b,a,e,b,b,d,d,a,c,d,c) oua (a,b,ec , 4) est une des

huit solutions de
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i)
3 8% 4+ 2 b2 4 3¢+ 2 @ -2 ab-2ac -2cd~Dbd - ad - be

s a? -+ c% - a® - ab-ac -cd+ bd+oad+ bo

(e
10

Les 120 autres sont engendrées & partir de cing d'entre elles, notées

(cllc'lre’:l 12y tef{l,2,3,4,5}, par 1'opération de {1} x G .
- H

Pour ¢ =2, A/2A est isomorphe & . Parmi les 65 éléments tels que

Y4096
oo = 1 , cing vérifient (or/2)l3 =1, et ce sont les éléments de F.e tels que
o¢ =1 . Donc 2 est un résidu de puissance treiziéme modulo p = 13n + 1 si, et

seulement si, pour i€ {1, 2,3, 4,5}, ona:

Ci = Cl = Ci

1 3 9
CZ = cg = c;

i_ i _ i modulo 2 .
€4 T %27 %10

i_ i _ i
C8 = Cll = C7
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