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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 26-01
(Théorie des nombres) : ' o
19e année, 1977/78, n° 26, 14 p. 6 février 1978

PROPRIéTéS NOUVELLES DES TABLEAUX DE YOUNG

par Marcel SCHUTZENBERGER

Résumé. - Nous explicitons, par une construction sur les tableaux de Young, les
coefficients des polynémes de Foulkes, qui permettent 1'expression des fonctions
Q de Littlewood.

1. Introduction.

Une des bases classiques-de 1'algébre des fonctions symétriques (sur un ensemble
arbitraire de variables qu'il est inutile de spécifier) est constituée par les
fonctions de Schur, s(J) . Comme on le sait celles-ci sont indexées de fagon bi-
univoque par les partitions J de leur degré. Une autre base remarquable a été in-
troduite par LITTLEWOOD [4]. Ces nouvelles fonctions, A(¥) , dépendent d'un paramé-
tre q , et sont aussi indexées par les partitions. Elles interviennent dans la
théorie des représentations des groupes lindaires finis [2] et, pour q =~ 1,
dans celle de la représentat&on projective des groupes symétriques. On trouvera

dans [5] un exposé systématique de leurs propriétés et de leurs applications.

I1 existe des polynbmes F(I1 , J) € g[q] tels que l'on ait identiquement
(1) o1) =281, J7) s(9) .

Dans cette relation, la sommation porte sur 1l'ensemble zn de toutes les parti-
tions J du m8me entier n que I , et les s(J) sont les fonctions de Schur as-

sociées a un systéme de variables canoniquement attachées & celles sur lesquelles

sont définies les Q .

Notre regretté collégue H, O. FOULKES, auquel la théorie des fonctions symétri-
ques est redevable de tant de beaux résultats, avait émis la conjecture [1] que les

polynfmes F que nous proposons d'appeler polyndmes de Foulkes ont des coeffiw

cients non négatifs. Un de ses éléves, G, THOMAS 1'a d'ailleurs établi pour certai-
nes partitions I , et il était connu de FOULKES que les F(I , J) constituent des

g—-analogues des nombres de Kostka,

Nous donnerons ici une preuve de la conjecture de Foulkes en précisant les degrés

des polynlmes.

Dans tout ce travail, nous appellerons partition toute application I décrois-
sante (au sens large) de 1 9 23 eee y M, oseo dans N . La hauteur de I sera
le plus grand m tel que mI # O « On associera & I wune autre application dée-

croissante I2 par la condition que, pour chaque m =1

(2) nI> = %oy 1T -

Par conséquent, 1IZ sera le poids de I , c'est-a-dire l'entier dont I est
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une partition. Il est bien cennu que l'ensemble En des partitions de poids n

est wuni d'un ordre naturel < , défini par
(3) J LI si, et seulement si, mJZ < mIE identiquement.

Notre résultat principal est résum¢ dans 1'énoncé suivant.,

THEORME., - Si J < I , le polyndme de Foulkes F(I ; J) est monique, de degré

22 AHY

117" - 177" ; dans le cas contraire, il est nul.

La preuve repose sur 1l'algdbre des tableaux qui joue, de par ailleurs, un certain
rbdle dans 1l'étude des groupes classiques, et consiste & attacher & chaque tableau
t une valeur tle N , sa charge, de telle sorte que P(I, J) soit la somme des
qtv sur tous les tableaux de multidegré I et de forme J . Les définitions et
les principales propriétés des tableaux sont rappelées dans la section 2. La preuve
de la conjecture est effectude dans les sections 2 et 3 en utilisant diverses pro-
priétés de la charge qu'il est plus commode de traiter séparément, dans les sec=~

tions 4 et 5 qui sont indépendantes du reste.

Notre travail a été grandement aidé par les tables étendues que notre ami
C. PRECETTI a su nous établir grlce aux moyens de calcul du LA. 248, et nous l'en

remercions.

2. Généralités sur les tableaux.

Dans tout ce travail, A = {a <b < ...} est un alphabet totalement ordonné, et

A% le monoide libre qu'il engendre. Soit w un mot de A¥

« Son multidegré est la
fonction indiquant 1€ nombre de fois, lex , ou y figure chaque lettre x de A ;
sa longueur (ou degré) est la soume ]wl des degrés partiels lw!x o I1 est commo-
de de considérer w comme 1'application dans A de son support {1<2<,..< [W|}

envoyant chaque j sur sa j-iéme lettre jw .

Un sous-mot (resp. facteur) de w est alors le mot obtenu en restreignant cette

application & une partie (resp. & un sous-intervalle) de son support.

Si, et seulement si, cette application est croissante (lato sensu), w est une
ligne (ce que l'on note we L ). Il est clair que tout mot admet une factorisation
unique en un nombre minimum de lignes. Sa forme est alors la suite des longueurs de
ces derniéres., Par exemple, les lignes de w = bbacda sont w3 = bb 3 Wy = acd ;
W,o=a, et la forme de w est 231 . Les lignes successives seront indexées & par—

tir de la droite (au rebours de ce qui est fait pour les lettres).
Une ligne u est minorée par une ligne v si, et seulement si,
ful < |v| et jv<ju pour J=1, 2, eee , Iul .

Par exemple, u = bbcd est minorée par v = aabcd ; elle ne 1llest ni par

v! = aaa (parce que |v'| < |u|l =4 ) ni par v" = ascd (parce que 3v" > 3u ).

Définition 2.1. - Un mot w est un tableau si, et seulement si, chacune de ses
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lignes est minorde par la précédente.

On notera T 1l'ensemble des tableaux, et TJ le sous-ensemble de ceux dont la

forme est une partition J donnée.

Cette condition équivaut & 1la possibilité d'écrire les lignes successives du mot
les unes au-dessous des autres de telle sorte que, d'une part, l'ensemble des
points occupés soit un diagramme de Ferrer et, d'autre part, que les lettres de
chaque colonne soient en ordre strictement croissant. Donc, en particulier, toutes
les lignes sont des tableaux, et la forme d'un tableau est une partition dont la

hauteur est la longueur de la premiére colonne.

Par exemple : le mot cbbcdaabb est un tableau dont 1'écriture plane est

(et la forme, la partition 144 ). Le mot beccbbaabb n'est pas un tableau a cause
de sa forme (324) et il en est de m8me de ccbccaabb bien que sa forme (234) soit
une partition, parce que sa troisiéme ligne (cc) n'est pas minorée par la seconde
(bCC ) .

Clest un résultat classique (dont nous ne ferons pas usage) que la fonction de
Schur s(J) , sur les variables de A , est la somme des images comnutatives de

tous les tableaux de forme J .

Par exemple, pour A {fa<b<ec}, J=12, il y a 8 tableaux possibless

b c b
a

b
aasj; aa; a

c c c c
b ab; cyacj;bbgsbe

et 1'on obtient donc s(12) = 2abe + 2 x2 y , ou la sommation est étendue & toutes

les paires de lettres distinctes x , y€ A .

Nous aurons besoin par contre de 1'énoncé suivant qui est lui aussi bien connu

[7], et dont la preuve est donc omise.

]

. \
THEOREME 2.2, - Soit la congruence sur A¥ , définie par les relations

i

xzy = zxy et zty = tay

~

pour toutes les lettres x <y <z <t de A

I1 existe une surjection R de A* sur 1l'ensemble T des tableaux telle que,

si weA" et teT ,onait tR=t; wR=w; wR=1t si, et seulement si,
WR:t-

Autrement dit, T est une section de la congruence =, et R est 1l'opérateur

de redressement associé. On notera que R préserve les multidegrés.

Remargue 2.3. - Soient v = Vi Vg w=uu, u3 , deux lignes dans lesquelles

u1 (resp. uu, ) est le plus long facteur gauche de u minorant le facteur gau-
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che de méme longueur Vv (resp. un facteur droit) de v .

1

Le redressé (vu)R est un tableau vu dont les lignes sont v = v, 8 et

u = u, fuy avec leg| = }u2l , If| = lv4l , et g un sous-uot de v, .

Si vu#wvu, et si vi u' est une autre paire de lignes telle que

vtu' # (v'u')R = vu ,

on a

vi = v, v et u' = Uy u"

et vy est le plus long facteur gauche de u' minorant un facteur gauche de méme

longueur de v' .

Soit par exemple Vv = bbcc , u = abcd . On a

cd 3 v, =b et vuR = b e

U =23 u;=bju 1 ab beed °

1 2 37
Les paires (v , u') satisfaisant les conditions de la remarque sont

(bbcced , ab) , (bbecce , abd) et (bbec , abeed) .

Remarque 2.4. - Soient u wune ligne, et t = th th—l .o t2 tl la factorisation

en lignes d'un tableau t de hauteur h . Le tableau s = (tu)R a une hauteur

h =h ou h+ 1, et ses lignes successives 8y sont définies par les équations

(t; vi)d = Vi, S » V4, ©st une ligne,

avec Vl = U e

Par exemple, si

bce
t = a b bd et u=ab,

on trouve successivement e bd et 8, = aabb v3 =c et S, = bbecd v4 =13
53 = C o« Le tableau s est donc le tableau 53 32 s1 donné plus haut en exemple.

I1 est clair que tu =s quand u minore la premiére ligne tl de t .

Nous isolons aussi la remarque suivante.

Remarque 2.5. - Si |ul Z.ltll , et tu# (tu)R=s, ona lsll > |u| ol sy

est la premiére ligne du tableau s .
En effet, posant tl =v , et utilisant les notations de la remarque 2.3, on a
Sl:ulf'llB,
o |f| = |v4| = |v| - Iull est aumoins égal 2 |u2 u3| puisque |u| = |v| par

hypothese, et ou |u3| >0 puisque *tu , donc tl u , est supposé ne pas &tre un
tableau.

3. Formule de Pieri ; suites exactes.
Soient J une partition de poids n-m >0, et m >0 .

Définition 3.1. =~ T ®m est l'ensemble des partitions H de poids n telles
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que
vee ST 2T K 2HL ITL1H

Par exemple si J = 123 , et m = 2 , cet ensemble est constitué par les 7 parti-
tions
125 3 134 3 224 ; 233 ; 1124 5 1133 ; 1223 .

Clest celui des formes des diagrammes de Ferrer, obtenus & partir de celui de J
en ajoutant un point & m de ses colonnes. Donc, de fagon équivalente, J @m est
1'ensembles des formes des tableaux qui se déduisent d'un tableau arbitraire de
forme J par 1l'adjonction de m occurence d'une nouvelle lettre plus grande que
toutes celles qui y figurent déja. Réciproquement, si H est la forme d'un tableau
t! , dont z est la plus grande lettre, et m = lt'lz , la restriction de t' a

A\z est un tablezu t dont la forme J est telle que HE J@m .

THﬁORﬁME 3.2 (Formule de Pieri). - §£ t est un tableau de forme J , et u une

ligne de longueur m , les formes de (tu)R et (ut)R appartiennent & J®m .

Réciproquement, si t' est un tableau dont la forme est dans J ®m , il existe
une, et une seule, paire (t , u) constituée d'un tableau t de forme J , et
d'une ligne u telle que (tu)R = t' ; il en est de méme pour 1'équation
(ut)R = ¢ .

Soit n >0 donné. Nous désignons par M 1'ensemble des paires (£, m) , ou
m<n est un entier naturel et H wune partitionde n -m . On distingue le sous-
ensemble M des paires telles que m + 1 = 1H , et on note @' son complément.

Ce dernier contient le sous-ensemble MO des paires (H , m) telles que m > 1H .

Définition 3.3. - La suite définie par la paire (H, m)e MO est celle des pai-

res (Hd ,m)ed (A@=0, 1, «.) telles que (Hp m.) = (H, m) , et pour
d 9 ? O ? H
az1,
my = dH - d =20
KB = (k - 1)E-1 pour k<d,
l«:Hd = kH pour k >d ,

Par exemple, la suite définie par m = 12 ; H = (2,4,6,6,9,9) est
formée de (H , m) lui-méme et des quatres paires suivantes correspondant 2

d=1,2, 3,4 .1I1 n"en existe pas d'autre puiSque' dH - 4 est négatif pour

d =5
(2,4,6,6,9, 13 ;8)
(2,4,6,6,10,13; 1T
(2,4,6, 10, 10, 13 ; 3)

(2,4,7, 10,1, 13; 2)

LEMHE d'exactitude 3.4 (cf. [3]). - L'ensemble des suites, définies var les
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(£, m) de E? , est une partition de M' = M\ .

Pour tout (i, ) , ot 421, ona

m, < aid™l = (a4 + DH=-1< an® ,

et chague élément de Xd = Hd & oy est contenu dans un des deux ensembles analo-

« L'ensemble XO est contenu dans X

gues Xy 4 &t Xy

1 L]

Preuve., - Soit (X , m') dans M . On lui associe la séquence de nombres formée
de m' + n=0K' et des n entiers naturels jK + n - j (j =1, 2, eee n).
Comme K est une partition, cette séquence est strictement décroissante & partir

de son deuxiéme terme.

Son premier terme m' + n , égal & un autre si, et seulement si (K, m') ,
P y €8 ’ ’

appartient au sous-ensemble exceptiomnel M .

Dans le cas contraire, il existe wn d >0 (unique !) tel que la séquence obte-
nue en insérant m' + n entre le d-idme et le (d + 1)-idme terme soit stricte-
ment décroissante. Elle devient alors la séquence déduite d'une paire (H , m) de
0 , et on vérifie que (K , m') est le d-idme terme (Hd , md) de la suite défi-

nie par (H , m) .

Réciproquement, cette construction redonne bien (H , m) quand on part du d-idme
terme de la suite définie par un (H , m) € MO , ce qui achéve la preuve de la pre-

miére partie de 1'énoncé.

Les inégalités suivantes résultent des définitions puisque 1'on a

a-1 _ d+1

m, = A - 4 < dH 1 <aff - (a-1)H+ 1.

1 dH = (4 + 1)H
Considérons pour finir un élément J de Xy o D'apres les inégalités précédentes,

on a
(d+1)Hgdalg (@ -1)H+1

en raison de la définition m&me de Xd « Tenant compte de ce que la suite des va-

(a-1) g+l )

leurs de H (resp. ne difféere de celle de H@ que pour d (resp.

pour d + 1 ), on voit que J appartient & X

et & Xd+1

d-1 si, et seulement si, d4J < dH ,

si, et seulement si, au contraire dH + 1 < aJ .
Qs E. Do

Soient I' wune partition fixe de n , et r = 1I' . Rappelant que a est la
premidre lettre de 1'alphabet, on associe & chacune des paires (H ’ mn) de M ’
considérées ci-dessus, l'ensemble W(#) des mots +tu de multidegré I' tels que

t soit un tableau de forme H , et u une ligne : ]u] =m , |u|a =T .

On distingue, dans 1'union W des W(H) , le sous—ensemble W de ceux pour les-

quels m + 1 = 1H et son complément W'=W \'ﬁ .

Soit wé€ W' , D'aprés la premidre partie du lemme d'exactitude, il appartient 2

un (et un seul) ensemble W(Hd) . 5i, et seulement si, wR = w (ce qui ne peut se
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produire que pour d =0 ), ce mot est un tableau, et nous notons we€ WT . Dans 1le
cas contraire, la formule de Pieri indique que la forme du mot redressé wR appar-
tient a Xy = Hd ® my et, d'aprés la derniére partie du lemme, elle appartient
aussi & exactement un des deux ensembles Xd-l et Xd+1 , ce que nous d<notons
respectivement par w € W_ ou w € wo. En particulier, d'apres la remarque 2.5,

on a wEeE W; quand d =0 .

Au total, les quatre sous-ensembles W , WT s W_ W+ constituent une partition

de VW .

PROPRIéTE 3.5 = La relation wR = w'R définit une bijection © de W+ sur

w o

Preuve., ~ Supposons que w = tu appartient a W(Hd) et a W+ . D'aprées la for-

mule de Pieri et le lemme d'exactitude, il existe une paire (%' , u') unique tel-
le que wR = (t'u')R, t' est un tableau de forme g+l , et u' est une ligne

o I1 suffit de montrer que a’ est un facteur gauche de u'

d+l)

de longueur D31

pour prouver que W' = t'u' = w8 appartient & W(H

Soient ONETR tl et ty e.. ti les factorisations en lignes de t et de t' .

D'aprés les inégalités indiquées dans le lemme précédent, on a

n=nh' et }tjl = |t3’ pour tout j = d + 1 .

Nous effectuons le calcul de tableau s = (tu)R = (t'u')R comme dans la remar—

que 2.4, mais en nous arrétant au d-iéme pas.
On trouve, pour (tu)R y que

s = (% JR.s ees S

Va1 /8 Bqog 1

, et une expression analogue, avec t' et v!

ou t est le tableau th oo t d+1

d+1
pour s = (t'u')R . Comme on doit avoir

— (Fr+
n' *cc Say1 T (% vd+l)R

et que T et %' ont la mfume forme, la formule de Pieri montre que, de fait,
T=%" et v

(tvd+1)R =8

. 1
ar1 T Vas1
Observons maintenant que le plus long facteur gauche U de u qui minore un
facteur gauche de m#me longueur de la premidre ligne de +t , admet lui-méme ar

comme facteur gauche et que par conséquent ]ull Zr.

Par induction sur j=1, 2, ... , d on déduit de la remarque 2.3 qu'il en est
de méme pour la paire de ligne (Vd+1 ’ sd) , buis par induction sur j = d,.0ee2,1
cue chaque ligne v3 a le méme facteur gauche de longueur Iull que v'j . Comme

vi =u' et v, =1, ceoi établit la propriété cherchée.

Par conséquent, 6 est une injection de W+ dans W . Un raisonhement analogue

s'applique au cas ou w € W_ et montre que cet ensemble est 1'image de W+ par © .

Q. E. D.
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4. Preuve de la conjecture de Foulkes.

Quand t est un tableau, on peut sans inconvénient noter s(t) 1a fonction de
Schur s([[t]]) , ob |[t]| est la forme de t puisque celle—ci est une partition.
Cette convention s'étend & tous les mots w de A¥ , mais nous n'en aurons besoin

que dans le cas o w = tv , avec t un tableau de forme K , et v wune ligne de

longueur m' =n - |t| « Supposant que |w| = n et que, par conséquent,

(x , m') €l , on a alors :
s(w) =s(K,m'") =0 si n'+1=1K,

)

\ d
s(w) = s(x , m') = (- l)d s{H!) , si (X, m') , est le d-idme terme (H , m

de la suite définie en 3.3 (2 partir de (H , m) ).

d

Soient encore I' une partition fixe de n, r = 1I' , et I 1la partition de
n -r telle que il = (i + 1)I' identiquement. Nous nous basons sur la formule
remarquable suivente, due & A. O. NORRI3 [6].

LEME 441

v '—
) =21, ) " T ek, n),

ou la somsation est étendue & l'ensemble E des triples (K , m' , J) tels que
(K, m')el, mn' 31 , et JekK® (mt =) .

Dans la section suivante, on définira une application v : T —s3 N (1a charge),

dont les propriétés utilisdes ici sont rassemblées dans la proposition (5.6).

THEORENE 4.2. - Pour toute partition I ,

1) = T4V s(t)

ou la sommation est étendue 2 tous les tableaux t de multidegré I .

Preuve. - Procédant par induction, on peut supposer le théoréme détabli pour

n-r, et le lemme de Morris devient
t'v m'-r
AT =24q" Ve Tslx,n),

ou la sommation cette fois est sur les mémes triples (X ,m' , J) de E , et pour

chacun d'eux sur tous les ta“leaux t' de multidegré I et de forme J .

D'aprés la formule de Pieri, il correspond & chaque t!' exactement une paire
(t , v) telle que (vt)R=1t', t est un tableau de forme K , et v une ligne.
Réciproquement, chaque semblable paire (%t , v) définit un triple (X = Ht” ’

w' = [v] , J=|[(vt)R|]) de E défini au lemme 4.1 et un tableau %' = (Vt)R .

On peut supposer que tous ces tableaux sont sur 1'alphabet A\a et on obtient

enfin
Q(I') =2 q(Vt)RV q‘vl s(tar v) = 2 q(tarv)v s(tar v)

\ 3 - r
ou les sommations sont cette fois sur tous les mots w = ta” v = tu de 1l'ensemble

W défini dens la section précédente, et ou la deuxidme égalité résulte de 1'équa~—
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tion
(vt)Rv + lv| = (tar V)v ’
donnée dans la proposition.
On a partitionné W en quatre ensembles a savoir, W , W W , et 1l'ensemble

+ 7 -
WT des w qui sont aes tableaux.

D'aprds les conventions d'indexation des fonctions de Schur, la somme relative a
W est nulle ; d'aprés ces mémes conventions et 1l'existence de la bijection
0 : W; —> W_ , il en est de méme de la soume des deux suivants puisque w et
wo ont méme charge (c¢f. Prop. 5.6). Par conséquent, Q(I') se réduit 2 la somme
sur WT .

Qo E. DQ

5. Charge.

Soient I wune partition de =n , A*I 1l'enscmble des mots de multidegré I , et

I'= {¢ < 4ee} un second alphabet ordonné.

e . . - " ."I —
Définition 5.1, Un ordonnancement d'un mot w de A"~ est un mot w de

(A x T)* de méme longueur tel que
1° % est envoyé sur w par la projection de (A x F)* sur A¥ 3
2° I1 existe un intervalle initial F de l'ensemble ordonné A x I’ tel que cha-

que lettre de F apparaisse exactement une fois dans W .

I1 est clair que F est isomorphe au diagramme de Perrer de I + Il ne dépend

. *I . . .
donc pas du choix dumot w dans A~ , ni de son ordonnancement. Le multidegré
3

de la projection de w sur I" est la partition adjointe I de I .

Par exemple, si I = 1223 et w = bdacbaabc , un des ordonnancements possibles

de w serait
bB.da.ay.cB.by.ac.aB.ba.co ,

et F peut 8tre représenté par

do
ca cB
ba bB

aa aP ay .

Nous appellerons filidre ( d'un ordonnancement w le sous-mot formé des let-
tres dont la deuxiéme composante est 1 lettre ( . Par exemple, la filidre B est

le soms-mot bca de support {1, 4 , 7} .

3i x est une lettre de A (oude T ), nous désignons par X, (resp. x )

son successeur (resp. prédecesseur) dans 1€ méme alphabet.

Définition 5.2. - Soit yN € F une lettre d'un ordonnancement w . Elle est for-
te si, et seulement si, elle se trouve & droite de la lettre y_ M, et sa charge

(yﬂ)v est le nombre des lettres fortes y'TM, y' <y, de la filidre 7 . La
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charge de w est la somme des charges des lettres. De fagon équivalente, yT est

forte si, et seulement si, w a le sous-mot yT.y T e

Dans 1'exemple précédent, les lettres fortes sont soulignées et la table ci-des-
sous (indexée par les lettres de A et de I ) donne leur charge ; celle de W

est donc 7

O - NN
O O -

1
0

PROPRIETE 5.3, - Le mot w e axt posséde un ordonnancement unique, son reléve-

ment w , caractérisé par les conditions suivantes, pour chaque y € A et 8Tl ,

U x=y , M= B et ou a est la premiére lettre de A .

1° w n'a pas de sous-mot afead .

2° w n'a pas de sous-mot

yNeyOex , y8.xMeyN , ni xMNeyMuyd o
Preuve, - La condition 1° signifie que le sous-mot des occurences de a dans W
est

eeosdY.aBeaw o

Supposons par recurrence que l'on ait existence et unicité pour un intervalle
initial de F contenant =x@ , y7 , mais non y6 . La condition 2° est satisfaite
Si 1'on prend pour y® 1la premiére occurence d'un y & gauche de x6 , qui n'est
pas encore affectée & une filidre, si une telle occurence existe, et sinon la pre-

midre occurence d'un y non encore affcctée on lisant w & partir de la droite.
Définition 5.4. - La charge wv d'un mot w est celle de son relévement.

Le reléevement du méme mot w que ci-dessus peut &tre obtenu par les affectations

successives suivantes :
b.d.a¥Yec.b.aBsac.boc ,

bg.d.aY.c.ba.ap.ac.by.c ,

et enfin,

W = bP.da.ay.ca.ba.aB.adsby.ch .

La fonction charge est donnde par

[oNoNeoNe]
SO
(@

et la charge de w est donc 2 .

On remarquera que lorsque il < 1 identiquement, c'est-a-dire quand w est une

pernutation de son alphabet, sa charge est simplement son "Indice du Major" (cf.

[8]).
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On peut montrer que la charge d'un mot (définie par son reldvement) n'est jamais
plus grande que celle définie par un autre ordonnancement et que 1l'on a identique-
ment (xﬂ)v < (Xﬂ+)v , clest-a-dire que la fonction charge v , associée au releve-

ment, est croissante (1. s.) sur F .

Ces remarques ne seront pas utilisées ici, et les preuves omises.

PROPRIETE 5.5. - Deux mots w , w' congrus mod = (cf. section 2) ont méme char-
g€

r————

Preuve., ~ Il suffit d!'établir le résultat quand ces mots ne différent que par

1'une des relations élémentaires de commutation.

Soient donc x £y <z <t des lettres, et d'abord w = uxzyv ; w' = uzxyv , le
reldvement de w étant U.xE.z{eyN.v o I1 résulte immédiatement de la propriété
5.3 que celui de w' est Wezl.xE.yNev quand 2z # X, ou quand ¢ < € , les let-
tres fortes étant les m€mes. Maintenant si 2z = X, ona y=x puisque x<y<z .
De nouveau d'apres la propriété 5.3, on en conclut que N < g, avec [ £ T « Done

C <&, ce qui établit le résultat.
Soient maintenant w = uztyv , w' = uzytv et W = uzl.tT.yN.v .

On vérifie que si t # y, ousi 7T< N, le relévement de w' ne differe de ce-
lui de w que par 1l'échange des lettres yN et +t7T . Supposons donc +t = y, s ce
qui implique z =t , et T =T . On en déduit que { =27 =T c'est-a-dire que
W = UetloteyNev avec C > 1T, et on trouve w' = U.tTN.yN.t{.v avec les mémes let-

tres fortes,
Qe E. D.
Autrement dit, 1l'application charge passe au quotient :
v A A= W .
PROPRIATE 5.6. - 51 w=ta’ ve #*l , oh r=|u[ >0, oma
w - |v] = (vtar)v = (vt)v = (vt)Rv .

Preuve, - La derniére égalité résulte du théordéme précédent, et la précédente de
ce que 1'hypotheése ]w|a =T 2-|w]b entraine que les différentes occurences des b
soient les mémes dans les relévements de w et de vt , et qu'aucune d'elles ne
soit forte. Pour établir la premidre relation, il suffit par induction sur |v| de

vérifier que
(xta® v')v - 1 = (ta® v'x)v

quand x est une lettre # a . Notant que la régle 2° définissant les reldvements,
est invariante par permutation circulaire, on voit que les relévements de xta® v

et ta’ v'x ne different que par le passage d'une lettre =x( de la premidre 3 la
derniére place. Comme x{ est nécessairement non forte pour xta® v' et forte

pour 1l'autre mot, le résultat est établi.
Q. E. D.
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6. Tableaux extrémaux.

On note T(I , J) 1'ensemble des tableaux de multidegré I , et forme J , ou I

et J sont deux partitions du m®me entier =n .

3i h est la hauteur de I , et si 2z est la h-itme lettre de 1'alphabet, on
voit facilement, au moyen de l'écriture plane des tableaux, qu'a chague tableau t
de T(I , J) correspond un autre tableau, noté t  , obtenu en effagant dans t
les hI occurences de gz ; ainsi qu'on 1l'a vu précedement, la forme I de £
satisfait la relation J € H® hI . Comme les occurences de =z doivent &tre dans
des colonnes différentes, il existe un plus grand indice r pour lequel rJ > hI ,

et nous dirons que les z sont en position extrémale dans t si, et seulement si,

H est la partition définie par :

iH = iJd pour i<r -1

=
=
il

(r + 1)J + rJ - hI ;
iH=(i+ 1)J pour i1+ 13

Ceci permet de définir la famille des tableaux extrémaux comme la plus petite fa-

mille E contenant le tableau vide, et chaque tableau t tel que, d'une part, ses
derniéres lettres sont en position extrémale et, d'autre part, le tableau t~ , ob~-

tenu en effacant celles-ci, est lui-méme dans E .

Par exemple, la dernitre lettre d est en position extrémale dans les deux ta-

bleaux
d d
t=b b ¢ d et b ¢ ¢ d
a a a c¢ a a a b

mais seul le second de ceux—ci est dans E , car ¢ n'est pas en position extréma-

le dans t .

On rappelle que la relation d'ordre naturel entre partitions (de méme poids) est
définie par

J <I si, et seulement si, iJZ < iI2 pour tout i =1 .

N

6el. - L'ensemble T(I , J) est non vide si, et seulement si, J < I ou, de fa-
gon équivalente, si, et seulement si, T(I , J) contient un tableau extrémal. Sup-
posant ces conditions remplies, ce tableau t est unique et sa charge est égale a

lIZZ - lJZZ .

Preuve., — Elle se fait par induction sur la hauteur h de I . En ce qui concer-
ne la premiére assertion, il suffit de vérifier que I , J étant donnés, la forme
H , décrite plus haut, est minimale (pour 1'ordre naturel) parmi les partitions H!
de poids n - hI telles que Je H' ® hl .

En ce qui concerne la seconde, il est clair que chaque ensemble (I, J) non vi-
de contient au plus un tableau extrémal +t . Toujours par induction sur h , on vé-

rifie d'abord que dans son redressement les attributions des occurences de la der~
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niére lettre gz aux filidres o < B < ... sont effectuées par ordre croisgant en
lisant les lignes de haut en bas et chaque ligne de droite a gauche. Ensuite que
la charge de chacune de celles-ci est égale & la différence entre son rang h

dans 1'alphabet et 1'indice de ls ligne ou se trouve cette occurence. Il en résulte

facilement que la somme des charges est égale & lu somme de i1~ - iJ2 sur tous
les i >1.
QoEch
Ce calcul est illustré par le tableau extrémal suivant :
da0
cal
b0 ba0 cpl dg2
ay0 ap0 ao0 byl
X .
I=(2’29353);I=(294'977-LO);
g=(1,1,4,4 J=(0,2,6,10);
lIZZ - 1JZZ =1+ 2+ 1=4 qui est bien égal & la charge du tableau.
Nous rappelons que le polyn8me de Foulkes (1 , J) est la somme de qtv sur

tous les tableaux t de T(I , J) . Il est donc nul sauf si J<I.,

¢ 7
PROPRIETE 6.2+, - Supposant J < I, le polyndme de Foulkes est monique de degré

Preuve, — Il suffit de montrer que la charge du tableau extrémal de T(I ’ J)
est strictement plus gra:de que celle de tout autre tableau de ce méme ensemble.
Comme précédement, nous supposons ce résultat prouvé pour les partitions de hauteur

strictement inférieure a celle de I .

Le tableau extrémal t est le produit d'un tableau tl et de sa premiere li-
gne ; cette derniére a la forme 2 u s, 0 8 =1I , et ol u est une ligne de

longueur lul = 1J - 1I « Soient Jl la forme de tl , et I2 la partition de

n - s qui est le multidegré du tableau t2 = utl .

Dlaprés 5.6, la charge de t2 est égale & tv - |u| = ¢ et, comme on le sait,

sa forme appartient a Jl ® Iul .« On voit que cet ensemble contient une partition

minimale unique K définie par
1K = 1J1 + lul (=27 + }ul)

iK = iJ. (= (i + 1)J) pour i =2,

1
3 . z ZZ ZE: s . z Vd by
et on calcule facilement que la différence 112 - 1K est précisément égale & c.

Utilisant 1'hypothése d'induction, on en conclut que t2 est le tableau extrémal

de l'ensemble T(12 , K) .

Consid.rons maintenant un autre tableau t' de T(I , J) . On a encore

S
t! = ti a u', ou ti est un tableau de forme J, , et u' une ligne de méme

longueur que u ; le multidegré du tableau té = u'ti est encore 12 , sa charge
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est t'v - |u] , et sa forme K' est contenue dans Jl ® lu! .
En raison du caractére extrémal de K , on a
tv - Jul >t'v - |u] quand X' #K

et, dans le cas contraire, la méme inégalité est satisfaite en raison de 1'hypothése

d'induction. Q. B. D

s 7/
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