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EQUIREPARTITION ET ZEROS DE LA FONCTION ZETA

par Georges GRISO

(d'apres E. HLAVKA [17])

Soit (p ) = (V + iy ) 1la suite des zéros de la fonction zéta de Riemann (sulte
ordonnée y; € Y, € esoo Sy, - . ). RADEHACHER a ddémontré ([3], p. 454-455),
utilisant la conjecture de Riemann, que, pour tout entier positif =z , la suite
(1/2n)yn log z est équirépartie modulo 1 (le cas z = qk (kezZ, q premier)

est particulidrement intéressant).

La démonstration de RADEMACHER s'appuie sur le résultat de LANDAU [2] : Pour tout

’ k .
réel x>1, x=4q ( q premler),

e p )
(1) xn o —~%% log q + 0(10g 1) ,

et, quand x n'est pas une puissance d'un nombre premier,

P
at n N *
(2) Tt o) , o =T g

-k
(L'estimation du O ne dépend que de X ). Quand 0 <x <1 ouquand X =g

(x 21, q premier), on doit multiplier le premier membre de (1) et (2) par x

pour obtenir un résultat analogue.

On va montrer maintenant que le résultat de RADENMACHER est encore vrai sans uti-
liser l'hypothése de Riemann. Pour cela on utilise un résultat de SELBERG ([4],
théorsme 9.24) 2* |B - (1/2)| = o(T) , et 1'estimation de N(T) [4] :

_ _ T logT
N(T) = Zb<yn§m_1 = —=+ o(T)
Alors, il suit de (1) et (2)

P
1 5% n _ 1
N(T) 2 x = O(1og T) ‘

D'autre part, nous avons IB l <1 et

n
(3) |x1/2 - XBI < xB log x (B - éJ <x logx iB —-%I , pour lBI <1l.
Donc
(1/2)+i B +i B
B T e ey e 62 R ex dos x T Ip, gl = 0D
ce qui entraine
(1/2)+iy | i
1 n 1 1
(T x =057 °* Wy o O(log T

. h
3oit maintenant z réel (>1). On pose x = 2 (h 2 1), alors il s'ensuit,

dtapres ci-dessus et le critdére de Weyl (e(@) = exp 2ima), que, pour la suite
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g(z) = (gn(z)) = ((l/ZW)Yn log z) , on a :

¢
—T_7 > e(hg ) = O( m) , avec 0 < Y, T,
d'ou la suite €E(z) est Squirépartie modulo 1 .
En dimension s (s > 2), nous avons
- 1 S .J
S(Z) = (gn. g eee grl) ’ g =-"' Y 10g z] ’ Z = (Zl 9 coe o ZS) ’
aVeC  Zy 4 eee 5 B multiplicativement indépendants. f .
On pose, pour tout (hl ), eee hs) £, ... ,0), x= zll.z22 cee zss .
Ona x# 1, daprés 1'indépendance multiplicative de Zy oy eee 5 Zg e On ne nuit
pas & la généralité en supposant de plus - x > 1 , d'aprés ci«~dessus, nous ohtenons

alors :

. S .

d'ol 1'équirépartiton de la suite &(z) . Le cas intéressant est celui ou les zj

sy 2 e, ©) = o

sont des puissances de nombres premiers distincts.

Nous voulons maintenant évaluer la discrépance Ib de la suite €£(z) . Nous mon-

trerons qu'avec 1l'hypoth®se de Riemann nous avons :

(4) Qp(g) = O(igg ;) ( ¢ constante universelle),
et, sans cette hypothése,
' _ log z

ceci en dimension 1 . Nous obtiendrons un résultat analogue en dimension s
(s 3,2) .

Démonstration des égalités (1) et (2) de LANDAU, - LANDAU part des formules sui-
vantes :

s
Soit Z;;l(an/n ) (o =2, rayon d'absolue convergence), alors on a, pour toute

fonction £ ,
f2+T1 s
(5) 24y4 £f(s) ds - 2im n(x , T)| < P(x) ,

oi h(x , T) =0 quend x >0 h'est pas entier, et h(x , ) = (1/em) (T - Y)ax
quand x > 0 cst entier, et ou :
la |
(6) P(x) = %% 5% 1 , somme étendue aux n # x .
n=1 2
n llog x/n)l

( Y est un réel compris entre 0 et 2 , strictement inférieur a inf Yn ,

(v, >0) ).

Nous appliquons maintenant (5) & la fonction
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On a donc a évaluer :

(6') p,(x) = 2x° P, (x)
avec
(7) P2(x) = Zm p-2m | 1og -%l—l log p .

p #x D

On supvose maintenant x entier, et on décompose P, en quatre sommes

2
(8) =z_l+22 23

oh 2 Zm ,22.—_2 ,23 ’ZA,:Zm « On a :
p =22x x<p <% :x/ 2<p <x P <x/2
¢
_ -2m S log n 2 _ 1
Zl = me>2x5 Cl meggx P log p < Cl n32% n2 <= log x , avec Cl = oz 2°
Ensuite
2 = 2 <c, 2 p‘2mlogp\<C.Z -l-q-g—-ri$0 .
L R . Py S A 3
Soit 22 =2 o . Nous posons pm/X =1+ ¢, alors 0 < a<1.
x<p <2x
Nous avons 1 + & 2 exp(e/2) , donc
5 o
logl)-—— log(l + @) = 25,
ce qui entraine que
Lef <ol dEr. b _.nr (x0Tl
x<p <2x x<p <2x p ((p /x) = 1) x<p <2x P

y . m
X est un entier, onadonc p -x =1, et alors :

Sy 2 16D _of ¥ ep, I lep, ., I lep

x<pB<2x p x<p<2x p2 x<p2<2x p4 x<ph<2x p2n
log 1
=3 22 < 2x[ (m(2x) - n(x)) X4 (n(y2x) - n(Jx)) og X, ...]
x 2x

>3, < AT n(z) - ()

(5= ( 1/n)_log Xy
n=1 n - ‘

D'ou 22 < C4 .
De méme, pour 23 ’

= Z < 2x Z 1o (x ) Z log D

- - <o m_ 28Pcc

x/ 2<pm<X x/ 2<pm<x p2m x/ 2<p <X p2m 4
Hous avons finalement Pz(x) $C; et
_ 2

L'inégalité (5) devient maintenant :
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2+T1 1
§2+Yi x %Té%l ds = 2im h(x , T) + O(x2) (le © nc dépend pas de x ),

k .
ou hlx , T) = -(1/2n)(T - y)log q si x=q ( q premier), ou h(x, T) =0

J xs %%é;l ds

le long du rectangle de somiets : 2+ yi, 2+ Ti, o+ Ti, o+ yi i(a <Q).

dans le cas contraire.

Sl

llaintenant, nous allons appliquer la formule intégrale de Cauchy

Pour T 22, y <inf Y, 0 il vient, de la formule des résidus,

[2+T1 jGHYl ja*Ti r2+Ti _ Z* Py
= Jopyi TYo4yi T dauiy Ty T TS X
On fait tendre « vers - « , ce qui implique
f2+yi r2+Ti % P
. n
az"‘}—myi+J—m+T +2im2 x %,
et
0 ATi o
el h(x , T) 5 oy ¥ g\és) ds + 0(x%) .

Nous avons
2+T1 j 1+Ti 24+T1 J -1+T1i
-7 T ’

'(s) log T
~14T4 i~ 5‘("‘)— ds| g

et
2+Ti g'(s) _ Z _ ) ]
j—l+T1 (Qfs, |Y "T|<l S - ) ds = 0(x" 1og T) .
r2+Ti s
X

lMaintenant, il nous faut regarder les Sn = ds . On évalue 1les Sn

~14Ti s - ol
en intégrant le long du chemin (- 1+ Ti , 2+ Ti) , sauf si T - 1 < Y, <T ou

m

T < Yn <T + 1 . Dans ces deux derniers cas, on remplacera le chemin par des demi-

cercles supérieur ou inférieur.
On a alors & = O(xz) , pour tout =n .
On obtient finalement :
(10) > xpn = -1 y(x) + 0(x° log T)
ot ¢(x) = (1/2m)log q , quand x = qk , et y(x) =0, quand x # qk ( ¥ entier,

q premier).

TURAN a démontré qu'on pouvait améliorer (10) en remplacant x2 par x 1og2 X

dans le O .

Nous utilisons maintenant (3), et le résultat de SELBERG pour obtenir

. (1/2)+4 o i .
2 x “Tn = =T y(x) + o(x% 1) , et 2 len = =T &%§% + O(x3/2 T)
x

Calcul de la discrépance. - Nous avons

Dyp(8) = supy ey & iy(g) - A(@)]

o d est un intervalle de I = (0, 1( ou un pavé de 1° la fonction carac-

y  ig
téristique de & et A(8) 1la longueur de 3 ou le volume.
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On se servira de la formule de ERDOS-TURAN-KOKSMA :
%

(1) 25(8) § €+ g B () 1T, o 2(0) = gy T el )
h appartenant au réseau ,g (s >1), il = max[hj] , et R(h) = ﬂ?:l max(lhj|,1)

. . h .
Noug posons maintenant x = z ( n entier non nul), nous obtenons :

3h/2

. n
(i2) Z(n) =-1 -zﬁ%g—%7§ + OCEﬂf—~) ’
) Z

avec 1'hypothése de Riemann, et sans supposer cclle-ci, nous avons

3n/2

h
(12") Y@):-Tﬁﬁiﬁg+oq%T).

Avec s =1 dans (11), il vient, avec (12'),

JSn/2
Dy () € ¢, + 05 Fogm) -

On a Z%:l z3h/2/h = O(ZBM/Z/M) . Donc

M/2

' 1
DT(g) = O(l T og T m)
Posons M = [(2/3) x (log log T/log z)] + 1 , on obtient :
log z
(13) Dr(g) (log log T *

ivec 1'hypothdse de Riemann, nous prendrons M = [(2/3) x (log T/log z)] + 1 , si

z # qk ( q premier), et nous obtenons :

) log =z

1 —_ — e
(131) D (8) = o(f5ss) -

h/2

Si z = qk ( g premier), T@(zh)/N(T) z = 0(1/1log T) , on obtient alors le

méme résultat que (13).

En dimension s (s > 2), nous avons de nouveau des entiers Zy y ees 5 Zg mul-

tiplicativement indépendants. On pose
h h

x(h) = 2" x oou zss , h=(n , «c., b)) #0,
Nous avons alors :
(14) S(n) = - 7 —txn) 0£9223
N(T) Xl/z(h> lﬂg T ’

ou O est en 1/log T sans 1'hypothdse de Riemann, et en 1/T avee celle-ci.

Un calcul rapide nous donne

log(zl ces zs)

Qf(g) =0 log log T ?

sans 1'hypothése de Riemann, et, avec cette hypothdse,
log(zl ces zs)

D;(8) = of Tog T )

Les résultats obtenus semblent mauvais, nous verrons que dans les deux cas, et
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donc méme avec 1l'hypothése de Riemsnn, il n'en est rien.

. . m
Pour cela, faisons maintenant z =q , et montrons que

DT(Q(qm)) 2-% K(T), ou XK(T) = y(q) q'(m/z) Tgéﬁf o(q 3m/2 1)

Nous allons nous servir de 1'égalité :
1 1
exp 2imx = 1 - 2im J_exp 2imt dt = 1 - 2im j (exp 2imt) i,(x) dt ,

ou it. est la fonction caractéristique de 1'intervalle (0 , t( . En prenant la
partie réelle, et pour x = gl gy sse g g y ess 5 On obtient :

1
ﬁr—y-z cos 2n5n -1 = 2n‘j sin 2nt(—z—7-z i (g )) at .

Posons &(t) = (1/n(T)) Z lt(gn) -t ., Il vient

* 1
mlﬂz cos 2mE = 2m fo sin 2mt 3(t) at .

Cn a :
r1 1/2

J1/p ein 2nt 3(5) at - .y

. ~r1l
o sin 2nt @(§-+ t) dt .

On obtient alors, en posant
1 - 1 #* 1 1
A(t) = 8(§'+ t) - d(t) = ETﬁT'Z l([t 9 t +'§( 9 gn) - E‘,

" lr1/2
- T 2 cos eng = 2w, ein 2mt A(t) at

1 e .
= _-ETTT 2" cos 2ﬂ§n.s 2 SupOStél/Z Iu(t)l at .

&

plus, on a

~~
—
\2l

~

Supo<t<l/2 'A(t)l D (g) ’
d!'ou fihalement
oo 1
0p(3) 25 k(T) .
De (15), on déduit qu'il existe un t dans (0 , 1( tel que
(16) A(t) a-;-K(T) X

Pour ce t , on considdre - &(t) = (t, (1/2) + t) et son complément
B(t) = (0, tC u)(i/2) + t, 1(, tous deux de longueur 1/2 . Nous avons

M) = gy & ala(e) , g)
MB()) = grry & 103(%) , ),
et trivialement
Aalt)) + A(B(%)) =
et de (16), il s'en suit

Ma(t)) = A(B(t)) = (D)



2307

Donc il se trouve dans 4(t) eu moins c(q) T termes de la suite £ de plus

que dans B(t) , ceci quand T est suffisament grand ( C(q) ne dépend que de Q).

On peut aussi comparer la suite g(qm) avec la suite g(z) ( z n'est pas un
entier de la forme q ). Posons x, = in(qm) , ety = gn(z) . On a alors
rl .
FTHT-ZT(COS 21X = COS 2ﬂyn) = 2T JO sin omt J(t) dt ,

N

v 5() = (1/u(r)) T [it(xn) - it(yn)] .
Posons a(t) = (1/n(T)) Z#(i(A(t) ) xn) - i(alt) , yn)) . On aboutit &
- ﬁ%TT Z%(cos emx - cos Zﬂyn) <2 SUPGcpgt /2 |&(t)|

Et donc ici aussi, il existe un t tel que 1tintervalle A(t) de longueur 1/2
posséde C(q , z) T termes de la suite e(q") de plus que de termes de la suite

£(z) . ( C ne dépend que de q et z ).

We SCHMIDT a démontré qu'on peut de fagon analogue comparer g(qm) et g(qf) ,
quand

~(w/2) S qI(Z/Z)

log q log q -

On peut maintenant relier tout ceci aux trois remarques suivantes ¢
10 RADEL.ACEER a conjecturé que (16) est vrai pour t = 1/4

20 On peut donner une estimation plus faible de (4) et (41), quand 3z est un en-

tier algébrique ;

30 4vec des séries L comme les fonctions z8ta de Dedekind, on peut transcrire
7 . m 3 . m
tous ces résultats. Les cas d'exceptions (q y q premler) deviennent N(q ) ,

ol q est un idéal premier d'un corps de nombres.
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