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Séminaire DELANGE~PISOT-FPOITOU 42-01
(Théorie des nombres)
19¢ année, 1977/78, n° 42, 8 P 29 mai 1978

UNE NOUVELLE APPLICATION DE LA.MéTHDDE DE GEL'FOND

par Peter BUHDSCHUHR

Dans son article fameux, C. L. SIEGEL [6] a indiqué sens démonstration le résultat

suivant.

THCOREME O (SIEGEL).

(i) Soit y(x) une fonction algébrique de la variable complexe x , régulidre au

point O , et définie par une équation & coefficients rationnels,

(x :
(ii) Supposons de plus que la fonction A(x) := JO y(t) dt ne soit pas algébrique.

(iii) Soit & wun nombre réel positif quelconque.

Si teQ avec §#0, dlg) g4, nle)gn (ob ¥, 0eN:={1,2, ...})
est tel que 4(g) € @, d(a(g)) <

(0) lg| > v exp{- (1og 1)

£ , alors on a 1'inégalité

(1/2)+e} .

Ici y >0 ne dépend que de ¢ et de ¢ .

Pour o€ Q , nous notons d(a) (resp. h(a) ) le degré (resp. la hauteur) du nom-
bre algébrique o . Remarquons que, pour démontrer son théoréme, SIEGEL a évidemment
appliqué sa méthode pour 1'indépendance algébrique des fonctions E aux fonctions
G . Comme le montre la condition (ii) ci-dessus, le cas ou A(x) est une fonction
algébrique, est exclu, et la nécessité d'une telle exclusion provient de la méthode

de démnounstration employée par 3LEGEL,

Dans deux articles récents, T. SCINEIDER ([4], [5]) a essentiellement traité ce
cas exclu par SIEGEL. Ici nous donnons d'abord une légeére amélioration et générali-
sation des résultats de SCHNEIDER. Pour la démonstration de notre énoncé, nous n'ap-
pliquons plus sa méthode d'interpolation, mais tout simplement la méthode de

GEL'TOLD (voir par exemple [7], chapitre 3).

THEORMME 1., - Soit v(x) vérifiant la condition (i) du théordme O et de plus de

degré q . Soient h := d(y(0)) , et M, £ e} . Il existe deux fonctions positives
~ ) .
c, = ci(ﬂ) , i=

'L 9
(el , v(8)) : @l <4, n(g) <M, alors on a

2 , ayant la propriété suivante : Si ¢ E,@ , T#0,

(1) el > c, exp{- %% log it - 02(log H)l/2} .

Remarquons d'abord cue 1l'on est évidemaent intéressé par le cas o M est crois-
sant, comme d'ailleurs dans le théorime O, De plus, une inégalité bien connue mon-
. - - / -1 z . .
tre que, si £e€Q, E#0, alors |g] > (1 + n(g))™ . On déduit de ce fait que

la minoration (L) pour Igl n'est triviale que quand hg < q .
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En prenant h = ¢ =1 , on déduit une 1égdre amélioration du résultat de [4].
D'ailleurs 1'exenple de [4] (Bemerkunz, 1°) wontre que la minoration (1) est essen-
tiellement la meilleure possible dans ce cas particulier.

>

En prenent h = 1, en choisiscant pour K wun corps de nombres avec [K.:.Q] =: &,
et en supposant € , y(g) eK, €#0, on déduit du théoréme i une amélioration
du résultat de [5].

Signalons finalewent que notre méthode de démonstration du théoréme 1 donne sussi

1'énoncé suivant qui doit étre comparé avec le théoréme O.

THEOREME 2. - Soient y(x) et A(x) comme en (i) et (ii) du théordme 0. Si

EeQ avec €#0, d(g) 4, n(g) <u est tel que A(E) e 3, da(a(g)) <2,

n(A(g)) <¥ , alors on a 1'indgalité

(2) |l 2 ¢ exp{~ c,(log M log log H)l/z} ’
ou ¢, = ci(z) >0 pour i =3, 4.,

Wous remarquons que (2) est un peu meilleure que (0), mais (et c'est grave) nous
devons imposer (contrairement & ce qui se passait dans le théoréme O) une condition
sur la hauteur du nombre A(E) supposé algébrique. Dans cette condition
h(A(g)) S H , on peut reuplacer M par une cortaine fonction de I de croissance
plus rapide, mais il semble qu'on ne puisse pas renoncer complétewent & une hypo-

these de ce type, si 1l'on utilise la méthode de GEL'FOND,

1. Deux lemmes analvtigueset quelques remarques arithnétiques sur les fonctions

algébrigues.

Les deux lemmes que 1l'on va démontrer ici donnent des majorations pour 1'ordre
d'un zéro de certaines fonctions auxiliaires que nous allons utiliser pour la preu-

ve des thdéorémes 1 et 2.

Supposons que les polyndmes QO g ese Qq 1= Q[X} (pour 1'instant non cécessai-

rement dans Z[X] comme dans les théordmes), avec q > 1 , sont premiers entre eux

et tels que Qq # 0 et que le polyndue

AY) == 28 . Yj
soit irréductible sur le corps gﬂX) . Supposons de plus que 1l'équation
(4) Zgzo Qj(x) v(x)? =0

définit notre fonction algébrique y(x) de degré q « Tout xe€C , avec

D(x) Qq(x) #0 , s'appelle point régulier de y(x) . fci, D E.Q[X] est le discri-

minant de Q(Y) ; il est non nul d'aprés nos hypothdses (voir par exemple [1]).

. . . +
Pour les deux lemmes, nous supposons Xy € C et telkR u {+ ©} tels que y(x) ,

définie par (4), soit régulidre dans le cercle

Ux)) s={xeg; |x-x]| <%},

N

ou t peut &tre supposé maximal.
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LEMME 1, - Soit

p,~1 p;-1 . .
; 51 2 i3
(5) 8(x) := 2.0 Zj:O c; % y(x)¢ ,
avec p; , P, € N, Cij € C . Alors on a ou ¢ =0 ou
- , ) .
(6) z%eut(xo) ord_ ¢ < {p, - 1)q + (p2 - 1) maXy sy deg Qj

Remarquons que 1'inégalité (6) est vraie, quelle que soit celle des g-branches
y(x) de hotre fonction algébrigue jue nous choisissons pour (5). Par exemple, dans
le cas P, = @ que nous allons considérer plus tard, on voit facilement que la ma-

joration (6) est la meilleure possible : On peut construire unc fonction . & £0 du

type (5) avec ordX ® = P, 4 - 1 . D'autre part, en prenant max deg Q. = 1 , nous
obtiendrons P, q - 1 comme borne supérieure pour ordX ¢ dans (6).
0
Démonstration du lemme 1, - Soit ¢ # C , et définissons
p.-1 .
YA | .
Pj(X) t= Zizo Cij X, pour j=0, «c. , P, - 1

ainsi que

(7) P(Y) := Z?Q-l poyd .

Les Pj n'édtant pas tous nuls, nous avons P # O . Nous formons la résultante
Re(C[X] de P et Q, Q commeen (3):

(8) R

Il

. . P, = 1
Q e o QO

q
Si on avait R = 0 , alors P(Y)

Q(Y) auraient un facteur, disons T(Y) en

’
comuun dépendant cffectivement de Y . Nous aurions
(9) P(Y) = 7(v) »¥(1) , a(y) = 7(¥) Q°(¥) ,

on F , P¥ R Q* sont des polyndmes non nuls en Y & coefficients dans QKX) .
Comme Q(Y) est irvéductible sur C(X) , on trouve un polyndume Q" e c(x) tel que
Q¥ p(Y) = Q(Y) P*(¥) , daton, en vertu de (4), (5) et (7), on conclut Q*(x) a(x) = 0.

Cela montre & =0 , d'ou la contradiction voulue.

De (4), (5) et (8), on ddduit



P (x) . .. PO(X) o o . yq_l(x) &(x)

(10) 0 # &(x) = =2 a(x) alx) ,

Iy
o A est holomorphe en Uf(xo) ; dtolu ordX ¢ < ordX R , pour tout x e Ut(xo) .
Grace a
ord. % < 2 )
~ <
xeut(xo) X Xeut(xO) ordx R & Xeg-or'd R =deg R,

on obtient (6) par une simple majorotion de deg R eon utilisant (8).

Pour le lemme suivant, nous définissons

Alx) := jz v(t) at

0

dans le cercle U \XO) , et nous supposons gque A(x) n'est nas algébrique.

LEMME 2. - Soit

p,-1 p,-1 p, -1 . .
_y1 2 3 1 (g ok
il ijo 220 “ijk * r(x)° alx)”

(11) 3(x)

avec 12 Poos p3 € N et Cijk € C quelconques. Alors, on a ou ¢=20 ou
(12) ord_ &< y(p1 + p2)pB , pour tout x e ﬂ%(xo) .

Ici, Y >0 ne dépend que de x, , x; et de la fonction y(x)

Démonstration. - Si ¢ # 0 , on définit

=1

94.2 b

ainsi que P(Y) par (7). On continuve ensuite comme dans la démonstration du lem-

me 1 , sauf que nous avons R e Q[X , Z] en (8). En supposant R = 0 , on retrou-

N

ve (9), nais les polyndues F , P* , Q¥ en Y sont 2 coefficients dans C(X , Z)

et, sans perte de zénéralité, on peut méue supposer ces coefficients dans ([X, Z] .

Or, en raison de (3) et de la décomposition de 72(Y) en (9), on peut dire :

et

Q" sont des polynémes ( F non constant) en Y & coefficients dans o[Xx] , et de

12 on raisonne par 1'absurde, comme plus haut, d'ou R # 0 .

En reuplagant (X , Z) par (x, a(x)) , dans notre nouveau R , du fait que
A(x) n'est pas algébrique, on déduit de (4), (11) et (13) de nouveau la formule
(10) souf que 1l'on doit remplacer les anciens R(x) (resp. P (x) ) par R(x, A(x))

(resp. Pj(x , A(x)) ). Cela entraine ord ¢Lord R, pour tout x

1 1 L

e U (x )
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et pour majorer ordX R on utilise un théoréme de W. D. BROWNAWELL et D. W,
1
MASSER [2] qui implique directement (12), apr®s les deux remarques suivantes : De

(8) et (13), on déduit
—j_ - d ( < "’l L]
degy R < (p; = o+ (p, = 1) nax deg Q; et deg; R s (p3 )a
D'ailleurs,en raison de (4), y(x) satisfait & 1'équation différentielle
j . j-1
(14) 710 = (T ) @/ (@ e v

ou le dénominateur ne s'annule jamais dans ut(xo) , Sinon on aurait, pour un tel

Xl,

2%20 Qj(xl) Y(Xl)j =0 et Z%:l j Qj(xl) Y(Xl)j—l -0 .

De 14 on pourrait conclure D(xn) Qq(xn) =0, et y(x) ne serait pas régulier

au point =x, , en contradiction avec notre hypothése générale.

1

Pour le reste de ce chapitre, nous imposons Qj e Z[X] dans (3), comme nous

1'avons supposé dans les théorémes. Si nous désignons encore par y(x) une branche
quelconque de la fonction algébrique, alors y(xl) € Q , pour tout X elé n ut(xo)

et, de plus,

L (w)
(15) an(xl) =Y (xl) e‘g(xl ’ y(xl)) (n=0 y Ly eed)
en raison de (14). Maintenant le théoréme généralisé dA'BISENSTEI nous garantit
1'existence d'un T = T(xl) € N tel que Tn+l én soit un entier algébrique pour

w=0, 1, «.. Finalement, sous nos hypothdses, on peut montrer (voir les indica-
tions dans [3]) 1'existence de deux constantes positives Y; » Y, ne dépendant que
du degré de x, € Q telies que

(n+l)

(16) ) s (y BER et TG e Gl € (v, 5y ) 2

pOU.I‘ X=O,l,--.

2. Démonstration des théoremes.

Selon nos hypotheses, le nombre x., du chapitre précédent est égal 3 0 . Si

0
nous posons to :=min(l , t) , ob t a &été défini avant le lemme 1, on voit que
si |g| ;.(l/B)tO , alors (1) et (2) sont démontrées. ('est pourquoi nous supposons
dés maintenant

(17) 0 <lgl <3t .

Démonstration du théoréme 1,

Pas 1. - Avec p, S1 5 82 € N, qui seront choisis convenablement & la fin (voir
(25)), nous construisons une fonction auxiliaire (5), avec Py =P, Py=0,

cij € 2 ( cij non tous nuls, mais tous pas trop grands), telle que

(18) @(S)(o) =0 (0gs< sl) et @(S)(g) =0 (0gs< sz) .

Ces conditions sont équivalentes a
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. min(s,i) . . : J
(19) 0 = _S];T @(b)(Xl) = Z C. . § (;)X:;:—o‘ Z ﬂ a)\ (Xl) ’
) i, T 0=0 Kl+...+hj:s~3 =1 "2
ou X, est égal 3 0 ou €, s comme dans (18), et ak(xl) comme dens (15). Si
d, := dén(xl) , le nombre
(20) dlf T(Xl)3+q Z?ig(syl) e Qlx, , v(x)
est entier sur Z , et sa maison est bornée par
pre.(s+q)
c§+q (pour x, =0 ) , resp. c£+s o (poux X, =§ ),

en raison de (16) et de h(g) <M . A partir de maintenant Cg s Cg oy ene sont

positifs et ne dépendent que de 4 . En supnesant encore
(21) pq 2 2(8, h+35,4),

une forme modifiéde du lemme de SIEGEL concernant des équations linéaires homogénes

& coefficients algébriques (voir [ 7], p. 32) nous garantit l'existence de pq nom-

bres c;y comme indiqué avant (18) tels que

(22) | ( bl+q)nsl/(pq—slh—82z)( p+S2 wp+c7(02+q) ESz/(pq—olh—bzz) o
'Cij < 2 chs ch6 w1 ) =e ’

pour i =0, «o. , P=13%3 J=0, eee -1,

Pas 2. - Par construction, nous avons & # 0 . Soit Q(S)(O) # 0 , mais
@(S:(O) =0 pour 0<s <s ~1. De la deuxidme équation (19), on voit que

0#73 := (l/EQ)Q(S)(O) € Q(y(O)) , et de plus, de (20) on peut conclure que
0 # 6 1= T(O)S+q 3 est entier sur Z tel que
(23) 1< ]3] ef(eo)™

avec le C de (22). Cela nous donne une minoration pour ]3] , et nous allons main-

tenant chercher une majoration.

Pas 3., - La fonction
- =5
F(x) := 3(x)x  (x - €)
-3

est holomorphe en |x| <t . D'ailleurs, on a F(0) = 8.(- E) 2 d'ol, en vue du

principe du maximum et de (17),

S S
3 = 12015 * < 18] 2 max),

:(2/3)1;0’1?(}{)!
< lel 207 (2 2 o]
< | € -2—%- to maXIX!'—‘(2/3)tO d(x)| o

De (5), on voit que le dernier max est borné par cg C' . D'ou 1l'on déduit,
grace a (23),

S 3c, = S
3 h
(24) 1< gl ? R)° (D) 2P ot
0 0

Par construction, nous savons que s Z.Sl , ce qui ne pourrait pas nous aider, si
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nous n'zvions pas la majoration s <pq + ey de (6). Maintenant, (24) entraine

_p/,j‘ —h/S
_ 2 2
le| > 3 ty © c .

L'indgalité (1) s'ensuit en remplacant C dans (22), et en choisissant

(25) S, =8,=

[ 93]

€ N quelconque, P = s[ (1og N)l/Z]

de telle manidre que (21) soit ecusci vérifide des que 1 est assexz grandT
Démonstration du théordme 2. - svec p , T , S, , 82 € N , on construit une fonc-

tion (LlL), avec Py =Py Py=0; Py =T, Cy € Z , telle que (18) soit véri-

fide, ce qui équivaut &

) (S) s min(i,o) S\ it J
(26) 5% (Xl) 1yJ,k Cle c=0( =0 T A +...+k =0-T z=1 aka E

#{nk|o _O k
X > A(Xl { l }

O, +eeot0, =8~0 n
1 k o

n

I =

1
s % —1<Xl) :
1 " n

1

WV

Si D1 t= dén(A(xl)) , ol A(Xl) est supvposé algébrique, alors le nombre

(27) df Di T(xl)s+q s §§=o coe e.g(xl , y(xl) , A(xl))

1]

o
0, <35, ,

i, . c . 1
est entier sur Z et za maluon est bornée par S i 013 , pour X 1

1
TS p+c
2! o, 2 15 ey pour x; =§ , 8 < 32 , ou H := h(a(g))

vue de [Q(g , v(g) A(E)) : Q) < qzz , et en supposant

1

resp., par S

2
(28) par 22(8, h+ 5, a47) ,
on voit 1'existence de pgqr nombres cijk € Z , non tous nuls, avec
s, 1S,/(par-h3 -q0s 5)
1 /
(29) ey ) < 2(par 511 ¢y 1 L
2 o 2
L TS, preg S, Al 8,/ (par-hs,-q47S,)
x (pgr Syt ey i H) =: C,

pour i=0, oo ,p~13 3=0, «oo ,g-13 k=0, oo, r -1 tels que

la fonccion auxiliaire (ll) satisfasse a (18).

- Y 3 2 ¢ -
De nouveau, on a ¢ £0 , grice & la construction et au fait que A(x) n'est pas
une fonction algébrique. On définit s et 6 comme ci-dessus, et on pose

.= 7(0)°" 51 5 .
Ce & est un élément non nul du corps Q(v(O)) , entier sur 27 , et vérifie
. ,h h—.:.
(30) » 1< |3 567 o lpr ©)

avec 1lc C de (29). Snsuite on continue comme auparavent sauf qu'il faut majorer
| o(x)]| < c?;“ ¢, pour |x| < (2/3)% o 4 cause de (11), et utiliser s < c g BT
(voir (12)). On conclut

—h/SF -C pr/S
, 19
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d!'ou finzliement

. ) log i  log H 3 S M
(31) - loglg| < -—- 1og pr + —— T log S + or log 1 4
en supnosant S 2 =S et (pr/3) — ®» aveec ¥ —> + @ (ce qui implique

d'ailleurs (2&)) La constante implicite dans le signe < de la formule (31) ne dé-

pend cue de ¢ .
En choisissant

S = [(1og l) 1z “1, p=r=[(log M)l/g (log log M)_l/4] ’
4,

/
on voit que - loglgl € (log M log log M)1’2 , pour log H<c log kM(log logH

20
d'ou le théoreme 2.
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