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REPARTITION DES NOMBRES LARGEMENT COMPOSES
par Jean-Louis NICOLAS
Surmary. = An integer n is called largely composite if m & n == d(m) < a(n) ’
where d%n) is the number of divisors of n . It is proved that the quantity Q§(X

of largely composite numbers less than X , is, for X large, between exp(log X)?
and exp(log X)° , with 0.2 <a<b<0.5.

Désignons par d(n) le nombre de diviseurs de n . RAMANUJAN [9] a appelé haute-
ment composé un entier n vérifiant
m<n =—=d(n) <d(a) .
Hous dirons que n est largement composé s'il vérifie
m<n == d(m) <dln) .

Désignons par Qh(X) (resp. Qz(X) ) le nombre de nombres hautement (resp. large-
ment) composés < X . On sait qu'il existe (cf. [2] et [7]) deux nombres réels c

et c¢' vérifiant 1,125 < c <c' tels que, pour X assez grand, on ait
c c!
(log X)7 < @ (%) € (10g X)°

et on conjecture que

lim o8 &, LT
X-» log log X ~ log 16 ~ ? ¢

Nous allons démontrer que Qz(X) est beaucoup plus grand que Qh(X) .

THEOREME. - I1 existe deux nombres réels a et b vérifiant 0,2 <a<b<0,5

tels que, pour X assez grand, on ait

exp(log X)* & q,(x) < exp(log X)° .

)
On peut conjecturer que
log log QL(X)
liqum log log X

La démonstration de ce théortme repose sur les propriétés des nombres hautement

_ _log 30
2 log 16

=1 = 0,387 .

composés supérieurs que nous rappelons au § 1, sur un theordme de Selberg (concer-
nant les nombres premiers dans 1l'intervalle x , x + x' ) que nous redémontrons au
§ 2. La minoration de QZ(X) fait 1'objet du § 3. La majoration de QL(X) , donnée

au § 4, utilise les méthodes de la majoration de Qh(X) dans [7].

1. Nombres hautement composés supérieurs.

On dit que N est hautement composé supérieur, s'il existe e >0 tel que, pour
tout entier ¥ , on ait
a(m) _ a(w)

-~
. €
ME I

«Zy
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Un %el nombre est hautement composé :

No< N == d(it) < (T; ¢

Propriétés (cf. [¢], § 32-34, [6], [7]):Etant donnd e, 0 < e < i , il existe un

a(n) < a(w) .

nombre hautement composé supérieur associé & ¢ dont la décomposition en facteurs

ay i
premiers Ns = ﬂk A est donnée par
(1) a, = 1/(A® = 1)]= partie entidre de 1/(A% - 1)

€a
(En effet, pour maximiser le produit r&((ax + 1)/A X) , on maximise chacun des

facteurs).
On attache & N 1les nombres

(2) SV x - Log(ivl/i)/log2 _ () | l/k)l/€
On a alors :

—— = === <
(3) (xk-{—l <A< Xk) = (a)\ k) > (Xk+l £AL Xk) ’
(4) log N ~x .

Soit 10 le plus grand nombre premier divisant W , et Pl le nombre premier
suivant Py . On a pl.s x < Pl s et le nombre hautement composé supérieur suivant
N est inférieur ou égal i NP1 .

On a également

. log(l + 1/k)
RS & ES log A ‘

I1 est commode de poser, pour k > 1

.log(i + 1/k)

Fo={ oz X » A premier} et 8, = L5>k Fj .
On définit
+ . -
(5) % = lnfa?e,ae% @ et g = “WPice,aeq ¢ ¢

k 77 k
Soit e >0 fixé, et Ne un nombre maximisant a(N)/N® . On définit, pour M

entier, le bénéfice de M (bén M) par rapport & N et ¢ par

- a(n a(m) a(w) N
M = — —— - —
(6) bén M = log - log o = log-angy e log T e

D'aprés la définition des nombres hautement composés supérieurs, on a toujours
bén Ml >0 et, si M = T& A A , On a

{7) bén N = > bén, M
A premier
avec
a\ + 1
ben}\(h) = logb—}\-—:_—-l— - e(ah - b)\) log A .

On a, pour tout A premier, bén, {1 20 , d'apres (1).

Compte tenu de ce que, pour bk a.ax ’
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b>\+l a)\+2b-a

a}\+l$(a7\+l * >\’
on a
(8) bén, M > (b)\ - a)\)(e log A - log(1l + E—)—\-é——l—)
> (b)\ - ak) log Ae - E;)\+l) .
On a de méme, pour b}\ <ay o,
(9) bén, 1 2 (a, - b,) log A( e“; -€) .

A

LEMHE 1. - Soit 1 >0 fixé. Pour tout x € (€, 2¢) , excepté pour un ensemble

-l- z Z_ . . 2
de mesure O(E n) , le nombre hautement composé supérieur N , associé par (1) 2

¢ = (log 2/log x) , vérifie la relation, o n' désigne le nombre hautement compo-

sé suivant N ,

1 2
(10) PN—>’1+'(—_—'£)—§:2—T]’ avec e:-]-'—({f—gié—:=0,585 .
log N .

Démonstration. — Ce lemme généralise le théoréme 8 de [ 6] (p. 174). Pour
E<x<2, ona (log 2/log E) > e = (log 2/log 2§) . Considérons les éléments
ce P, a>=(log 2/log 28) . On a

k
_ log(l + 1/x) log 2 . log(1+1/k)/1log2
= 10g A >I 10{53' Zg X7 A < (25) .

I1 y en a au plus (Zg)log(l+l/k)/1og2 , et, pour k > (log 2¢)/(log 2)2 , il n'y

en a pas. Posons

log 2 . log 2,
o i~ Wy o
Tog € © % ?Tog 28)

02

Ao =f{ae 5, ;

Card b < ((;og2§)/(10g2)2)(2g)1og(l+l/k)/log2 _ o(e?) .

(=

Autour de chacun de ces @€ A_. , on met une zone interdite [oz -4, a+ L] ’

—9-2T, 5

avec 4 = § . La mesure de la réunion

Zg,z=UaeA§[a-J , A+ 4)

est donc O(E-Zn)

L'image de Zg 4 dans l'intervalle [§ , 2§) par l'application ot+—> 21/0:

] - -
aura une mesure 0(§1 21 log2 £) = O(gl n) . Choisissons x en dehors de cette ima-

ge. On aura alors ¢ = (log 2/log x) ¢ ZE,J& , ce qui implique, d'aprés [5],

€+
2

Posons maintenant n' = (r/s)N avec (r , s) =1, et considérons le bénéfice de

- €24 et s—£;>,;3.

n' par rapport & ¥ et e . On a 1'une des trois éventualités :

1 r a un diviseur pr-mier A vérifiant ay 2 1 : on aura, d'aprés [9]
) =

bén n' > (log N)(e - &5 4 log 2
2° g a un diviseur premier u vérifiant a =2 : on aura, d'aprés [10],
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bén n' > (log p)(é; - €) 24 log 2 ;

3¢ nt!' stécrit
P

c_FiTe e B
- ’
pl p2 oo e pj
ou P P2 7 ees o P me divisent pas N , et p, , Py, eev Py divisent N
avec l'exposant 1 . Cela donne
. 1
log %%)-)q (k - j) log 2 > log 2 , puisque d(n') > da(N) .

Dans les trois cas, on aura, par (6),

’ t
elog%—: log—g-g—l\r-}-)—)+ bén n' 2 4 log 2 .

Clest-a~dire

n' n' log x _ log x
= - = > . = > .
- 1 >log {24 1og X = =55y _+20

g

Et, comme, par (4), x ~ log N , cela achdve la démonstration.

Remarque., - En utilisaht le résultat de Fel'dmann [3], il existe deux constantes
c et un telles que l'on ait
|v9 - u] a-f% , pour u , v € Z .
v

On peut remplacer dans (10) © par u8/(; + 2) . Il suffit pour cela de rempla-

cer dans la définition de A§ y S, par 83 et dans les deux premidres éventuali-
tés de considérer a > 2 , puis au >3 o M. WALDSCHI{IDT m'a communiqué pour u
60

la valeur 2 .

2. Un résultat de A, SELBERG.

LEMHE 2 (cf. [11]). = Soit ¢(x) = E:m log p la fonction de Tchebychev [Cébysev].
Pz _ 8
Lorsque x —> + @, et pour tout T § x5/6 e (logx) (avec 2/3 <86<1), on a,

pour u< 6 - 2/3,

)“) )

r2x 2
%inwy+%-¢w>-%ZW=o§5;wa

Démonstration. — Désignons par N(o , t) le nombre de zéros p =B + iy de la

fonction { de Riemann, vérifiant c <& B <1 et |y| <t . Lla démonstration du

lemme 2 repose sur les résultats suivants, oi ¢ vérifie 0Lo <1

(11) (o, 1) = 0613/ 0) 1.9 4y (e, [57 et [6]),
(12) N(o , t) =0 pour t > t; et o>1-7(t),
avec

1(t) = o108 log |£1)73 (105 [¢1)™/3 (ot [1], ». 423),
(13) N(O , t+ 1) =N(0, t) = 0(log t) (cf. [17], p. 163),
(14) -%N(O , ) =-§ﬁ 1og-2i°1-;--21°ﬁ+ 0(1log t) (cf. [1], p. 166),
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et la formile explicite valable pour t < x (cf. [8], p. 232)

(15) §(x) - x = xP + O( 1og2 X) .

2yl T
On a alors, pour x <y<2x et T 21,
op
e -1
oo -4 = -y T
avec 6 = log(l + (1/T)) < 1/T . Compte tenu de ce que |A + BIZ < 2(|A|2 + iBlZ) ,

yp + OQ% 1og2 x) ,

2x ]
et en évaluant Jx yp yp dy , il vient, en posant
2%
1 j \ 2
Iﬂy+%—WW)—% ay

I==
X X

8p sp" prp'+l
1-0o( ¥ ¥ (E—=heEe—=21 2 PP’ )+ 0(——-10g x) .
lyl<t |y'l<t P p! L+ p+p' £2

Comme la fonction (eZ -~ 1)/z est bornée pour O LRezgl, ona

B+B‘ 2
I-o0( 2 > L ) " o(%-log4 x) .
lvi<t |y'|<t T b

B+B'\ E(XZB 22

2T+ |y -
De 1'inégalité x , on déduit

5 28

4
) + O(——-log X) o
% lyl< ly! l\t ¥ IY =y

On a ensuite, en utilisant (13),

I= o(——

2t 2%
DI +‘T£ — < > Z=o(2 log by - 0(10g® t)
~t<y 1<t vy n=1 n-1<|y-y' |<n n=1
I1 vient alors, puisque t <x ,
2 2 2 "
I = 0(5——225;—5-2 _ XZB—Z) + O(E— log:‘+ X) .
72 ly|<t 2

Evaluons maintenant, en intégrant par parties 1'intégrale de Sticltjes :

1
23=2 J 20-2
S=Z|Y|<tx = - 0 X

a_ N(o , t)
-2 jl 252
= X Ew,t)+()ﬂmg@x o , t) do ,
et en utilisant (i4), (12) et (11), on obtient :

= O(jlig%é;g) + jé—n(t) 2(log x) log9 t e(2loéx-(l2/5)logt)(c—l) do

X

5/6 e~(1/2)(log X)6

S _ o@OEE) , of(10p x)L0-3(e~1(¥)(6/5) (ogx)° _ o~ (6/5)(1080)°y

On choisit alors t = x , cela donne :

D'apres (12),
Cc

(log x)zfji(log log x)l/B ’

n(t) >

on a donc, pour < & - (2/3) ,
_ [
s = o(e~(1o8)Ty

6 6
Comme T & x5/6 e—(logx) , cela entraine T2/t2 < e«(logx) , et 1'on obtient,
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pour tout u< &= 2/3,

2 B
I= O(% e—( 1ng) ) .
T
LEMME 3. - Posons m(x) = p<x 1 . Soit T vérifiant 1/6<T7<1, et p véri-

fiant 0 < pu < 1/3 . Pour tout x € (& R g') , avec E' = £ + £/log € , excepté
pour un ensemble de mesure O(E e-(logg) ), ona:

T x' 4 x"
(16) In(x + x') - n(x) - oz xl < >

log x

et

T T
i < 4 x
log X

(17) |5(x) - n(z - x") -

log2 X

Démonstration. - Si x ne vérifie pas la relation (16), on en déduit que, pour

X assez grand, on a

T
T T 3X
(18) ly(x + x7) = ¢(x) - x| T
D'aprés le lemme 2, on a, en choisissant T = gl"T ,
{‘g' ~ }L
‘ 2 A5 -{1lo
ngw(zm%)-w(y)-%l dy:u(.r-.[‘_ (1088)"y
ce qui entrafne que la relation
r
Wy + § J) - y) - é 1o¥ v

est vérifide pour y e (£, €') , excepté sur un ensemble E de mesure
- g) M
0(g e (Logg) ) , pour tout p<1/3 .8i y¢d E, on a, puisque § est une fone-

tion croissante,

W+ y) 4@ -y <y + g ) ) ey ™y - 9T

vT T( T(g' 3 v
< Tog v T 7 - 1)< Teg y =~ ° “E 1) < logy *
On aura de méme, en choisissant T = g'( "T) ,
(T—l) (T l) y‘T
\ 1 o
4y + € y) - 4(y) - oo

- s\ M
excepté sur un ensemble E' de mesure O(€ e (Logg) ) «5i yéd B , of a

W+ ") -y -y 2y + §'(T-l) y) - y(y) - i‘(T'l) v + (§'(T'l) y-5)
T

.
Y T 2y

> - -

- logy+y(' t 2 T logy *

Ce qui montre que la relation (18) ne peut &tre vérifide que sur l'ensemble
. - (3
B UE demesure m; = o(g e (logg) )
Pour la relation (17), on démontre de méme qu'elle est vérifide, excepté sur un
~(10g9)"
ensemble de mesure m, = o(g e ’ ) en majorant comme au lemme 2 1'intégrale
2%
Yt 2
sd ) = - - F1° ay .

Les relations (16) et (17) sont donc simultandment vérifides sauf sur un ensemble
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de mesure au plus m, + My

3. linorastion de Q%(X) .
Soit T vérifiant 1/6 < T <1 et T >0 . Entre (i/2)log X et (3/4)1log X ,

choisissons un x vérifiant (16), (17) et (10). Appelons et P, les nombres

P k
premiers entourant x

.-.Pk<...<p2 <plSX<Pl<P2<...<Pk<0'l

Choisissons X = [x'/(2log x)], de telle sorte que Pp £+ x et P ZX - x .

Soit maintenant m <K , et

On considére

n(i) =N D
Py Py eee By

o N est le nombre hautement composé supérieur associé & ¢ = (log 2/log x) .

D'apres (2) et (3), Py s Pys eee 5 P divisent N avec l'exposant 1 et Pl ’

P2 g ese PK ne divisent pas N . On a donc d(n<i)) = a(N) , et

3K

laT
p:e

<3 2™

(19) log n(i\ - log N < 1og(x + xT) - i 1og(x - XT) <

pour x assez grand, Comme log N ~x , on aura n(i) <n' , si 1l'on a, d'apres
(10),

(20) 3 X2T-l < %_X~e—2ﬂ :

et ces nombres n(i seront largemant composés. Il y en a 2K - 1 + En choisissant
T=(1-06-3M)/2, on obtient

i a
Q, (%) 3 Ky o plx/210ex] o (10eX) ,

pour X assez grand et pour tout a < (1 - 6)/2 = 0,20752 .

4. Hajoration de Qz(X) .

LEDIE 4, - Soit N et N' deux nombres hautement composés supérieurs consécu—
— /€
X =2

tifse Si € est associé & N , on pose « Il existe Yy >0 +tel que, pour

tout nombre largement composé n compris entre ¥ et N' , on ait bénn < 7Y .

D'autre part, pour tout A premier, les valuations \-adiques de n et N véri-

fient |v,(n) - v, ()| <1 .

La démonstration est la méme que celle du thdoréme 1 (p. 120) et de la proposi-
tion 3 (p. 123) de [7], la distinction entre "largement" et "hautement" n'interve-

nant pas ici.

Soit maintenant, avec les notations du § 1, A un nombre premier . On a, d'apres

(7) et (2)9



4108

a, + 1
bén AN = log-;;1:7§-+ € log A = ¢ log - ,
a,+1
A
ety si a =1,
s X
N a + 1 a
bén — = log B - € log u = ¢ log £,
] a B
"
Si A divise N avec l'exposant a, =k -1, et n avec 1l'exposant k , on a
bénn?,elogL,

"

et d'aprées le lemme 4, si n est largement composé, on doit avoir
€ log-)-\—-s x ¥ y
soit

=Y
(21) A - X < Cl(log x)xk X .

Si maintenant les nombres premiers hl < X2 < eae < hh divisent N avec 1l'expo-
sant k-1, et n avec l'exposant k , on a

h A, h A - X, . h .
bénn>,z elog-—:-L->,e 2—3‘——;\—-—2-—-2 2(1_1)=--
i=1 *x i=1 i i=1 Ay

Si n est largement composé, on a, d'apres (3) et (21), hh ~ X et

bén n £ x Y , ce qui donne

/
=Y
| h < cz,J(log x)xk x !,
Le nombre de choix possibles pour un tel systéme de nombres A, , XZ y ses 5 A

1
est donc au plus

e /( <Y 1clog(1+1/k) '
(cl(log x)xk x—Y) ZV[;;;;;;;__- _ exp(xz( Tog? Y ﬂ)) ,

pour tout T >0 . On obtient la m8me majoration pour le nombre de choix possibles
pour un systime de nombres premiers My oo My s eee s by divisant N avec 1l'expo-

sant k et n avec l'exposant k -1 .
On définit ensuite K par

log(l + 1/(®+ 1)) 1 -y _log(l + 1/K)
log 2 T2 log 2 *

Le nombre de fagon de choisir n' largement composé entre N et N' sera,
d'apres le lemme 4, majoré par

3n(xK+l) K %(IOg(:lL:éé/k)) _Y+n)) 3 e(logN)(((l'Y)/2)+2m

M exp(2 03 b4 < ,
k=1

pour tout T >0 et N assez grand, en utilisant (4).
Comme, d'aprds RAMANUJAN, il y a 0((log X)/(log log X)) nombres hautement compg-
sés supérieurs I < X , il existe donc b < 1/2 tel qu'il y ait au plus ¢ (10gX)

nombres largement composéz <X, pour X asgez grand.
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5. Conjecture.

Sous les deux hypothdses trés fortes formulées & la fin de [7], la conjecture de

Cramer sur le n-idme nambre preumier 18

2
P, -P = 0(10g” p)

n+1
et 1'inégalité vérifiée, pour tout T >0 ,
—_—
k() uv] 1

on peut choisir dans le lemme 4, pour tout T > c,

]u log-% + Vv 10g-2-+ w log 2| > Vu,v,weEid,

T

1/log 3/2 + log 5/4 _ log 15/8 _
‘Y=4( 10g2 )"Tl"‘ 10g16 T"

et dans le lemme 1, on peut, dans (10), remplacer 6 par ((log 15/8)/(10g 16)) + M.
A partir de ces valeurs, les mémes calculs donnent la conjecture citée dans le

théoréme.

6. Un probléme de P. ERDOS.

La méthode de minoration de QZ(X) permet de répondre & une question de P. ERDOS:
Soit nh(n) 1le plus petit entier tel gque d(n + h(n)) > d(n) . Montrer que la quan-
tité  (1/X) 2£<x n(n) n'est pas bornée.

Dans la construction du § 3, on a, par (10), (19) et (20),
N

X9+2T}

h(n(i)) =n' - Dy 2.4

en choisissant toujours T = (1 - 8 ~ 37)/2 . I1 vient ensuite

.
1 N [x /21logx]
nr ann' h(n) >’4 o102 2

qui n'est pas borné,

Enfin,on peut se demander si, entre deux nomhres hautement composés consécutifs

assez grands il existe toujours un nombre largement composé,
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