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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 40-01
(Théorie dez nombres)
1Se année, 1977/78, n° 40, 6 p. 22 mai 1978

RELATIONS DE DISTRIBUTIONS ET EXEIPLES CLASSIQUES

par Serge LANG

A la suite des travaux A'IVasAiA sur les limites projectives de classes d'idéaux
et d'unités cyclotomiques, lisZUR a extrait la notion de tdistribution" sur un sys-
téme projectif. Cette structure algébrique élémentaire est comme la prose de hr
Jourdain : Nous en avons tous vu, sans lui avoir donné ce nom. Le but de cet exposé
est de donner la définition, et de 1'illustrer avec un tas d'exemples classiques.
Nous énoncerons aussi un théordme fondamental de Kubert donnant la structure des
distributions universelles sur g/g. (et plus généralement sur QF/QF ), qui sont

les plus fréquentes.

~« - b o - ' a T ° 3 .
Soient {Xn} une suite d'ensembles, et Mgl X, — X, des applications

surjectives, de sorte qu'on peut considérer la limite projective

X—‘-).'l ——efX

n+1 3L > e 2

1 .

Soit A un groupe abélien. Pour chaque =n , supposons donnée une fonction

w ¢ X > A
n n - .

On dit que la famille {w } est une distribution si, pour chaque n et x € X ,
q n 4 4 n

on a la relation

9, (x) = 2 (v) .

=X q)n+1
n+l

La somme est prise sur tous les éléments y € XnJ_1L au-dessus de X .

Soit f une fonction sur Xm pour un entier m donné, & valeur dans un anneau
d'opérateurs sur A . Alors, on peut considérer f comme étant définie sur Xn ,
pour tout n 2 m en composant avec la projection naturelle de X1 sur Xm . On

conclut alors de la relation de distribution que

Z)reX f(x)qh(x) - ZXEX f(x)@m(x) °
n ul
Soit X 1la limite projective des Xn . Une fonétion f , comme ci-dessus, est

appelée localement constante. On peut alors définir son intégrale

-

J £ deg = Z%GXE f(x)mn(x)
d'olu le nom de distribution.

On a indexé lesystéme projectif par les entiers positifs. On peut, bien entendu,
prendre d'autres indices. Dans les applications que nous avons en vue, on prendra
les entiers ordonnéds par divisibilité. L'exemple le plus standard est alors le sys-—
téme {2/WZ} , isomorphe au systime {((1/W)2)/2} , avec le diagramme commutatif

pour M| :
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((1/W)z2)/2 —=> 2/Nz

mult. par N/M' LrM = réduction mod M
W .

] U .
((1/1)2)/2 ——> z/12
On notera que le systéme projectif {(1/N)§/§} a aussi une structure injective,
car tous les (l/N)Z/g sont contenus dans Q/Z . Une fonction ¢ sur g/& sera

appelée une distribucion ordinaire si sa restriction a chaque (l/N)g/g gatisfait

3 la relation de distribution, & savoir si on a, pour chaque entier positif N , la
relation

ZN'l

i .
i=0 o(x + ﬁ) = 9(Wx) , pour tout x € Q/Z .

Un dira que c'est une distribution de poids d si
d ¢N-1 i .
N Zi:O ¢(x + N) = @(hx) .
Il arrive, dans la pratique, que ces relations de distributions sont satisfaites,

sauf quand HNx = O dans g/g , auguel cas on dira alors que la distribution est

trouée,

Si une distribution prend ses valeurs dans un groupe tel que la nultiplication

par 2 est inversible, alors on peut former sa partie paire et sa partie impaire.

L'image holomorphe d'une distribution est une distribution, et 1'on peut donc

parler de la distribution universelle ordinaire, par exemple.

Exemple 1 : Distribution de Bernoulli. - Si t € g/g , on note (t) 1le nombre

tel que 0 < (t) <1 et (t) =t mod Z . Pour chaque entier positif k , il exis-

-~

te un polyndume monigue Bk , de degré k , tel que le systcéme de fonctions

« wK-1 X o /nr
x> N B (&) , pour x€ Z/NZ,

soit une distribution, et ce polynfme est le polynéme de Bernoulli, défini classi-

quement par la série
k

t exp tX ¢ -
- TR0 g -

(exp t) = 1

Exemple 2 : Distribution de Bernoulli-Fourier. - Pour © réel, on a

Bk((6>) - k1 - Zﬁ#o exp iﬂihe .
21 n
On peut donc définir le fonction de distribution sur .3/% , par la série de Fou-
rier, et la relation de distribution de poids k - 1 est satisfaite sur E/g « On
peut ausszi ne prendre gu'une partie de la série de Fourier, par exemple la partie

holomorphe,

fk(z):-zml—z-ﬁ-,

n=

avec gz = exp 2mi8 , de sorte que {Nk_L fk} définit une distribution. La partie
réelle, pour k pair, et la partie imaginaire, pour k impair, sont des images

holomorphes de celle-ci, et donnent lieu & la distribution de Bernoulli.
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mxemple 3 : Fonctions zéta partielles, - Soit
o 1

Q

n=0 (h +u)”

la fonetion de Huruitz, avec O <u <1 . On pose {t} égal au nombre réel dans la

It

¢(s , u)

classe de t mod Z tel que O < {t} £ 1 . alors, il est immédiat que la fonction
x —3 8 ° (s, E%}) , pour x € Z/NZ ,
définit une distribution trouée.

Exemple 4 : La distribution gamma. - Posons G(z) = (1/J§E)F(z) . Une relation

classique de la fonction gamma donne
V-1 iy aEix
ﬁi_—.o G(x 4 N) =N a¢(nx) ,

si x est un rombre complexe tel que Nx £0 mod 5 . 51 on consideére que les va-
leurs de G(x) sont prises dans Qé]g: (groupe facteur de 'QK par les nombres
algébriques # O ), alors on voit que G définit une distribution trouée, sur g/g ’
car le facteur N§~NX est alcrs. algébrique. De plus, c'est une distribution impai-

re, i. e.
6(- x) = a(x)"" .

ROHRLICHE a conjecturé que G est la distribution impaire trouée universelle,
c'est-a-dire qu'il n'y a pas d'autres relations que les relations de distribution,
et la pariité. Ceci est une conjecture appartenant & la théorie des nombres trans-
cendants. Elle mdne & la question {d'indépendance algébrique) si les relations de
distribution et la parité (ainsi que 1'équation fonctionnelle) engendrent un idéal
de définition sur les nombres algébriques, pour toutes les relations algibriques

des valeurs de la fonction gamma prises pour x rationnel # O .

D'une maniere générale, on s'attend & ce que toutes les distributions sur g/g ’
qu'on rencontre de fagon "nsturelle" soient universelles, On verra plus loin qu'il

suffit de déterminer leur rang pour le démontrer.

Exenple 5 : Unités cyclotomiques. - L'apnlication

x —> (exp 2mix) - 1, avec’ x € Q/2, x# 0,

PP . . . . c . £ s * .
définit une distribution paire ordinaire trouée & valeurs dans Q,/M . C'lest immé-

diat, a partir de la relation
XN—lzﬂ(gX—l);
le produit étant pris sur toutes les racines WN-itmes de 1'umnité.

Exemple 6 : Unités modulaires. - Ies fonctions de Siegel gy indexées par

a E_gz/z? , a# 0 , définissent une distribution ordinaire troude sur Q?/Z? , si

on considere ces fonctions modulo les racines de 1l'unité (relations de KLEIN,
RAMACHsNDRA, ROBERT).

I1 existe maints autres exeumples semblables & ceux-ci, dans la théorie des unités

locales, et dans la K-théorie. Ceux-ci sont en train de s'élaborer er une théorie
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générale, encore & son début, et nous ne désirons pas entrer dans des considéra-

tions plus techniques pour le présent exposé.

Bxemple 7 : Distribution de Lobacevskij. - LILNUR a été conduit aux relations de

distributions en étudiunt les volumes de tétraedres en géométrie hyperbolique. Je

lui dois l'exposé de cet exemple. Considérons la fonction de Lobacevskij

AMx) = - jz log|2 sin tl dt .

Essentiellement, c'est 1'intégrale

jz log| (exp 2mit) - 1] at ,

et l'on vérifie immédiatement que A définit une distribution impaire trouée de
poids 1 sur g/g .

N

D'autre part, considérons l'espace hyperbolique & coordonnées (Xl » Xp y) ’

avec €R et y >C . Etant donnés 4 points distincts dans le plan

Xy %,
(xl ’ x2) , c'est-d-dire des points & 1'infini, on peut former le tétrasdre dont
les arétes sont des demi-cercles joignant ces points dans le demi-espace supérieur.
C'est un théordme classique que les angles (dits diédraux) cotoyant les arétes op-
posées sont égaux. On a donc trois paires d'angles o, 3, y . C'est un théoréme

classique que le volume V du tetratdre T est donné par la formule

V= Jj T dxl dx2 dy/y3 = AMa) + A(B) + h(y) .

MILNOR conjecture que la relation de parité et les relations do distribution for-

ment une base des relations pour la fonction de Lobaéevskij sur Q e

En vertu d'un théoréme de Kubert, que nous allons énoncer, ceci équivaudrait a di-
. v > . . . 03 - - 3 3
re que la fonction de Lobacevskij est la distribution universelle impaire de poids

1 sur Q/g .

Théoréme de Kubert et distributions universellese = Congidérons d'abord les dis-—

tributions ordinaires de poids zéro. Soit F 1le groupe abélien libre dont les gé-
nérateurs sont les éléments de 37 (on peut appeler les éléments de ce groupe di-

viseurs). Alors F contient le sous-groupe engendré par ies relations de distribu-

tion D, et on désire comnattre la structure du groupe facteur F/D .

Pour chaque N , on peut aussi considérer le groupe libre FN , engendré par les
&léments de (1/N)2Z/Z , modulo les relations de distribution sur (1/¥)%/Z , soit
FN/DN . KUBERT montre que FN/DN est libre de rang H(N) (fonction d'BEuler), et

construit une base ""canonique" comme suit.
Posons Zy = (1/W)Z/7 o Soit

N :ﬂpil

la factorisation de N en facteurs premierse. Ecrivons un élément de Zn sous 1la

forme
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n, n,
i . i
2 a./p. avec a, € Z/p.” 2
1/p1 - i Py =
Soit TW 1'ensemble de ces 41léments tels que :
4
ou bien a, est premier & p; et ey # 1

ou bien ai =0 .

THEOREHE. - Les éléments de T forment une base sur Z de F/Dy .

N

On voit donc que, si L|N et (M , N/M) = 1 la base T, est contenue dans la
base TN . Le systéme de bases est compatible pour les niveaux croissants par divi-
N
sibilité.

4 . . . ’ 7z ° 3 N k z
Pour la démonstration, ainsi que la généralisation a Q /ZF , et 1'énoncé analo-
gue pour les distributions de poids =21 (voir 1'article & paraitre de KUBERT

[Ku 2], voir aus.i mon livre récent [Lal).

Pour les distributions universelles de poids =1 , il se trouve que les éléments
primitifs de (l/N)g/g forment une base pour FN/DN sur Q . MILNOR avait déja
remarqué, pour k = 1 , que les éléments primitifs engendrent sur Q le groupe des
diviseurs modulo les relations de distribution de poids 1 , et KUBERT a démontré

le théortme général sur Q par récurrence (C'est faux en poids O ).

Pour obtenir la distribution universelle paire ou impaire, si on se limite aux
distributions 3 valeurs dans des groupes ou la uwultiplication par 2 est inversi-

ble, alors on obtient les théorémes analogues comme corollaires immédiats.

Pour 1'analyse de la 2-torsion, voir le papier de Kubert, qui nécéssite la coho-

mologie H(+ id , U) de + id dans la distribution universelle.

Puisque la distribution universelle est "libre", chaque fois qu'on veut démontrer
qu'une distribution sur Q/g est universelle, il suffit de démontrer qu'elle a le
rang apvroprié, clest-a-dire g(n) sur (l/N)g/g , et la moitié de ¢a, pour la

distribution paire ou impaire.

Pour cela, on peut étendre les scalaires, et se ramener aux composantes correspon-
dant aux caractéres de (QQNE)* . Pour la distribution de Bernoul'i, on voit alors
qu'elle a le bon rang par le résultat classique que Bk,x#()’ quand ¥ et X ont la
méme parité. La distribution des unités cyclotomiques a le rang maximal par le théo-
réme de Dirichlet, et 1'on retrouve de cette fagon un théoréme de Bass. Les unités
modulaires ont le bon rang d'aprés KUBERT-LANCG, qui ranénent la question & des nom-
bres de Bernoulli sur un groupe de Cartan, puis aux nombres de Leopoldt-Bernoulli
Bk;X ordinaires. Cn obtient ainsi des distributions paires. Pour la distribution
universelle impaire, voir 1l'artisle de YAA0TO [Ya2]. On notera que, comme dans

BASS, la guestion de 2-torsion n'est pas traitée de fagon appropriée.
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