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ENTIERS ALGÉBRIQUES DONT LES CONJUGUÉS SONT PROCHES DU CERCLE UNITÉ

par Maurice MIGNOTTE

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n° 39, 6 p. 8 mai 1978

1. Introduction.

Etant donné un entier algébrique non nul de degré D , de conjugués

a == a. y y ... , on considère la mesure ~l(a) donnée par

KRONECKER [4] démontra en 1857 qve, si 1 , ,alors 0: est une racine de

l’unité ; la réciproque est triviale. Du fait qu’il n’existe qu’un nombre fini

d’entiers algébriques de degré D et de mesure bornée y pour tout entier D 9 il

existe une constante > 1 telle que tout entier algébrique non nul, de degré

D et de mesure majorée par ~ ( T~ ~ , est une racine de l’unité.

En ~.933, D. Ii. LEIL.:ER ~6~, en liaison avec une méthode pour découvrir de grands

nombres premiers, posa la question suivante : A-t-on lim ini C(D) = 1 ? A l’heure
actuelle, y il semble qu’aucun entier algébrique o~ n’ait été découvert qui vérifie

1   M(03B10) , où 03B10 est le nombre de Salem (donc M(03B10) = 03B10 ) racine de

l’équation

c~ = 1~17628081... , s exemple déjà signalé par L~ ~’i~ ~ER.

En C. J. améliorant des résultats de SIEGEL, CASSELS ...,

démontra qu’un entier algébrique non nul a qui n’est pas conjugué à â ~ vérifie

== 1?32471795... ? 9 où ’ f30 est la racine réelle de x3 - x ~- 1= 0 .

Jusqu’au début de cette année y le meilleur résultat connu était celui de 

et 

leur démonstration utilisait 1 ~ analyse de Fourier. Un résultat sensiblement équi~-
valent a été prouvé par C. L. par la méthode de 9 utilisée habi -

tuellement en théorie nombres transcendants. Depuis [~3j a obtenu la
minoration

,.L 

où Ci est une constante positive (calculable).

Notons que la quantité C(D) joue un rôle important dans l’étude des relations
multiplicatives entre nombres algébriques ou, ce qui est bien sûr équivalente des

formes linéaires dégénérées de logarithmes de nombres algébriques. Ce fait, mis en

évidence par a été ensuite précisé par LOXTON et Van der POORTEN [7J et sur-



t out par ïv . [  1  .

Signalons enfin que l’assertion

lim inf C(D) > 1

est équivalente à une conjecture en dynamique topologique concernant l’existence de

groupes localement compacts munis d’un automorphisme vérifiant certaines propriétés

de caractère ergodique ( voir [ 5 ~) .

Les résultats originaux qui figurent dan3 cet exposé ont été obtenus en collabo-

ration avec C. L. STEWART et M.

2. Le théorème de Kronecker.

THÉORÈME 1. - Un entier algébrique a non nul, dont tous les 

nent au. disque unité y est une racine de 

Nous donnons deux preuves de ce résultat. 
,

Première démonstration. - Considérons la suite des nombres algébriques

03B1 , 03B12 , 03B13 , 9 ... Ses éléments ayant un degré borné et une mesure égale à 1 9 elle

ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. D’où l’existence d’un entier positif

k tel que 03B1k = l .
Seconde démonstration. - Considérons la suite des entiers Trace(03B1n) ,9

n = 0 ’) 1 ~ 2 y ... C’ est une suite récurrente linéaire d’ entiers ~o~:~r~ée 9 on véri-

fie facilement qu’elle est purement -périodique. l’existence d’un entier k

tel Tracer ) ; ce qui + 03B1k2 + ... + 03B1kD = D , avec

1 1 ~ .~ 9 pour i - 1 , ... , D , et implique c~ = c~ == 1 .

3. Résultats élémenta3ires.

PROPOSITION 1. - Soit 03B1 un entier algébrique qui n’est pas une unité. Alers, sa

mesure est au moins égale à deux.

On a en effet

Le résultat suivant s’inspire d’u..ne remarque de P. citée en [ 2].

PROPOSITION 2. - Si a est un entier algébrique, alors le discriminant G du

corps vérifie

En effet,



et on majore le déterminant grâce à l’inégalité de Hadamard.

COROLLAIRE 1. - Si K est un corps de nombres de degré D dont le discriminant

a une valeur absolue au moins égale à (2D) y alors tout entier algébrique c~y

qui engendre K et qui pas une racine de l’unité, vérifie 11(0)  2 .

Le théorème suivant, démontre en [2], améliore un résultat de R. II. ROBINSON.

PROPOSITION 3. ’- Soit 03B1 un entier algébrique irrationnel, de conjugués
03B11 = 03B1 , 03B12 , y ... , 03B1D . Supposons que la conjugaison complexe commute avec les
éléments du groupe de Galois de sur Q et que l’on ait 2 y pour

i === 1 p ... y D y alors 03B1 est une racine de l’unité.

Le nombre 6 == 1 est un entier algébrique dont les conjugués sont les nom-

bres Q~ - 1 == jc~.j~ - 1 . Donc  1 y puis 9=0 . On a donc

|03B1i| = 1 , pour i = 1 y ... , D y et on conclut grâce au théorème de Kronecker.

Le résultat suivant généralise le théorie 2 de [2J.

PROPOSITION 4. - Soit ~ une unité algébrique de degré D n’est pas ra-
cine de l’ unité. Soit p un nombre premier non ramifié dans le corps Q(of) y et

soit L le p. p. c. m. des degrés résiduels des idéaux premiers de ce corps au-
dessus de p . On a alors l’inégalité

;J n a une 

puisque chaque idéal premier au-dessus de p divise , que p n’ est pas

ramifié et ~f - :~ ’ U . D’autre part, cette norme est trivialement majorée par le
membre de droite de l’inégalité cherchée.

COROLLAIRE 2. - Si p est un nombre premier impair non ramifié et totalement dé-

composé le corp s CO(~~ , y vérifie les hypothèses de la proposition 4, on

a

donc y si de plus p vérifie p ~ D log D , y alors on a

La proposition ci-dessous introduit une idée de DOBROWOLSKI que nous retrouverons
au paragraphe suivant.



PROPOSITION 5. - Soit et un entier algébrique qui n’est pas une racine de l’uni-

té, L(03B1) sa longueur (i. e. la somne des valeurs absolu.es des coefficients du po-

lynôme minimal de 03B1 ), on a alors

Soit P le polynôme minimal de et soit p un nombre premier vérifiant

2L(û~) ~ D  On a

T) --)
donc p divise l’entier Norme(P(cr)) . Du fait que 03B1 n’est pas une racine de

l’unité on a P(cr) ~ 0 (lemme l). Par conséquent,

Démontrons d’abord le lemme déjà utilisé plus haut.

1. - Soient a un nombre algébrique un conjugue de S’il

existe des entiers r et s non nuls avec !si et =c~ y alors
est une racine de l’unité.

Soit c un isomorphisme du corps ~(~’.. ~ ~ ... , tel que = Qf’ . On a

a.lors

et plus généralement

La conclusion est obtenue en choisissant pour k un entier tel que 

Le résultat suivant nous sera utile

2. - Soient 03B1 un nombre algébrique non nul et p un nombre prEmier.

si le nombre 03B1p a un degré inférieur â. celui de 03B1 , il existe un nombre

algébrique 03B2 de degré plus petit ce et de mesure ma j orée par celle 

Soit ~L le corps -Si c~ est de degré p sur i l’ assertion du lemme

a lieu en prenant p = 9 les mesures de 03B1 et 03B2 sont alors égales. Considé-

rons maintenant le cas contraire. Il existe alors un entier r , 0  r  p , et

une racine de l’unité tels que o~" (, appartienne à K (faire le produit

des conjugués de 03B1 sur K ). Comme le degré de Ç sur K est inférieur à p , 9

il en résulte existe un entier s premier à p tel que â appartienne à

K (faire le produit des conjugués de ~r sur K ). La relation de Bezout

us + vp = 1 permet déduire que a est égal à pour un élément y de



On vérifie alors l’assertion du lemme en choisissant p == y .

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat suivant.

. ,

THEOREME 2. - Si 03B1 es t un entier algébrique irrationnel de D qui n’est

pas une racine de l’unité, on a

10 Réduction. - On raisonne par récurrence sur D . Diaprés ( ~ ~ (ou la proposi-
tion 5)? cette inégalité a lieu pour D $: 16 . D’ après le lemme 2 et le fait que la

fonction D log D/log D 3 est décroissante pour D ~ 16 , y on peut suppo~

ser que 9 pour tout p premier y le de 03B1p est égal à de et.

2° Construction d’une fonction auxilliaire. - On construit un polynôme non nul à

coefficients entiers

divisible par P désignant le polynôme minimal de a , y N et T sont

des entiers positifs qui seront précises plus loin soumis à la condition 

La version du lemme de Siegel qui figure en [8] assure l’existence d’un tel poly-

nôme avec des coefficients pas trop gros, en fait avec

3° Conclusion. - D’après le lemme 1 et la réduction, les polynômes minimaux des

cr sont distincts. Il existe donc un nombre premier p ~ 3~r~/~D j log(N/D)
tel que soit non nul.

D’après l’argument utilisé dans la démonstration de la proposition 5 , p divise

la norme de donc pTD divise la norme de 

D’autre part~ on a la majoration évidente

Après quelques calculs, on déduit de ce qui précède l’inégalité

T log log(KD) + ? -,- 2 ( i ?~K i log(KD) + K(p + 1) log ~ où K ~ Tâ D .

Choisissons K = T ~ 9 compte tenu des contraintes vérifiées par p ~ l’inégalité

précédente implique

En choisissant T = [50(log D/log log D~ ~ pour D ~ 16 , 9 on en déduit
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