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ENTIERS ALGéBRIQUES DONT LES CCiiJUGUES SONWT PROCHES DU CERCLE UNITE

par Haurice NIGITOTTE

l. Introduction.

Etant donné un entier algébrique « non nul de degré D , de conjugués

U= 04y 05 eee , O, ON consid®re la mesure :i(a) donnée par

() =TT

_qy max{l , loil} .

KRONECKER [47] démontra en 1857 que, si i{a) = 1 , alors « est une racine de
1'unité ; la réciproque est triviale, Du fait qu'il n'existe qu'un nombre fini
d'entiers algébriques de degré D et de uesure bornée, pour tout entier D , il
existe une constante C(D) > 1 telle que tout entier algéhrique non nul, de degré

D et de mesure majorée par ¢ (D) , est une racine de 1l'unité,

En i933, D. H. LZLER [6], en liaison avec une mdéthode pour découvrir de grands
nombres premiers, posg la question suivante : A-t-on 1lim inf C(D) =1 ? A 1'heure
actuelle, il semble ¢u'aucun entier algsébrique « n'ait été découvert qui vérifie

1 < Iie) <M(oz0) , o0«

o, st le nombre de Salem (done M(ab) = o ) racine de

1téquation

xlo + X9 - x7 - X6 - x5 - X4 - X3 +x+ 1 =0,

a = 1,1762€08l.,.. ; exemple déja signalé par LEHIER,

En 1971, C. J. SMYTH [S], améliorant des résultats de SALEil, SIEGEL, CASSELS ...,
démontra qu'un entier algébrique non nul « qui n'est pas conjugué & arl vérifie

3

M) = Bo = 1,32471795... , ot B, est la racine réelle de 1'’quation x°-x-1=0 .

Jusqu'au début de cette annde, le meilleur résultat connu était celui de BLAWNKSBY
et .JONTZOLERY [1],

(1) ¢(d) > 1 + (52 D log 6D)7"

leur déumonstration utilisait 1'analyse de Fourier. Un résultat sensiblement équi=~
valent a été prouvé par C. L. STEWART [ 10] par la méthode de Thue, utilisée habi-
tuellement en théorie (¢ nombres transcendants. Depuis DOBROYOLZKI [3] a obtenu la
minoration

log log D)3
’

c(p) >1 + cl( Toz

o C, est wne constante positive (calculable).

Notons que la quantité C(D) joue un réle important dans 1'étude des relations
multiplicatives entre nombres algébriques ou, ce qui est bien sfir équivalent, des
formes linéaires dégénérdes de logarithmes de nombres algébriques. Ce fait, mis en

évidence par STARK, a 4été ensuite précisé par LOXTON et Van der POORTEN [7] et sur-
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tout par ii. WALDS::Z.IDT [11].

3ignalons enfin que l'assertion
lim inf C(D) > 1

est dquivalente & une conjecture en dynamique topologique concernant l'existence de

groupes localement compacts munis d'un automorphisme vérifiant certaines propriétés

de caractire ergodique (voir [5]).

&4
)

Les résultats originaux qui fisurent dans cet exposé ont été obtenus en collabo-

ration avec C, L, STEYART et M. WALDSCIIIIDT,

2. Le théoréme de Kronecker,

Pa N
THEORELE 1. - Un entier algébrique o non nul, dont tous les conjugués apoertien-

nent au disque unité, est une racine de 1l'unité

Nous donnons deux preuves de ce résultat,

Premidre démonstration., - Considérons la suite des nombres algébriques

o, d , QB , +eo Ses &léments ayant un degré borné et une mesure égale & 1 , elle
ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs. D'ol 1l'existence d'un entier positif

k tel que ak =1,

. . . . . n
Seconde démonstration. — Considérons la suite des entiers Trace(a )

n=0,1, 2, . C'est une suite récurrente lindaire d'entiers bormée ; on véri-

fie facilement qu‘elle est purement nériodique. D'ol 1l'existence d'un entier k

k
tel que Trace(a ) Trace(op) 5 ce qui s'éerit a% + ag + eae + o% = D , avec

Il

|°3|*$ L ypour i=1, «¢. , D, et implique oK = d% =

Slémentaires.

()
L]
j=s}
(ON
(]
<
'——J
d-
¢
-
10}
O\

PROPOSITION L. - Soit « wun entier algébrique qui n'est pas une unité. Alers, sa

mesure est au moins égale & deux.

On a en effet

| 2.

(o) > la1 cee

Le ré=ultat suivant s'inspire d'une remarque de P. BATLIIAN citée en [2].

PROPOSITION 2, - 53i « est un entier algébrique, alors le discriminant A du

corps Q@) vérifie

1ol < (/8 ()P, o D = deg(a)

En effet,
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2 D—1'2
1 a Qé EERCA
. D=Ly, 1 D-
lal <pisc(l , o, vvoe, & )] = |1 a, ag cee O L
® o0 2 D-_l

1'inegalité de Hadamard.

120

et on majore le déterminant gréce

COROLLLIRE 1. - 5i X est un corps de nombres de degré D dont le discriminant

(Ol

. 7 4 D ' . - z .
& une valeur absolue au moing égule (2D)” , alors tout entier algébrique o ,

qui engendre K et qui n'est pas une racine de l'unité, vérifie L(a) Zu/§ .

Le théorime suivent, démontré en [2], améliore un résultat de R. !I. ROBINSON.

PROPOSITION 3. -~ Soit « un entier algébrique irrationnel, de conjuguds

o = o, On 5 eee 5 O o Supposons que la conjugeison complexe comumute avec les

éléments du groupe de Galois de _g(a) sur Q et que 1l'on ait !Qi! <4/2 , pour

i=1, eeo , D, alors «o est une racine de 1'unité.

£,

Le nombre 8 = awy = 1 est un entier algébrique dont les conjugués sont les nom-—
- 2 L .
bres o, o - 1= la.’ - 1 . Donc }Horme(e)! <1, puis 5 =0 .0n a dme
1 i S

i
]aif =1, pour 1i=1, ..., D, et on conclut grice au théoréme de Kronecker.
Le résultat suivant généralise le théordie 2 de [2].

PROPOSITION 4. -- Soit « une unité algébrigue de degré D qui n'est pas une ra-

cine de 1'unité. Soit p un nombre premier non ramifié dans le corps _Q(a) , et

soit L le p. p. c. m. des degrés résiduels des idéaux premiers de ce corps au-

dessus de p . On a alors 1'indgalité

D
posf Hi,[ozi-ll<1’ai

- 1] Pl

On a d'une pnart

.F‘
Norme(a - 1)]

D
N
. -1 . . f
puisque chaque idéal premier au-dessus de p divise o - 1 , que p n'est pas
‘s . . L
ranifié et o - 1 # 0 . D'autre part, cettc norme est trivialement majorée par le

menbre de droite de 1'indsalité cherchée.

CURCLLAIRE 2. - 31 p est un nombre premier impair non ramifié et totalement dé-

composé dans le corps ,g(a) , o o vérifie les hypothéses de la proposition 4, on

a

(1) 1 (o) 2_2-1/3 (p/2){D_l)/(p“1) .

donc, si de plus p vérifie p D log D, alors on a

M(a) 21,2 .

La proposition ci-dessous introduit une idée de DOBROWOLSKI que nous retrouverons

au parsgraphe suivant.
&
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PROPUSITICH 5. = Soit o wun antier aledbrique qui n'est pas une racine de 1'uni-

té, L{w) sa longueur (i. e. la somme des valeurs absolues des coefficients du po-

lynéne winimal de « ), on a alors

i(a) 3 2t/ (21()

—~ °

Soit P le polyn®me minimal de « , et soit p un nombre premier vérifiant
2L(o) < p < 4L(a) « On a
P — (v b '18'¢ < (1 4
P()( ) = .L‘(A) + D kr(}x) , avec G € i['X] M
D 3 .
donc p divise 1l'entier Norme(P(QP)) . Du fait que « n'est nas vne racine de

'unité on a P(cF) #0 (lemme 1). Par conséruent,
D D .. D
p < L(a)” ()™,

ou

v(a) 2_(p/L(u))l/p 3,21/(2L(d)) .

4. Le thioréme de Dobrowolski.

Démontrons d'abord le lesmme déja utilisé plus haut.

LENEDR 1. - Soient « un nombre algébrigue non nul, o' un conjugué de o . S'il

. ' . 1 s | H r S
existe des entiers r et s non nuls avec r| # is! et o =« alors o
. == 7oany = 9 ALo-5

est une racine de 1'unité.

Soit ¢ un isomorphisme du corps 'g(d1 s ese aD3 tel que c(a) = a' . On a

/

glors

2 r2 r\T rs s
o ()" =o(c(a)) ola)”” = o

et plus généralement

: Kk

kK, \r S N
o (@) = o , pour k =2 .

. - . k
La conclusbon est obtenue en choisissant pour k wun entier tel que o (o) =

Le résultat suivant nous sera utile

LELE 2, - Soient ¢« wun nombre algébrique non nul et p un noabre premier.

Alors, si le nombre & aun degré inférieur & celuli de « , il existe un nowbre

algébricue B de degré plus petit que « et de mesure majorée par celle de o .

Soit K 1le corps Q(ap) . 31 « est de degré p sur X , 1l'assertion du lemme
a lieu en prenant B = o , les mesures de o et B sont alors égales. Considé-
rons maintenant le cas contrasire. Il existe alors un entier r, O <r <p, et
. . sz L . N . aos
une racine p-iome de 1l'unité tels gque « ( appartienne & K (faire 1o produit
des conjugués de « sur K ). Comme le degré de { sur X est inférieur & p ,
. it ' . . L S - .
il en résulte qu'il existe un entier s premier & p tel que o appartienne a
. . . fe T .
K (faire le produit des conjugués de « sur K ). La relation de Bezout

us + vp = 1 permet d'en déduire que o est égal a Yp , pour un élément Y de
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K o On vérifie alors 1'assertion du lemme en choisissant B =y .
Nous sommes maintenant en mesure de ddmontrer le résultat suivant.

7 N
THEOREME 2. - 31 ¢« est un entier algébrique irrationnel dc “egré D qui n'est

nas une racine de l'unité, on a

Fla) > 1 + T (1og log D/1og D)3 .

10 Réduction. - On raisonne par récurrence sur D ., D'aprds (1) (ou la proposi-
tion 5), cette inégalité a lieu pour D < 16 . D'apres le lemme 2 et le feit que la
)3

fonction D 4—> (log log D/1og D est décroissante pour D > 16 , on peut suppo-

ser que, pour tout p premier, le deogré de P est égal a crlul de o .

2° Construction d'une fonction auxilliaire. - On conatruit un polynbme non nul a

coefficients entiers

af = N--1 i

X)) = Zi:o a, X
divisible par P(X)T , P désignant le polynbue minimal de o, N et T sont
des entiers positifs qui seront précisés plus loin sounis & la condition N > 2IT .
La version du lemme de Siegel qui figure en [ 8] assure 1l'existence d'un tel poly-
ndéme avec des coefficients pas trop gros, en fait avec

P A 25 . TN, 1/ (HN-TD
maxlgi@-“ai” <2+ (Z I\TT Y r'l(cx) ) /( H ) .

3° Conclusion. - D'apres le lemme 1 et la réduction, les polynbémes minimaux des
aP sont distincts. Il existe donc un nombre premicr N/D < p < B(N/D) log(N/D)
tel que F(of) soit non nul.

D'epres l'argument utilisé dans la démonstration de la proposition 5, pD divise

m

la nomme de P(of) donc p*D divise la norme de F(of) .
D'autre part, on a la majoration évidente
[Norme(F(o”))| & (¥ max{|a;|1)” :(a) P .
Aprés quelques calculs, on déduit de ce qui précede 1'indgalité
T log p < log(XD) + 2 + 2(T2/K) log(KD) + K(p + 1) log (@) , od XK = N/D .

- 2 . . 4o . ..z
Choisissons K = T , compte tenu des contraintes vérifiédes par p , 1l'inégalité
précédente implique

2l log T <5 log(T2 D) + s’

" log T log i(a) .
En choisissant T = [50(log D/log log D)] pour D = 16 , on en déduit

log 1(a) = 1/(877) 3 10™%(10g D/log log D) .



39-06

BIBLIOGRAPEIE

[1] BLANK3BY (P. E.) and HMONTGOMERY (H. L.). - Algebraic integers near the umit
circle, Acta Arithm., Warszawa, t. 18, 1971, p. 355-369,

[2] catnanaw (7.), NE#AN (..) and SEEINGORE (1i.). - ™ieclds with large Kronecker
constants, J. of number Theory, t. 9, 1977, p. 182-185,

[3] DOBROVOLSKI (E.). - tlanuscrit non publié

[4] XRONECKER (L.). - Zwei S#tze Uber Gleichungen mit ganzzahligen Coefficienten,
Jo TUr reine und angew. !lath., t. 53, 1857, p. 173-175.

[5] LAWION (W.). - Heights of algebraic numbers and Szegd's theorem, Proc. Amer.
math. Soc., t. 49, 1975, p. 47-50.

[6] LEHLER (D. #.)e - Factorization of certain cvclotomic functions, Annals of
lath., Series 2, t. 34, 1933, p. 461-479,

[7] roxrom (J. H.) and van der PGORTEN (A. J.). - itultiplicative relations in num-
ber fields , Bull fustralian math. Soc., t. 16, 1977, p. 83-98, =t t. 17,
1977, pe 15i-155,

[8] uIGNOTTE (i..) et WALDSCHMIDT (i.). - Linear forms in two logaritmms end
Schneider's method, Math. Annalen, t. 231, 1978, p. 241-267.

[9] swY?H (Co Jo)s = On the product of the conjugates outside the unit circle of
an algebraic integer, Bull. London math. Soc., t. 3, 1971, p. 165-175.

[lO] sTEwART (C. L.). - Algebraic integers whose conjugates lie near the unit cir-
cle, Bull. Soc. math, France, t. 106, 1978 (& parattre).

[11] WALDSCHMIDT (i1.). - A lower bound for linear forms in logarithms, fcta Arithm.,
Varszawa (2 paraftre).

(Texte recu le 31 mai 1978)

Maurice MIGNOTTE

Centre de Calcul
Université Louis Pasteur
67084 3TRASBCURG CEDEX




