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PLONGEANTS D’EXTENSIONS GALOISIENNES

par Bernadette PERRIN-RIOU

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n° 38, 7 p. 24 avril 1978

Soit une extension galoisienne de groupe de Galois G et E une extension

de G . On se demande s’il existe une surextension N/k contenant 1~ de groupe de

Galois isomorphe à E et telle que la restriction des automorphisnes corresponde au

passage au quotient E ---.~ G . Si une telle surextension existe, on dit que le pro-
blème de plongement relatif à E et à K/k a une solution.

On s’est occupé du cas où G e st un groupe diédral d’ordre 2 ~ et où E est

un groupe diédral ou quaternionien d’ordre 2r+k~ ~ . Le noyau de l’extension est
alors un groupe cyclique A d’ordre 2~ . Ces groupes sont définis par générateurs
et relations de la manière suivante :

Certains cas de ce problème ont déjà été résolus. DAMEY et PAyA~~~; ~ 1 ~ ont étudié le
cas du plongement d’une extension de Klein dans une extension diédrale ou quaternio-
nienne d’ordre 8 ~ le corps de base étant le corps Q des rationnels. Ils utili-

sent la théorie de Kummer, ce qui leur permet de construire explicitement l exten-
sion N/Q . GILLARD [4] a étudié le même problème sur un corps quelconque dans
lequel il n’existe qu’une seule place au-dessus de 2 non décomposée dans K/k.
MARTINET et [2] ont étudié le plongement d’une extension quadratique dans une
extension quaternionienne d’ordre quelconque. Enfin, HALTER-KOCH [5] a étudié le cas

du plongement d’une extension diédrale dans une extension diédrale ou quaternionien-
ne d’ordre une puissance de 2 , dans le cas où le corps de base est Q en cons-

truisant un caractère sur les classes d’idéles d’un corps quadratique, ce qu’il a
d’ailleurs expo sé dans [5].

1. Méthode utilisée.

Ce qui suit est un court rappel de la méthode générale qui sera utilisée dans le
cas particulier étudié ~~8 j ~ C~~..

On suppo se que ,4 est un groupe abélien. L’extension E de G par A est dé-
crite par l’action de G sur A et par un élément e de H2 ~ G ~ A) . Soit k
une clôture séparable de k et G le groupe de Galois de !~/k . Pour que le pro-
blème de plongement relatif à E et, K/k ait une solution, il faut que l’image de
e par inflation dans A) soit nulle Cette condition est suf-

fisante dans le cas où k est un corps de nombres, ou dans le cas où E et G

sont deux groupes de même rang. Cette condition peut être transcrite à l’aide des



théorèmes de dualité locale et globale. Dans le cas local (ceir’.. a été fait par
NEUKIRCH), la condition est que, pour tout caractère ~ de A’ =: k ) défi-

ni sur k ~ c’est-à-dire invariant par 3 ~ on ait )( (e) =0 . Dans le cas global
(cela a été fait par la condition est que s’annulent dans H (G ~ C(K))
toutes les images x~(e) ~ où X est un caractère de A dans le groupe C des

classes d’idèles de k , défini sur k . D’autre part, si on choisit un prolonge-
ment de toute place v de k jusque k , et si on appelle G et S les sous-

groupes de décomposition relatifs à v , on appelle condition locale la condition

d’ annulation de l’image de e par restriction, puis inflation dans A) :

ce qui est équivalent à la condition dt annulation de tous les ~*v(~) , où Xv dé-

crit les caractères de A k définis sur k . Ces conditions locales sont
v v

équivalentes à la cond.ition d’ annulation de ~,~ ( v ) pour tout élément x de

Homk(A C) app artenant à l’ 1 image de TI 
* 

=

(S désigne le groupe des idèles de k). SI on suppose les conditions locales véri-

fiées, il suffit d’écrire l’annulation de ~*(~) , pour tout ~ appartenant au

conoyeu de -rf (conditions Ce conoyau est fini. Dans le cas où A est

cyclique d’ordre une puissance de p , qui est le ce.s qui nous intéresse, le conoyau
contient 1 ou 2 éléments. Il en contient 2 si, et seulement A est d’or-

dre 2 ~ et si le groupe de Galois de k(A’)/k est non cyclique et distinct de

tous ses sous-groupes de décomposition. On peut décrire explicitement l’élément non

nul de la manière suivante. Le groupe de Galois de peut être considéré

comme un sous-groupe de (Z/2r Z) engendré par 03B2s et (p = - 1 , 03B1 == 5 ,
s  r - 2) . Soit k’ le corps laissé fixe par 03B12s , k(+) le corps laissé fixe

par p et 03B12s+1 , k(-) le corps laissé; fixe par Soit 03BBj un élément

d’ordre 2" de A’ vérifiant 03BBw i+2 = 03BBi . On calcule le caractère 03C8 du
J+i j -

conoyau dans 3(Kk’)). Décrivons ses composantes locales :

1~ Si v se décompose dans k’ (v e I) (x ~ i) *

2~ Si v ne se décompose pas dans k’ mais dans k(+) (v e (~.).
3~ ne se décompose dans k’ mais dans k(-) (v ~ (B B ) .

On renvoie pour les détails à l’article de POITOU [9].

2. Résolution générale.

On revient au problème du plongèrent diédral et quaternionien. D’après la partie
précédente, on voit que le problème de plongement se traduit par l’une des deux
situations suivantes.

(A) k est un corps locale X est un générateur du groupe A’ (k) des caractères

de A définis sur k .



(B) k est un corps de nombres ; on suppose les conditions locales vérifiées. X

est un élément non trivial du co noyau de ~ .

On notera C le groupe multiplicatif d.e E dans le cas local (A) et la limite

inductive du groupe des classes d’idoles des extensions finies de le dans le cas

~B) ~ et C (L) les points fixes de C par Dans les deux cas, le pro-

blème de plongement est résoluble si, et seulement si, le cocycle ~ ~~ ) de

H2(G , C(K)) est un cobord. C’ est ce que l’on va expliciter dans ce paragraphe. On

introduit les notations suivantes : 3i G est le groupe diédral engendré par x et

y (x = 1 , y = 1 , yxy-1 = x ) , on note H le sous-groupe de G engendré

par x 9 et k 0 l’ 1 extension de K/k laissée fixe par H . On a la suite exacte :

Elle induit une suite exacte de cohomologie

Or dans les deux cas envisagés, le groupe H (H , C(K)) est nul. Cela permet de

traduire le fait que x~(e) est nul. On obtient le lemme suivant.

LEMME 1. - Soit X= ~(~) (x , x") un représentant de la restriction de ~* (~)
dans C(kQ) ~ Y = x (e) (y , y) .

1° Si ~*(~) est un cobord, X est une norme dans C(K)/C(k0) : X = (b) .

il existe c appartenant à C(K) et vérifiant cx c-1 = b-1 b-xy .

2° ~*(~) est un cobord si, et seulement si, on a ’

Donnons quelques propriétés de X et Y .

LEMME 2. - X est un élément de C(k0) de norme 1 : XXy = 1 . ,Y. est un élé-

ment de C(k) égal à 1 dans le cas du plongement diédral et à X2r-1 dans le cas

du plongement quaternionien.

THÉORÈME 3  - Z de C vérifiant Zy Z-1 = X  Dans le cas
diédral ou dans le cas quaternionien lorsque Y est norme d’un élément de C(k0) ,
le problème de plongement a une solution et seulement si, Z est une nonne d’un

élément de C(K) . le cas quaternionien, lorsque Y norme d’un ele-.

ment de C(k~) ~ le problème de plongement a. une solution si. et seulement si le
2014201420142014 u - - - 

-~- -
symbole de nonne (Z~ x~ .

Démonstration. - On étudie d’abord le cas diédral. Montrons que la condition don-

née est suffisante. Pour cela, on vérifie que B’(e) est m cobord à l’aide du

lemme 1. Soit U un élément de C(K) tel que Z = N~/. (U) . On a

X = N../ Donc X est une norme dans C(K)/C(kp) . On peut alors prendre



comme élément c vérifiant c" c-1 = (UYjU) xy l’élément o = On

a alors trivialement

Donc ~(e) est un cobord et le problème de plongement a une solution. Récipro-

quement, soit N une solution du problème. On a le lemme suivant*

LEMME 4. - Si N/k est une extension diédrale, et si a est un élément de C(k) ,
a est- une norme pour l’extension

On a (a ~ == N/k) , où Ver désigne le transfert

de Gai (N/k) dans Gai (N/k J . Le calcul de ce transfert montre qu’il est nul.

On applique ce lemme à X ; on a donc

Or (X , = = (Z , Donc (z , est d’ordre 2".

Son image dans Gal(K/kJ = H est égale à 1. Donc le symbole (Z , est égal

à 1, et Z est norme d’un élément de C(K) .

Le cas quaternionien se résoud en regardant comment il est lié au cas diédral

(lemme 1) et en remarquant que les éléments X et Z sont les mêmes.

3 . Plongement d’une extension p-adique.

On se place maintenant dans le cas (A), on commence par chercher le groupe A’(k) .

5. - Soit q l’entier défini ainsi s 2~ du. sous-groupe des

racines de l’unité d’ordre divisant 2r _de k0 vérifiant 03B6y = c" . Alors A’ (k)

est d’ordre 2" ~

On note r une racine primitive d’ordre 2" .

PROPOSITION 6. - Soit K/k une extension diédrale de corps p-adiques, k0 le

corps quadratique de k laissé fixe par x : j~ m ~ vérifiant

k0 = définit l’élément z de k0 par :

z = 1 + ç s~ q > 1, ~~~~. q = 1 .

Dans le cas du problème diédral, ou d’un problème quaternionien lorsque l’une des
hypothèses suivantes est vérifiée : i

(i) q  r J

(ii) q = r, (- 1 , = 1 ,

le problème de plongement a une solution si, et seulement si, z est norme d’un

élément de K . Dans le cas quaternionien, lorsque q est égal a r que

(- 1 , kYk) est égal à - 1 , le problème de plongement a une solution si et

seulement si le symbole (z , est égal à x2k-1 .



Dans le où k est une extension p-adique modérément ramifiée ( p impair) ,
on peut donner des conditions plus explicites .

PROPOSITION 7 . - Soit une extension diédrale de corps p,#fliques (p ~ 2) .
Si r + k est supérieur strictement à 2 , le problème de plongement diédral (res-

pectivement quaternionien) a une solution si , et seulement k contient pas

les racines quatrièmes de 1’unité, n. ~ 
et si kp contient les racines de 

té d’ordre 2r+k+1 . Si r et k sont égaux à 1 , le problème diédral (resp. qua-
ternionien) a une solution si, et seulement si, 4 n’est pas inclus dans k mais

k~ k ).

4. Plongement d’une extension de corps de nombres.

Nous allons faire le plan d’ étude de la résolution d’un tel problème.

1° Il faut d’abord trouver les conditions locales , et pour cela regarder tous les

sous-groupes de décomposition. Lorsque le sous-groupe de décomposition est encore

diédral, on peut appliquer les résultats du paragraphe 3. Les autres cas se résol-
vent facilement [3]

2° On doit ensuite regarder s’il y a une condition globale à écrire. Pour cela, on

calcule l’extension k(A’)/k . On obtient la proposition suivante.

PROPOSITION 8. - L’extension est cyclique dans les trois cas suivants :

1° r~2, ..

2° k contient ~ + ~-1 , où ~ est une racine de 2r ,

3° K n k(~ ) == ~n et ( él ément issant

sur les racines de l’unité par 03B6 -2014) 03B6-1 ).
Il y a une condition _globale si et est non

cyclique (de groupe de Galois engendré par ,3 et 03B12s), et si toute place de k

k(~/- m ~ ~ + ~ ) ou (- est une racine de l’unité d~-ordre 2 .
On rappelle que m est défini par k.. = 

Remarque. - Dans le cas où la corps de base k est Q ~ supposons que m est

choisi entier sans facteurs carrés. Il y a une condition globale si, et seulement

si, m est différent de - 1 et - 2 , si m est congru à - 1 ou à - 2 modu-

le 8 , et si 2 est une norme dans Q(j5) . 
La troisième partie consiste à se placer dans le cas où il existe une condition

globale, et à la trouver explicitement. On obtient un représentant 3 de la classe

d’idèles X = 03C8(e(x , x-1)) , où ’y est l’élément du conoyau de non nul

(ci. § 2) par



désigne une racine de l’unité d’ordre 2 s+3 . Un représentant de X apparte-
nant à J(k0) et de norme 1 est, par exemple,

où a est un élément de k~ de + (.2) 2 . On a. alors le théorème

suivant.

THÉORÈME 9. - Soit U un élément de vérifiait Uy U" = Dans le cas
diédral ou dans le cas quaternionien lorsque (- 1 , est égal à 1 ~
ou que s est à r - 3 , le problème de plongement a une

solution si, et seulement si, U est une norme d’un élément _de 3(K) . Dans le cas

quaternionien, r = s - 3 , et (- 1 , kr/k) = - 1 , le problème de plongement

a une solution si, et seulement si, le symbole de norme (U , est égal à 

Remarque. - Le calcul de U à partir de g. se facilement place par place. Par

contre, le calcul explicite demande de connaître un de de nonne

C /(l + f ) * Par exemple, si le corps de base est Q ~ il s’agit de trouver un

élément de norme 2. Cela est une question de tabulation. Connaissant cet élément,
il est alors possible de donner la liste des entiers r pour lesquels K/k est

plongeable dans une extension diédrale (resp. quaternionienne) d’ordre 2r+k+1. Nous
allons traiter rapidement exemple.

Soit l’extension K/k , avec k = Q(-1) , K = Q(-1 , 31 ,
~0 = ~~/"~ ~ ~31) . On a d = 9118 = 2 x 97 x 47 .

1° Conditions locales. - Il suffit de regarder les places de k se ramifiant dans

K ou divisant 2. Si ~ divise 97 ou 47 ~ ~ se décompose dans k.. ; la
condition locale est alors que k contienne les racines de l’unité d’ordre 

c~est-à-dire que l’on ait == 1 -~ mod 2 yt. 1 . Or, 97 ~ 1 mod 2" ~ ~ 47 ~ - 1

mod 2 . Donc r doit être inférieur ou égal à 4  divise 31 , comme k

contient les racines quatrièmes de l’unité, - doit se décomposer dans K (cf. pa-
ragraphe 3) et cela suffit.. C’est le cas car (d/31) =1 .Si ~ divise 2 ~ - se

décompose dans et la condition locale est que les racines de l’unité qui sont

contenues dans k~ d’ordre divisant 2~ soient des nonnes de K , ce qui est

vérifié : (i , d)03C803B2 = (i , (i ,-. 1)203B2 = 1 . 
03B2

En conclusion, les conditions locales sont vérifiées si, et seulement si, r est

inférieur à 4.

2° Oi=i vérifie facilement qu’il y a une condition globale à vérifier si r est

supérieur ou égal à 3 .

3° On cherche cette condition globale. On a

CI. ~-~

avec t une racine 8-ième de l’unité, et b = 3% + z/3I . On vérifie que seules
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interviennent dans ~U ~ K/k..) les places p de k.. divisant Comme toutes les

places de k divisant d se décomposent dans k0 , on a

où 03B2p et :$ sont des prolongements de p à k . Un calcul facile montre que

est égal à 1 . D’autre part, la quantité ~~ (- 1 ~ est égale à

1 (k = Q(~C"T)) . On peut donc conclure :

L’extension 31 , 9118)/Q(01) est plongeable dans une extension dié-
drale (resp. quaternionienne) cyclique sur Q(-1 , 31) d’ordre 8 , 16, 32 , 64 ,
et ne l~est pas pour des ordres supérieurs.
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