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Séminaire DELAHGE-PISOT-POITCU 38=01
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n° 38, 7 p. 24 avril 1978

PLONGEMENTS D'EXTENSIONS GALOISIENNES

per Bernadette PERRIN-RIOU

Soit K/k wune extension galoisienne de groupe de Galois G et E une extension
de G « On se demande s'il existe une surextension N/k contenant X de groupe de
Galois isomorphe & E et telle que la restriction des automorphismes corresponde au
péssage au quotient E — G . Si une telle surextension existe, on dit que le pro-
bleme de plongement relatif & E et & K/k a une solution.
k+1

On s'est occupé du cas oi G est un groupe diédral dlordre 2
r+k+1

, et ol E est
un groupe diédral ou quaternionien dlordre 2 o Le noyau de l'extension est
alors un groupe cyclique A dlordre 28 . Ces groupes sont définis par générateurs
et relations de la maniére suivante :

k
2 2 -1 -1
G=(x,7,%x =1,y =1,y =x )Y,

r+kel
2 2 2
E={o, 1,0 =1,1 =¢ f(ou 1), 17

= oty

Certains cas de ce probléme ont déja été résolus. DAMEY et PAYAN [1] ont étudié le
cas du plongement d'une extension de Klein dans une extension diédrale ou quaternio-
nienne d'ordre 8 , le corps de base étant le corps Q des rationnels. Ils utili-
sent la théorie de Kummer, ce qui leur permet de conégfuire explicitement 1'exten-
sion N/Q . GILLARD [4] a étudié le mfme probléme sur un corps quelconque dans
lequel iI'n'existe qu'une seule place au-dessus de 2 non décomposée dans K/k .
MARTINET et DAMEY [2] ont étudié le plongement d'une extension quadratique dans une
extension quaternionienne d'ordre quelconque. Enfin, HALTER-KOCH [5] a étudié le cas
du plongement d'une extension diédrale dans une extension diédrale ou quaternionien-
ne d'ordre une puissance de 2 , dans le cas ou le corps de base est Q en conse
truisant un caractere sur les classes d'idéles d'un corps quadratiqpe,Née qulil a

d'ailleurs exposé dans [5].

1+ Méthode utilisée.

~—~—

Ce qui suit est un court rappel de la méthode générale qui sera utilisée dans le
cas particulier étudié([8], [9])..

On suppose que A est un groupe abélien. L'extension E de ¢ par A est dé-
crite par l'action de G sur A et par un élément . de HZ(G , A) . Soit k
une cl8ture séperable de k et G le groupe de Galois de K/k « Pour que le pro-
bléeme de plongement relatif & E et K/k ait une solution, il faut que 1l'image de
e par inflation dans HZ(E y &) soit nulle (HOECHSMANK). Cette condition est suf-
fisante dans le cas oi k est un corps de nombres, ou dens le cas oi E et G

sont deux groupes de mfme rang. Cette condition peut 8tre transcrite & 1'aide des
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théoremes de dualité locale et globale. Dans le cas local (celx a ¢té feit par
HEUKIRCH), la condition est que, pour tout caractire y de A' = Hom(4 , k) d&fi-
ni sur k , c'est-d-dire invariant par G , on ait X*(e) = 0 » Dans le cas global
(cela a été fait par POITOU), la condition est que s'anmulent dans H2(G , C(K))
toutes les images X*(e) y OU % est un caractere de A dans le groupe C des
classes d'idéles de k , défini sur k + D'autre part, si on choisit un prolonge-
ment de toute place v de k jusqu'a k , et si on eppelle Gﬁ et Gv les sous-
groupes de décomposition relatifs & v , on appelle condition locale la condition
d'annulation de 1l'image de ¢ par restriction, puis inflation dans Hz(f‘x'v s A) @
5 res inf o

H°(G , &) =———3 H°(G_ , &) --.-sH(GV,A) R
ce qui est équivalent & la condition d'annulation de tous les xi(e) y OU X dém-
crit les caracteres de A dans Ev définis sur kv « Ges conditions locales sont
équivalentes & la condition d'annulation de x*(g) , pour tout élément ¥ de

Hom (A , ©) eppartenant & 1'image de 1 :
3
ot Homk(A y 3 — Homk(A s O

(8 désigne le groupe des idéles de k). 91 on suppose les conditions locales véri-
fides, il suffit d'écrire 1'anmulation de ' (¢) , pour tout y sppartenant am
conoysau de n* (conditions globales)e. Ce conoyeu est fini. Dans le cas ou A est
cyclique d'ordre une puissence de p , qui est le cas qui nous intéresse, le conoyau
contient 1 ou 2 éléments. I1 en contient 2 si, et seulement si, A est d'or-
dre 2 , et si le groupe de Galois de k(A')/k est non cyclique et distinct de
tous ses sous-groupes de décomposition. On peut décrire explicitement 1!'élément non

nul de la maniére suivante. Le zroupe de Galois de k(A')/k peut &tre considéré

¢ . 8
corme un sous-groupe de (2/2° 2)* engendré par 3 et o> B==1, =5,

S<r=2) . S0it k' le corps leissé fixe par az , k(+) le corps laissé fixe

2S+1 ‘ 25
par 8 et « s k(=) 1le corps laissé fixe par po~ .« Soit )., un &lément
Q42 2 J
J+i
conoyau dans Homk,(A , 3(Kk')). Décrivons ses composantes locales @

d'ordre de A' vérifiant = Kj « On cealcule le caractére « du

1© 81 v se décompose dans k! (v e I) (xs s 1)
2° 31 v ne se décompose pas dans k' mais dans k(+) (v € Ila) (k_+l) .
3° 31 v ne se décompose pas dans k' mais dans k(=) (v € IIb) (xo Ks+l) .

On renvoie pour les détails & 1l'article de PCITOU [9].

2. Résolution générale.

On revient au probléme du plongeiient diédral et quaternionien. D'aprés la partie
précédente, on voit que le probléme de plongement se traduit per k'une des deux

situations suivantes.

(4) k est un corps local, X est un générateur du groupe A&'(k) des caractéres

de A définis sur k .
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(B) k est un corps de nombres ; on suppose les conditions locales vérifiéese X

’ « _n . ¥
est un élément non trivial du conoysu e T .

On notera C le groupe multiplicatif de Kk dans le cas local (&) et la limite
inductive du groupe des clesses d'idéles des extensions finies de k dans le cas
(B), et C(L) 1les points fixes de C par Gel(k/L) « Dans les deux cas, le pro-
bleme de plongement est rasoluble si, et seulement si, le cocycle X*(G) de
HZ(G , C(K)) est un cobord. C'est ce que l'on va expliciter dans ce paragraphe. On
introduit les notations suivantes : 3i G est le groupe diédral engendré par x et

k
y (x2 =1, y2 =1, yxy’l = x‘l) , on note H 1le sous~groupe de G engendré

per x 4, et kg llextension de K/k 1laissée fixe par H » On a la suite exacte :
1 — H — G p— g — 1 o
Elle induit une suite exacte de cohomologie
1 5 inf 5 res
H (#, 6(K)) — 8(g, Clk))) ——=H(G, C(K) — (1, 6(K) .

Or dans les deux cas envisagés, le groupe nt (H, C(K)) est mul. Cela permet de

traduire le fait que X*(e) est mul. On obtient le lemme suivant.

LEME 1. = Soit X = X(€) (x , x-l) un représentant de la restriction de X*(e)

dans C(ky) et YT=x()l, ¥ -

19 Si x (¢) est un cobord, X est une norme dans C(K)/C(ko) : X = NK/k (b) .
- 0

De plus, il existe c appartensnt 3 C(K) et vérifiant o o =b™ b=V

”° . °
20 X (¢) est un cobord si, et seulement si, on a

X e NK/kO(C(K)) R Yot ¢V e Nko/k(c(ko)) .

Donnons quelques propriétés de X et Y .

LEME 2. - X est un éléent de C(k,) de morme 1: ¥ =1, ¥ estun &lé-

ment de C(k) égal & 1 dans le cas du plongement diédral et & dans le cas

du plongement quaternioniszn.

THEOREIE 3. - Soit un dlément 2 de C(k,) vérifiant 7 27" = X . Dans le cas

diédral ou dans le cas quaternionien lorsque Y est norme d'un élément de C(kO) y

le probléme de nlongement a une solution si, et seulement si, Z est une norme d'un

¢lénent de C(K) o Dans le cas quaternionien, lorsque Y n'est pas norme d'un élé-

ment, de C(ko) , le probléme de plongement a.ku:;le solution si, et seulement si, le
=
symbole de norme (Z , K/ko) ost égal & x© .

Démonstration. - On étudie d'abord le cas diédral. liontrons gue la condition don-

g I . £ '}!. - - o
née est suffisante. Pour cela, on vérifie que x (¢) est un cobord & 1'aide du

lemme le Soit U un 4lément de C(X) tel que 7 = e e (U) « On a
*0

X=N (0W/1) . Donc X est une norme dens C(K)/C(ko) « Cn peut alors prendre

/%q
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come lément ¢ verifiamt o ¢ b = (Uy'/U)"1 (W/u)™Y 1télénent c = /U . On
a alors trivialement

o - - Y - L’ I .
Donc X (¢) est un cobord et le probléme de plongement a une solution. Récipro-—
quement, soit N une solution du probléme. On a le lemme suivant.

LEMME 4. - Si N/k est une extension dieédrale, et si a est un élément de c(x) ,
a est une norme pour 1'extension N/kO .

Démonstrations - On a (a, N/ko) = Ver(a , 1/k) , ot Ver désigne le transfert
de Gal(N/k) dans G.al(N/kO) . Le caicul de ce transfert montre qu'il est nul.

r-1
On applique ce lemme & X2 ; on a donc

X, 1\1/140)'2r“l =1,
or (X, N/ko) = (/7 , N/ko) =(z, N/ko)2 . Donc

Son image dans Gal(K/ko) = H est égale & 1. Donc le
a i, et

(2 , Wky) est dlordre 2-,

symbole (Z , K/ko) est égal
7 est norme d'un élément de C(K) .

Le cas quaternionien se résoud en regerdant comment

il est 1ié eu cas diédral
(lemme 1) et en remarquant que les ¢léments

¥ et Z sont les mémes.

3. Plongement d'une extemsion p=-adique.
P e e o g

On se place meintenant dans le cas (4), on commence par chercher le groupe L' (k) .

LEME 5. = Soit g 1'entier défini ainsi

24 ess 1'ordre du_sous-groupe des
racines de 1l'unité d'ordre divisant 2 de kO vérifiant Cy

est dlordre 2q .

= ¢ . Mlors A'(K)
On note  une racine primitive dtordre 2% .

PROPOSITION 6. = Soit K/k wune extension diédrale de corps p—adiques, ko le

corps quadratique de k leissé fixe par x,et m un élément de k verifiant
kg = k(/m) o On @éfinit 1'élément z de k, par

°
©

z=1+¢ s q>1, z =/o si g=1.

Dens le cas du probléme diédral, ou d'vn probléme guaternionien lorseue l'une des
hypothéses suiventes est vérifiéde

(1) a<r,

(i) gq=r, (-1,k0/k)=1,

le probléme de plongement a une solution

si, et seulement si, =z est norme d'un
élément de K o Dens le cas quaternionien, lorsque g est égal & T et que
(-1, kyk) est égal &

- 1 , ie probleme de plongement s une solution si,
: k=1
seulement si, le symbole (z , K/ko) est égal 3 x*
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Dans le cus o k est une extension p-adique modérément remifide ( p impair),

on peut donner des conditions plus explicites.

FROPOSITION 7. = Soit EKE/k une extension dledrale de corps p=adiques (p # 2) .

Si r+ k est supérieur strictement & 2 , le probleme de plongement diédral (res-

pectivement quaternlonlen) une solution si, et seulement si, k ne contient pas

g et s1 k, contient les racines de l'uni-

«Si r et k sont égaux a 1, le probléme diédral (resp. qua-

les racines quatriemes de 1! unlte,

to d'ordre 2r+k+1

ternionien) a une solution si, et seulement si, n'est pas inclus dans k mais

bg

dans k, (resp. n'est pas inclus dans k ).

4. Plongement d'une extension de corps de nombres.

Nous allons faire le plan d'étude de la résolution d'un tel probiéme.

1° I1 faut d'abord trouver les conditions locales , et pour cela regarder tous les
sous-groupes de décompositions. Lorsque le sous-groupe de décomposition est encore
diédral, on peut appliquer les résultats du paragraphe 3. Les autres cas se résol-
vent facilement [3].

1

2° On doit ensuite regarder s'il y a une condition globale & écrire. Pour cela, on
calcule l'extension k(A')/k . On obtient la proposition suivante.

PROPOSITION 84 = L'extension k(4')/k est cyclique dans les trois cas suivants @
10 I'sZJ

2° k contient 1 + ﬂ-l » Ou 7 est une racine de 1l'unité d'ordre 2,

3° Knk(y ) =k, et Gal(k(y )/k)) ne contient pas 5 (élément agissant
2 2

sur les racines de l'unité par ¢ - g_l ).

11 y a une condition globale si, et seulement si, 1l'extension k(4aY)/x est non

s
cyclique (de groupe de Galois engendr€ par 3 et a2 )s et si toute place de k

° . Ve ,.S
se décompose dans k(/~m, Lo+ g ) ou r est une racine de 1'unité d*ordre 2 *3,

On rappelle que 1 est défini par ky = k(/m)

Remarque. - Dans le cas ol le corps de basc k est Q , supposons que m est
choisi entier sans facteurs carrés. I1 y a une condition globale si, et seulement
si, m est différent de -1 et -2, si m est congrud -1 oud =2 modu-

lo &, et si 2 est une norme dans Q(/m)

La troisiéme partie consiste & se placer dans le cas ol il existe une condition
globale,et & la trouver explicitement. On obtient un représentent 3 de la classe
dtideles X = y(c(x, x—l)) , ou v est 1'éldment du conoyan de n* non nul
(cfe § 2), par ’

¢ = {(C ? 1)veI 4 (Q)VEII ’ (ig)vellb} ’
a
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A 5 3 . o S S+ - 2
ou r désigne une racine de 1l'unité d'ordre 2 3 « Un representant de X apparte-

nant a S(ko) et de norme 1 est, par exemple,

9, = a7 (L {;_‘,2)-1 < s

2

ou a est un élément de k0 de norme Qz/(l + 52) . On z alors le théoreme

suivant.

THEORRE Qs - Soit U un 6lément de 3(k,) vérifiant U7 vt - 3, « Dans lc cas
diédral ou dans le cas quaternionien lorsque ZrEI (-1, ko/k)v est egal & 1,

ou que s est strictement inférieur & r - 3 , le probleme de plongement a une

solution si, et seulement si, U est une norme d'un &lément de 3(K) . Dans le cas

quaternionien, r=s-3,et 3 o (-1, kyk) =-1, le probléme de plongement

a une solution si, et seulement si, le symbole de norme (U , K/ko) est égal & x2L

Remarque. - Le calcul de 7 & partir de g, se f=it facilement place par ploce. Par

contre, le calcul explicite de g 1 denande dé connaftre un ¢lLément de k (,\/ITI) de norme
gz/(l + g2)2 . Par exemple, si lc corps de base est @, il s'agit de trouver un
€lément de norme 2 . Cela est une question de tabulation. Connaissent cet élément,
il est alors possible de donner la liste des entiers r pour lesquels K/k est
plongesble dans une extension diédrale (resp. quaternionienne) d'ordre 2r+k+1‘ Nous

allons traiter rapidement un exemple.

Soit 1ltextension X/k , avec k = 3(/~1) , K=0o(/~1, .31, ,0118) ,
kO:E(/\/~ 1“’ ,\/3—1-) -Ona d=9118:2X97X47 .

1° Conditions locales. -~ I1 suffit de regarder les places de k se ramifiant dans

K ou divisant 2 « Si =m divise 97 ou 47 , = se déecompose dens k5 3 la

v 2
condition locele est alors que k_ contienne les racines de 1'unité d'ordre ,2”l ,
c'est-d-dire que 1l'on ait Ny = 1 mod 21"'~l e COry, 97 =1 mod 27 5 47 = =1
mod 2% . Donc r doit 8tre inférieur ou égal & 4  Si =~ divise 31 , comme k

contient les racines guatriémes de 1l'unité, - doit se décomposer dans K (cfe pa~
ragraphe 3) et cela suffit. C'est le cas car (d/31) =1 « Si ~ divise 2, - se
décompose dans ko s €t la condition locale est que les racincs de l'unité qui sont
contenues dans k dtordre divisant 2° soient des normes de K , ce qui est

2 =1 . ‘

i

B

vérifié : (i, d)%: (1,23 @, ~1)

En conclusion, les conditions locales sont vérifiées si, et seulement si, r est

inférieur &3 4 .

2° On vérifie facilement qu'il y a une condition globale & vérifier si r est

supérieur ou égai & 3 .

3° On cherche cette condition globzle. On a

b . A
e e

) s

une racine 8-iéme de 1l'unité, et b = 39 + 7./31 « On vérifie que seules

vell °? (lQS)veII
a b

avec €8
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interviennent dans (U , K/ko) les places p de ko divisant d o Comme toutes led

places = de Lk divisant d se décomposent dans ko , on a

b b b b
U, ¥/k,) = (——=, 4) e, d) ——, 4) s, @)
) 0 1 +1° Tl)’?*‘”l, 7_3(‘)71+1’ »?,4,714.3_’ 2

,

ou gb et ! sont des prolongements de » & k o Un calcul facile montre que
(U, K/ky) est éal 3 1 . D'autre part, la quantits 2 o1 (=1, k/k) est égale 2
1 (k = 2(/~1)) . On peut donc conclure

L'extension Q(/~T1 , .31, J/o118)/Q(/="1) est plongesble dans une extension dié-
drale (resp. quaternionienne) cyclique sur (/=1 , . /31) d'ordre &, 16, 32, 64,

et ne l'est pas pour des crdres supérieurs.
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