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Séminaire DELANGE-PISOT-PCITOU 36-01
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n° 36, 1l p. 3 avril 1978

FONCTIONS “ODULATRES, COURBES DE TATE
ET INDRPENDANCE ALGOBRIQUE

par Daniel BERTRAND

Résuné. - Dans la premidre partie de cet exposé (§ 2 et § 3), nous rappelons, &
1'occesion d'un résultat d'indépendance algébrique récemment obtenu par G.
CHOODNOV3KY [ 9], certaines propriétés arithmétiques des dérivéesde la fonction modu-
laire j(T) , €t leur lien avec les constantes de la théorie des fonctions ellipti-
ques. Dans la seconde partie (§4 & § 6) , nous établissons une version p-adique
du résultat de CHOODNOVSKY, et nous proposons guelques conjectures.

1. Introduction.

Soit

n n ® ny 24
(@) = (1 +260 I (0 q%/(1 - M) /(o521 - o™
le développement de Fourier & 1'infini de la fonction invariant modulaire j(T) .
L'expression J(q) définit, tant dans le domaine complexe que dans un domaine ul-
tranétrique 9@ , une fonction analytique sur le disque unité "ouvert" privé de

1'origine. Cette fonction vérifie une équation différentielle algébrique du troisie-

me ordrc par l'opérateur de dérivation

6 = q d/dq .

Nous nous proposons ici d'étudier certaines propriétés arithmdétiques des valeurs
prop prop q

de ses deux premiéres dérivées. Nous obtiendrons en particulier le résultat suivant.

- \ B )
THEOREME 1 (resp. 1(p)). - 8i q désigne un nombre complexe (resp. un élément de

Qp ), ou J est définie et prend une valeur algébrique différente de 0O ou de

1728 (resp. une valeur elgébrique), les nombres 6J(q) et 62 J(q) sont algébri-

quement indépendants sur Q .

Dans le cas complexe, l'assertion est un corollaire imuédiat de récents travaux
de G. CHOODNCVSKY [9] sur les périodes et les pseudo-périodes de fonctions ellip-
tiques de Weierstrass. Ce lien tient & quelques formules classiques, que nous rap-
pelons au § 2. La situation peut é&tre précisée dans le cas de multiplication com=
plexe (§ 3), ou 1'on dispose de plus d'une relation d'algébricité. Cette relation,
de nature modulaire, a été généralisée par SHINURA [19] ; elle équivaut & un énoncé

de nature elliptique obtenu par MASJER [14], et BROWNAWELL-KUBOTA [7].

La démarche du § 2 ne peut &tre suivie dans le cas ultramétrique. Reprenant
1'idée de [4], nous résolvons le probldme en développant la méthode de CHOODNOVSKY
dans lc cadre de la théorie de Jacobi-Tate (§ 4). Paralldlement & [9], nous dédui-
sons le théordme 1(p) d'un énoncé plus général (§ 5), oh apparait une fonction €

analogue & le fonction { de Weierstrass,
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Nous concluons, au § 6 , par quelques conjectures faisant intervenir la nature

arithmétique des nombres q et T .

2. Le cas complexe.

Soient p une fonction elliptique de Weierstrass, {w, , w2} un couple de pério-
des fondamentales de p tel que T = w /w ait une partie imaginaire >0 ,
g, = gz(wl y W ) et g3 = gB(w » W5 ) les invariants de la fonction p, § sa
primitive impaire, et pour i = 1 , 2 , Ny o= ﬂl(wl , W ) = 2g(w /2) .

Le résultat suivant a été annoncé par G. CHOODNOVSKY (pour la démonstration, voir,
par exemple, WALDSCHuIDT [21]). Nous montrons ci-desous comment il entraine le

théoréme 1.

THEORENE 2 [9]. - S0oit u un nombre complexe, ou p est définie et prend une

valeur algébrique., Si &5 et g, sont algébriques, et si u est Q-linéairement

3
les nombres ﬂz/ub et g(w) - (ﬂz/wz)u sont algébriquement

indépendant de W,

indépendants.

En vertu de la relation de Legendre :
L,T-1 = 2in/w,

le théoreme 2 entraine, pour u = w1/2 , le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1 [9]. - Si &, et g3 sont algébriques, les nombres ﬂ2/ub et n/w2
sont algébrigquement indépendants.

Soit j(7) = 1728/(1 -~ 27 gB/gg) 1'invariant modulaire de la fonction §p . L'ap-
plication T —3 j(T1) définit une fonction analvtique sur le demi-plan de Poincaré
={z€eC, Tmz>0}.0na, en désignant d'une apostrophe 1'opérateur de déri-

vation d/dr ,

g2(<»l ’ w7

(T) (

2
2111 J )

2im

(1)

©

e le , w )

; w) J(T)

'"(T © T ol w
2im J:%;S -2 §§H'ggE‘+ U\T(J(T))(Z:m) gz(w
on W(j(r)) = (12/3(1)) + (¢/(5(7) = 1728)) .

Nous rappelons plus bas la démonstration de ces formules classiques.

En dehors des zéros de la fonction j' , le corollaire 1 est donc équivalent 2

1'assertion suivante.

COROLLAIRE 2. - Soit T un élément de % non-zéro de j' . Si j(T) est algé-

brique, les nombres j'(7)/2im et j"(T)/(Ziﬂ)Z sont algébriguement indépendants.

Comme il est bien connu, les seuls zéros de j' sont les images des racines qua-
tridmes (resp. sixidmes) de 'unité par l'action du groupe modulaire SL2(Z) sur

% . En ces points, la fonction j(7) - 1728 (resp. (7} ) a un zéro d'ordre 2
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resp. 3). De plus, on & , pour q = exp 2int , j(71) = J(q) , et 1'opérateur
(1/2im)a/dT est transformmé, par ce changement dec variable, en © . Le théoréme 1

équivaut donc au corollaire 2, et est déuontré.

Démonstration des formules (l). - Soient P , @ et R les séries d'Eisenstein

normalisées de poids 2 , 4 et 6 . On a, en reprenant les notations précédentes,

]

a(a) = 12 g,(2imT , 2in) 12(w2/2iﬂ)4 gy 5 w,)

i

6
R(q) = - 216 gy(2inT , 2im) = - 216w /2im)" gy(0, , W) ,

et (voir, par exemple, [ 107, I, chap. 4, § 9, formule 9)

p(q) = - 12 Myleinr , 2im)/2in = - 12(w,/2im) (N (w, , w,)/2im) .

La stabilité de 1'algdbre Q[P , Q , R}, par 1'opérateur 8 (voir, par exemple,
SWINNERIOW-DYER [1], lemme 3) :

12'5P=P2—Q;39Q:PQ~R;26R:PR—Q2,

1728 x /(& - %),

entraine, par dérivation logarithmique de la relation J

]

6J/3 = - R/Q,
82 J/67 = P/6 + 2 93/(33) - Qg/(2R) ,
soit

31 (M/(2in 3(1) = 18(wy/2im)° g/,

(/i 51(1) = (= 2 1, w/(2i0)%) + (wy/2im)? (gy/e,) ule, » gy) ,

avec 3
wley » €5) = 12+ (g5/3¢5) = 12 + (93/(5 - 1728)) = 3 W(3) .

Remarque 1. - Une troisiéme dérivation fournit 1'équation diffdérentielle algé-

brique sati:faite par la fonction J(q)

2 2 2
6 85T 4 3 6 9° J 4 3 2 (8J)
12 8( 6d - (BJ)QE S 1728)) = ( “od (GJ)(3'+ J - 1728)) T I(T = 1728) *

3. Le cas de multiplication complexe.

I1 s'agit, dans la situation décrite au § 2, du cas o T est quadratique sur

Q . Nous notons NT = 77 = 7(T - 2i Im T) sa norme sur Q .

L'énoncé suivant a $té établi par NASJER (voir [14], chap. III, et appendice 1),

et, de fagon moins précise, par BROWNAWELL et KUBOTA [7].

PROPOSITION 1 [14]. - Si p admet une multiplication complexe, il existe un &1é-

ment u = n(wl , wz) du corps QT , g, 1 g3) tel que :
N, = N1T)M, = .
M, (TT)}2 Hw,

De plus, le nombre (7) , défini par
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g(w 9“’)
e - 3771 27
n(wl ’ wz) =2i Im T-g;rzr-j~zgj'V(T) 5

1
appartient au corps Q(j(1)) .

La proposition 1, jointe & la relation de Legendre, entraine
2 1 £ P s
(¢ - NT)ﬂZ = (21nT/u2) , u(wl , uz)Twz ,
soit
. .\ 2 ln )2
2i(TIn T)ﬂz w2/<21ﬂ) = (1/21“) + n(wZ/Liﬂ) .
En vertu des formules (1), cette relation s'écrit, pour it(r) # 0,

() \ (1) .
- 21% jT(Tj = Zini m 1) 213r 307) M) 5(r)

ob j(1) A7) = (- 1/18)(2 y(7) - 3(7) w(7)) ,

snit

2 y( 4 3
(2) %4_ 6 M) = (o7 + JoT T T

En dehors des zéros de j' , le proposition 1 est ainsi équivalente & 1l'assertion

suivante, dont la premiere partie est classique (voir, par exemple, la dernidre re-

marque de l'article de SIEGEL [20]).

PROPOSITION 2. - Soit T wun élément de ¥ quadratique sur Q . Alors, les nom-

bres j'(7) , j'(7)2 et j"(r) sont lindairement dépendants sur le corps

Q(t, 3(r)) . De plus, si T n'est pas zéro de j' , le nombre A(T) , défini par
. .. . 2
") =@ (1) / Tm 9= A(n)(G (),

appartient au corps Q(j(T)) .

La proposition 2, jointe au corollaire 2 du théoréme 1, fournit un nouvel énoncé
d'independance algébrique. Bien entendu, celui-ci est également une conséquence du

résultat antérieur de CHOUDNOVSKY sur le degré de transcendance du corps

g(ui s Wy oy Ty s ﬂz) (voir [5], (7)).

COROLLAIRE 3, - Si T désigne un élément de & , quadratique sur 9, o Jj' ne

s'annule pas, les nombres 1 et i'(7) sont algébriquement indépendants.

Les propositions 1 et 2 apnelient quelques remarques.

Remarque 2. - La proposition 2 montre, en particulier, que le nombre A(T) , dé-
fini pour j'(7) # 0 , appartient au corps Q(T)ab , ou L désigne l'extension
abélicnne maximale du corps de nombres X . Ce fait a été généralisé par SHINURA
dans [19]. Voici un cas particulier de son résultat : soient r et e deux en-
tiers =20 , et, pour tout entier m >0 , ﬂm 1'ensemble des fonctions modulaires
(pour le groupe SLz(é) ) qui s'écrivent comme quotient de deux formes modulaires,
de poids respectifs m+ 2n et ©2n (pour un entier n >0 ), dont les developpe-

ments de Fourier 2 1'infini ont des coefficients cyclotomiques (i. e. appartenant a
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2y ). Soient f e U, gek , et pisons :

v+ e
+ 2(e - 1) T+ 2 d T EREP
o) - (21T) ( 2i Im z Iz )"'(Zi oz dz)(2i oz & dz)Jl '

Dans ces conditions, si T désigne un élément de ¥ , quadratique sur Q , ou

f, g et g-'-L sont holomorphes, le nombre h(T)/g(T) apnartient a Q(T)a‘ .
Appliquaht ce résultat sux fonctions f = j'/Ziﬂ, qui aprartient a ﬂz (elle
s'écrit ¢ 1728 RQZ/(Q3 - R2) ), et g = f2 , on obtiont la relation de la proposi-~

tion 2 :
(3(1)/(2im)2) + G (1)/(im)2 i T 7)) = A(7) (' (7)/2im)?

avec A(T) € Q(T)qb . Le théordme TII de [19] permet de plus de préciser la nature
arithmétique de A(T)

Remarque 3. - Posons, avec les notations de la proposition 1,

_ . (G /T ! 5 ) = - /o
= S(\Dl 9 w2) - (61/1'}1 T) V\.(Wl 9 (MZ) - 12(@3/ bz) ‘l’(T) ’
de sorte que
-3 _- “ —.ﬁg 2inub
12 " 2iIm T w, - - *
2 u2(wl w, - w w2)

D'aprés les travaux de HECKE (voir, par exemple, [ 11] (l), remarque 1.3.11),
1l'expreseion ci-dessus n'est autre que la fonction
1
+ 0, @)%l w +n, w
17 M % 2 72

Vue en ces termes, la proposition 1 semble bien conanue. Une formule classique

1
- =5(0 , w) = lin__ 2 y .
12 1 2 80 (nl,nz)r(0,0) (n. w E

L w2) appartient au corps de
classes de Hilbert Q(7 , j(7)) de Q(7) . Ainsi que me 1'a fait remarquer G.

(voir par exemple [16], (7)) montre que (g /33) S(w

ROBERT, on peut alors se ramener, par 1'automorphisme d'Artin, au cas ou j(T) est

réel ; elle entraine dans ce cas que (gé/gé)b est réel, donc appartient &

Qi)
Remerque 4. - La proposition 1 montre 1'existence d'uh élément
@=-n/(2i In 7) = 3/12
du corps _Q(gg ) 8y s T) tel que
w o= Te, , N+ oaw = T(T\2 + aw,) .
La cohomologie de De Rham sur la courbe elliptique associde & p (voir KATZ (1],
avpendice 1, ct [11], lemme 1.3.1) fournit une interprétation naturelle de ces fom

.mules. Précisons qu'en vertu du lemue 3.2 de MAS3ER [147, le nombre « ne s'annule

que si g, 83 = 0, 1. e. si 7T est zéro de j' .

(l) Dans [1L], c'est u.b/wl que l'on choisit de partie imaginaire > 0 ; mais le
signe des psoudo—perlodes est inversé (formule 1.2. 4) D'autre part, le calcul de
1'aire du réseau est, & la formule 1.3.2, incorrectement reproduit.
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4. Quelgues fonctions liédes aux courbes de Tate.

Dans ce qui suit, p désigne un nombre premier, et C  le complété de la clb-
ture algébrique du corps des nombres p-adiques. On note I | 1la valeur absolue
de C , et g un élément de C  tel que O < |q] < 1 . D'aprds la théorie de
Tate, le nombre J(q) , défini au § 1 , est l'invariant modulaire d'une courbe el-
liptique (Eq) isouvorphe & Q;/(q> , ou {(q) désigne le sous-groupe du groupe
nultiplicatif E; engendré par ¢ . Comme J(q) (ainsi, d'ailleurs, que 6J(q) )

a une valeur absolue > 1, la courbe (Eq) n'admet pas de multiplication complexe,

Le théordme 1(p) a été démontré dans [6]. Nous le ddduirons ici d'un énoncé plus
général (théoréme 2(p), 8 5) qui fait pendant au théortme 2, et pour lequel nous
construisons tot d'abord un analogue de la fonction Q(Z) —qu/wz)z. Cette cons-
truction est rendue possible par le fait que les fonctions p(Z) et Q(Z)—(ﬂé/ub)z
ont une période comaune. Signalons & ce propos gque la déumarche exporsée plus bas est

universelle, en ce sens qu'on peut également la suivre pour traiter le cas complexe.

Afin de paramétrer un modtle de (Eq) défini sur le corps EKJ(q)) (voir formu-
N =1
le (3) ci-dessous), nous introduisons le représentant (0J(q)/J3(q))”" de 1'inva-
riant de Hassc de Eq (voir [17], p. 71), ot nous posons, avec les notations du
¢ 2,

i
Il

(@) = (ala)/R(e))Y2 = (= 63(q)/3(q)) /2
e(a) = y2(q) p(q)/12 = alq) P(q)/(12 R(q)) .
Soit € = @ la fonction analytique sur Q; , définie par

9a) =y - )T 0= 6 )1 =" 27h /(- g

[A un facteur prds, la fonction @q correspond, dans le cas complexe, a

Y

€

1l
i

exp(=(1/2) (1y/w,)2° - in2/w) o(2) ,

oi o désigne la fonction ¢ de Weierstrass associde au couple {wl , ub} , et

ol 1'on a posé =z = exp 2iﬂ(Z/u2) , 4 = exp Qiﬂ(wl/w2) . ]
Nous définissons (2) alors les fonctions ¢ = gq et o= ¢a par

£Q/® = £ - y/2

A=vyz d/dz .

[La feuction g/y (resp. q/y2 ) est la fonction g+ 1/2 (resp. P+ 1/12 ,
formule (26)) de [17].]

Les fonctions © et Ag engendrent le corps %q des fonctions analytiques sur

2 - -~ 7 . ’ . ’ . . N
(%) Dans Le], g designe la dérivée logarithmique de @ . La dernidre assertion
de cette note concerne la fonction E définie ci-dessus.
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g; admettant q pour période (multiplicative), et vérifient :

2 3 7(q) J(q)
(3) (8g)" = 497 - T5(3(q) - 1728) ¥ " Z16(3(q) - 1728) °

La fin de ce paragraphe est consacrée 3 certaines relations fonctionnelles qui
seront utilisées dans le démonstration du théoreme 2(p) (voir [21] pour leurs ana-
logues complexes). On désigne par m un entier 2> 1 , et par ¢m(¢ , Ap) 1'616-
ment de &  qui correspond, sur (Eq) , & la fonction rationnelle wm définie

dans [8] (lemme 7.2). Son carré vaut :

P =n® T (- og af)),

oA, <
()\’ u)%(O 10)
o ¢ désigne une racine primitive m-idme de 1'unité, et q  une racine m-iéme
de q
La relation L“)(q_l z) = - z 8(z) entraine :

8(g™ =) = (- 1) D2 P oly)

et montre que la fonction ®(zm)/(zm<m—1)/2 ®(z)m2) aprartient & & . Comme elle
a le m&me diviseur que $m(¢ ’ A@) , le théoréme d'Abel-Jacobi ([17], proposition
1) montre qu'elle lui est proportionnelle. On calcule le facteur de proportionalité
en multipliant la relation par (l - z"l)me"l et en faisant tendre 2z vers 1 .

On obtient

v 2
o) = (- 1)L A2 0028y (ofz) , aglz)

Remarque 5. - Cette formule fournit une interprétation élémentaire du symbole
introduit par NERON dans [15].

En dérivant les relations précédentes, on obtient :

el z) = &(z) + my
p 6Gy (e(z) , a9(2)))

w oy (@(z), aglz)) °

¢(z") = m §(z) +
et, bien entendu :
Wq" z) = olz)
o) = & (d2)/i(el2)) ,
o @ désigne la fonction rationnelle définie dans [8] (lemme 7.2).

Ces relations fonctionnelles, jointes & un lemme technique sur les algébres diffé-
rentielles de type fini, entrainent le résultat suivant. Rappelons que la hauteur
H(f) d'un polyndme f & coefficients entiers algébriques désigne le maximum des

différentes valeurs absolues archimédiennes de ses coefficients.

LEMME 1. - On suppose gue J(q) appartient & un corps de nombres K , d'anneau

d'entiers Op , et on note u un point de g; , ou ¢ et Agp sont définies et
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prennent des valeurs dans K . Il existe un entier rationnel o =Clq , u) >0,

effectivenent calculable en fonction de q et de u , et vérifiant la propriété

. m
suivante., Soient L >1, m >1 et k >0 trois entiers tels que u n'appar-

tienne pas & (q) , et P un élément de oK[Xl » X5 s x3] , de degrés pertiels < L,

de hauteur H(P) = H . Alors, la fonction F = P(e, w, E) est analytique au

.. . m o
voisinage des points u et u , et vérifie :

2
Im™+k I+k k m v R n
c w o PMu) = Rk,m,F(s , £(u)) + §5$s<k rs’m(u) a” Flu) ,

ou les fonctions Tom sont analytiques au voisinage de u , et Rk . F désigne
= oy, —=

’
un élément de OK[X , X2] , de degrés partiels &£ 2L , tel que

2
v Im +k 2 k
H(Rk’m,F) <HC (In® + k) .

" Démonstration. - En vertu des relations fonctionnelles décrites plus haut, la

fonction . ng(m , bo)(z) 7(z") s'éerit comme un polynéme P en o(z) ,
sg{z) , e et €(z) . L'analogue, sur le modéle de Tate, du lemme 3 de [3] permet

dtévaluer

Rk,m’F = Ak Pm(cp(z) ’ L\Qp(z) L) §(Z)) .

On conclut par la formule de Leibniz.

5. Le cas ultramétrique.

On reprend les notations qh , gq y y(q) et €(q) introduites au § 4.

7 AN
THEOREME 2(p)- Soit q un élément de g; , Ja] <1, ob J prend une veleur al-
gébrique, Si u désigne un élément de gf , non racine de 1l'unité, ou ¢ est dé-

finie et prend une valeur algébrigue, les nombres e(q) et gq(u) sont algébri-

quement indépendants.

La relation C(z_l)/®(z) =(1-2)/(1 - z—l) montre que
g(z™") + g(s) = 0,
d'ou, par pseudo-périodicité, §(q-l/2) = y/2 (alors que g(- 1) =0 ). Pour

u = q-1/2 , le théoréme 2(p) entraine donc le résultat suivant, dont une démonstra-

tion directe a été donnée dans [6].

COROLLATRE 4. - $i J(q) est algébrigue, les nombres §(q) et y(q) sont algé-

briguement indépendants.

D'aprés la définition de € et de vy (& 4) et les formules rappelées au § 2, ce

corollaire équivaut au théoréme 1(p).

lous esquissons maintenant la démonstration du théoreme 2(p). Nous notons K 1le
corps de nombres Q(J(q) , ¢lu) , Ap(u)) , et nous supposons que, contrairement 2
sa conclusion, le corps K(g(u) , ¢) a un degré de transcendance sur Q égal & 1.

D'aprés le lemme suivant, c'est donc une extension algébrique de K(e) .
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LEWME 2. - 8i J(q) est algébrique, e(q) est transcendant.

Démonstration. — Le théoréme 1 de [4] est encore valable lorsqu'on y remplace

1'opérateur de dérivatinn z(da/dz) par Aq . Or les fonctions ¢ et £ sont al-
gébriquement indépendantes, et d'ordre inférieur & tout nombre réel >0 . Le corps
_g(J(q) , o(= 1) , Ap(- 1) , elq) , §(~ 1)) a donc un degré de transcendance 1 .

Mais c'est une extension algébrigque de 2(J(q) , e(a)) .

Dans ce qui suit, les lettres Cy o9 Cpoy nen désignent des nombres réels >0
effectivement calculebles en fonction de q et de u, et n est un entier ra-

tionnel >c, . Le principe des tiroirs de Dirichlet, joint au lemme 1, permet de

1
construire un élément P de OK[X1 » Xy s X3] , de degré <L , ou

L = n7log a1,

n4(1ogn)5
de hauteur < c, , tel que, si 1l'on pose

k = n3[10g n]ll ,

la fonction F = P(e, ¢, &) vérifie, pour tout entier mw tel que 1<m<Sn et

u n'appartienne pas & {(q) , et tout entier s tel que 0ZX8s <k,

A% (") =0 .

Pour tout entier £ 30 , notons C, 1la couronne {zeC; |q|z<ilz|<31q|-z} )
D'aprds le lemme de [6] (§ 2), la fonction T admet au plus 03(L2 + In) zéros

(comptés avec leurs ordres de multiplicité) sur Cn . Il existe un entier ko <K,

A

ou X = 04 n3[log n]lz , tel que 1'un au moins des points W considérés plus haut,
m
soit u 0 , soit zéro d'ordre ko de F .,

La fonction CQL P est analytique sur g; . Le lemme 2 de [4] (lemme de Schwarz
pour les couronnes emboitées), appliqué aux couronnes Ch et CZh , avec
h = n2[log n]4 , entraine donc :

k m 2
0 0 ~knh Lh™+K:
IA Flu )l <q . /4 05 T ’
k i 6 15
IA 0 F(u O); s 06 n (logn) .
, ko my
La norme de A - F(u ) , relativement a 1'extension X(e , g(u)) de Q(e) ,
fournit, aprés en avoir chassé les dénominateurs, un élément Pn de Z[X], tel
que

6 15
-n" (logn)
12 ()] < e

: 2 6

J0 —_

d (Pn).s cgL=cgn [1og n]
2

Ln“+KlosK _ n4(log1ﬂ6
9 = 710

En vertu du lemme 10 de [ 2] (analogue p-adique du critdre de transcendance de

h(Pn) <c

Gel'fond), l'existence d'une suite de polyndmes {Pn ; neN, n a,cl} vérifiant
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les propriétés ci-dessus entraine que le nombre € est atgébrique sur Q , ce qui

contredit le lemme 2.

6. Questions ouvertes.

En dehors du résultat de SCHNEIDER [ 18] selon lequel les nombres T et j(1) ne
peuvent &tre simultandment algébriques que dans le cas de multiplication complexe,
on connait peu de choses sur les propriétés de transcendance de 1targument T . La
conjecture suivante concerne exp 2imT . Elle a été nroposée par MANIN dans le cas

ultramétrique, et par MAHLER et MANIN dans le cas complexe.

COUJECTURE 1 (resp. 1(p))([137, I, § 4 et [12]). - Soit q un nombre complexe
(resp. un élément de Q? ) algébrique sur Q , ou J est définie. Alors, J(q)

est transcendant.

Signalons que les hypotheses de cette conjecture excluent le cas de nultiplica-
tion complexe : c'est évident dans le cas ultramétrique (voir le premier alinéa du
§ 4); dans le cas complexe, c'est une conséquence du théortme de Gel'fond-Schneider

( q = exp 2inT est transcendant si T est algébrique et irrationnel).

Une facon d'aborder la conjecture 1 consisterait 4 montrer que si le nombre J(q)
est algébricue, alors, les nombres g , 8J(q) ot 62 J(q) sont algdébriquement
indépendants (on peut alors faire intervenir, comme 'fonction auxiliaire", un poly-
néme en q , €, z , olz) , €(z) et @(z) ). Dans cet esprit, nous proposons la

conjecture plus générale suivante.

CONJECTURE 2 (resp. 2(p)). - Soit q wun noubre complexe (resp. un élément de

g? ) algébrique sur Q , ou J est définie. Alors, les nombres J(q) , 83(q) et

62 J(q) sont algébriquement indépendants.

Revenons, pour terminer, sur le cas de multiplication complexe. L'expression A(T)
définie par la proposition 2 (ou la formule (2)) se prolonge par continuité en une
fonction analytique rdelle, que nous noterons encore A , sur le demi-plan de Poin-
caré privé de l'ensemble des zéros de Jj' . Dans [11] (4.0.8), KATZ pose la ques-
tion suivante : si g2(ui , “b) , gB(wl , w2) et S(wl , “é) (voir § 3 , remarque
3) sont simultanément algébriques, le nombre wl/w2 est-il nécessairement quadra-
tique sur Q ? D'aprés les calculs du § 3 , cette question est équivalente au pro-

bldme suivant, que nous proposons sous forme de cmnjecture.

CONJECTURE 3. — Soit T un élément de ¥ , ou A est définic. Les fonctions

et A ne peuvent prendre simultanément des valeurs algébriques au point T gque

dans le cas de multiplication complexe.
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