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FONCTIONS MODULAIRES, COURBES DE TATE

ET INDEPENDANCE ALGEBRIQUE

par Daniel BERTRAND

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n° 36, 11 p. 3 avril 1978.

Résumé. - Dans la première partie de cet exposé (§ 2 et § 3) , nous rappelons, à
l’occasion d’un résultat d’indépendance algébrique récemment obtenu par G.

[9], certaines propriétés arithmétiques des dérivées de la fonction modu-
laire j(T) , 9 et leur lien avec les constantes de la théorie des fonctions ellipti-
ques. Dans la seconde partie ~~ 4 à § 6) , nous établissons une version p-adique
du résultat de CHOODNOVSKY, et nous proposons quelques conjectures.

1. Introduction.

Soit

le développement de Fourier à de la fonction invariant modulaire 

L’expression J(q) définit, tant dans le domaine complexe que dans un domaine ul-

tramétrique C , une fonction analytique sur le disque unité "ouvert" privé de

l’origine. Cette fonction vérifie une équation différentielle algébrique du troisiè-

me ordre par l’opérateur de dérivation

Nous nous proposons ici d’étudier certaines propriétés arithmétiques des valeurs
de ses deux premières dérivées. Nous obtiendrons en particulier le résultat suivant.

THEOREME 1 (resp. l(p)). - Si q désigne un nombre (resp. un élément de
C ) , Où J est définie et prend une valeur algébrique différente de 0 ou de

1728 (resp. une valeur algébrique), les nombres 6J(q) et 82 J(q) sont algébri-
quement indépendants sur Q .

Dans le cas complexe, l’assertion est un corollaire immédiat de récents travaux

de G. CHOODNOVSKY [9J sur les périodes et les pseudo-périodes de fonctions ellip-
tiques de Weierstrass. Ce lien tient à quelques formules classiques, que nous rap-

pelons au § 2. La situation peut être précisée dans le cas de multiplication com~-

plexe (§ 3) , où l’on dispose de plus d’une relation d’algébricité. Cette relation,
de nature modulaire, a été généralisée par elle équivaut à un énoncé
de nature elliptique obtenu par MASSER et BROWNAWELL-KUBOTA [7].

La démarche du § 2 ne peut être suivie dans le cas ultramétrique. Reprenant
l’idée de nous résolvons le problème en développant la méthode de 
dans le cadre de la théorie de Parallèlement à [9], nous dédui-
sons le théorème l(p) d’un énoncé plus général (§ 5~9 y où apparait une fonction

analogue à la fonction C de Weicrstrass.



Nous concluons, au § 6 , par quelques conjectures faisant intervenir la nature

arithmétique des nombres q et T.

2. 

Soient p une fonction elliptique de Weierstrass, ((jj. y un couple de pério-
des fondamentales de p tel que T = ait une partie imaginaire > 0 ,

g = et g = a) ) les invariants de la fonction ~ ~ ~ sa

primitive impaire, et pour i = 1 , 2 y ~. = ~.(~ ? ~) = 2~(o)./2) .
Le résultat suivant a été annoncé par G. CHOODNOVSKY (pour la démonstration, voir,

par exemple y WALDSCHMIDT [21]). Nous montrons ci-desous comment il entraîne le
théorème 1.

THÉORÈME 2 [9]. - Soit u un nombre complexe y où p est définie et prend une

valeur algébrique. Si g2 et g3 sont algébriques, et si u est Q-linéairement

indépendant de y les nombres et ~(u) - sont algébriquement

indépendants.

En vertu de la relation de Legendre :

le théorème 2 entraîne, pour u = (D /2 ~ le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1 [9~. - g sont algébriques~ les nombres ~V~p ~ 
sont algébriquement indépendants.

Soit j(T) = 1728/(1 - 27 ~/g") l’ invariant modulaire de la fonction p. L’ap-

plication T 2014~ j(T) définit une fonction analytique sur le demi-plan de Poincaré

K = ~z ~ ~ y Ln z > 0) . On a, en désignant d’une apostrophe l’opérateur de déri-
vation 

où W(j(r)) = (l2/j(T)) + (9/(j(ï) - 1728)) .

Nous rappelons plus bas la démonstration de ces formules classiques.

En dehors des zéros de la fonction j’ , le corollaire 1 est donc équivalent a

l’assertion suivante.

COROLLAIRE 2. - Soit T un élément de H non-zéro de j’ . Si j(r) est algé-

brique, les sont algébriquement indépendants.

Comme il est bien connu, les seuls zéros de j’ sont les images des racines qua-
trièmes (re3p. sixièmes) de l’unité par Inaction du groupe modulaire sur

K . En ces points;, la fonction j(03C4) - 1728 (resp. j(ï) ) a un zéro d’ordre 2



resp. 3). De plus, on a , pour q = exp 2i03C003C4 , j(T) = J(q) , et l’opérateur
est transformé, par ce changement do variable, y en d . Le théorème 1

équivaut donc au corollaire 2, et est démontré.

Démonstration des formules (l). - Soient P , Q et R les séries d’Eisenstein

normalisées de poids 2 9 4 et 6. On a, en reprenant les notations précédentes, y

et ( voir , par exemple , [ 1 0 ] , 19 chap. 4, § 9, formule 9)

La stabilité de l’algèbre j~p , Q , par l’opérateur 6 (voir, par exemple,
SWINNERTON-DYER [l], lemme 3) :

entraîne, y par dérivation logarithmique de la relation J = 1728 x 3 ~ 3 -. 

Remarque 1. - Une troisième dérivation fournit l’équation différentielle algé-
brique satisfaite par la fonction J(q) :

3. Le cas de multiplication complexe.

Il s’agita dans la situation décrite au § 2, du cas où T est quadratique sur

Q . Nous notons NT = TT = T(T - 2i Im T) sa norme sur Q .

L’érloncé suivant a été établi par MASSER (voir [l4-L chap. III, et appendice 1),
et, de façon moins précise, par BROWNAWELL et KUBOTA [?’}.

PROPOSITION 1 [l4j. " Si p admet une multiplication complexe~ il existe un élé-
ment ~. =~t(~ ~ ~~) du corps 9 gj) tel que :

De plus, le nombre ~(ï) y défini par



appartient au corps ~(j(~)) .
La proposition 1, jointe à la relation de Legendre, 9 entraîne

En vertu des formules (1), cette relation s’écrit, pour j’ ~T~ ~ ~ ,

où j(T) = (- 1/18)(2 ~f(T) - j(ï) 

En dehors des zéros de j ’ , 9 la proposition 1 est ainsi équivalente à l’assertion

suivante, dont la première partie est classique (voir, par exemple y la dernière re-

marque de l’article de SIEGEL [20~). ..

PROPOSITION 2. - Soit T un élément de H quadratique Alors, les nom-

bres j’(r) y sont linéairement dépendants sur le corps

~(’r 9 j ( ~ ~ ~ . De plus, si T n’est pas zéro de j’, , le nombre ~ ( ~r ~ 9 y défini par

appartient au corps ~(j(ï)) .
La proposition 2, jointe au corollaire 2 du théorème ly fournit un nouvel énonce

d’indépendance algébrique. Bien entendu, celui-ci est également une conséquence du

résultat antérieur de CHOODNOVSKY sur le degré de transcendance du corps

J~l . ~ . ~ . , ~) (voir [5 ] , (7)).

COROLLAIRE 3. - Si T désigne ~m élément de ? ~ quadratique sur où j’ 1 ne

s’annule pas, les nombres ri sont algébriquement indépendants.

Les propositions 1 et 2 appellent quelques remarques.

Remarque 2. - La proposition 2 montre, en particulier? que le nombre X(ï) y dé-

fini appartient au corps où K désigne 
abélienne maximale du corps de nombres K . Ce fait a été généralisé par SHIMURA

dans [l9’]. Voici un cas particulier de son résultat : soient r et e deux en-

tiers  0 , y et, pour tout entier m > 0 , Um 
m 

l’ensemble des fonctions modulaires

(pour le groupe SL (j~) ) qui comme quotient de deux formes modulaires y
de poids respectifs m + 2n et 2n (pour un entier n ~.0 )~ dont les developpe-
ments de Fourier à. l’infini ont des coefficients cyclotomiques (i. e. appartenant à



Qab ). Soient f ~ Ur, g ~ Ur+2e , et posons : e

Dans ces conditions y si T désigne un élément quadratique sur Q y où

f , g sont holomorphes, le nombre appartient à 

Appliquant ce résultat aux fonctions f = j’/si03C0, qui appartient à U2 (elle
s’écrit : 1728 R ) ), = f , on obtient la relation de la proposi-
tion 2 :

avec e (~( T ~ ~,b . Le théorème III permet de plus de préciser la nature

arithmétique de h(T~ ,

Remarque 3. - ?osons, avec les notations de la proposition 1 ,

de sorte que

D’après les travaux de HECKE ( voir, par exemple, [11] (1), remarque 1.3.1l),
l’expression ci-dessus n’est autre que la fonction

Vue en ces termes, la proposition 1 semble bien connue. Une formule classique
( voir par exemple ~ 16 ~, (7 ~ ~ montre que appartient au corps de
classes de Hilbert Q( T ~ j ( ~r~ ~ de ~( ~T~ . Ainsi que me l’a fait remarquer G.
ROBERT, on peut alors se ramener 9 par l’automorphisme d’Artin, au cas où j(03C4) est

réel 9 elle entraîne dans ce cas que est réel, donc appartient e

Remarque 4. - La proposition 1 montre l’existence d’un élément

du corps ~(g~ ? ~ , T) tel que

~1 ~ ~1 =~~2 ~~~ ’
La cohomologie de De Rham sur la courbe elliptique associée à p (voir KATZ 

appendice 1, et lemme 1.3.1) fournit une interprétation naturelle de ces for%-

.mules. Précisons qu’en vertu du lemme 3.2 de MASSER [l4’i, le nombre 01 ne s’annule

que si = 0 , i. e. si T est zéro de j’ .

( ) c’est que l’on choisit de partie imaginaire > 0 ; mais le
signe des pseudo-périodes est inversé (formule 1.2.4). D’ autre part, le calcul de
l’aire du réseau est, à la. formule 1.3.2y incorrectement reproduit.



4. ~’onctions liées aux courbes de Tate.

Dans ce qui suit, p désire un nombre premier, et C le complète de la clô-

ture algébrique du corps des nombres p-adiques. On note ] 1 la valeur absolue

de C , y et q un élément de C tel que 0 ~: ~ 
, 

 1 . D’après la théorie de

Tate, $ le nombre J( c~~ , défini au § 1, est l’invariant modulaire d’une courbe el-

liptique (Eq) isomorphe à C p/(q) , y où (q) désigne le sous-groupe du groupe

multiplicatif C engendré par q . Comme J(q) (ainsi, d’ailleurs, que 

a une valeur absolue > 1 , la courbe (E ) n’ admet pas de multiplication complexe.

Le a été démontré dans [ 6]. Nous le déduirons ici d’ un énoncé plus

général (théorème 2(p), § 5) qui fait pondant au théorème 2, et pour lequel nous

construisons d’abord un analogue de la fonction ~( ~~ - (’~ , ~ 2 ~;~. Cette cons-
truction est rendue possible par le fait que les fonctions p(z) et 

ont une période comidune. Signalons à ce propos que la démarche exposée plus bas est

universelle 9 en ce sens peut également la suivre pour traiter le cas complexe.

Afin de paramétrer un modèle de défini sur le corps Q(J(q)) (voir formu-le (3) ci-dessous)y nous introduisons le représentant de l’inva-

riant de basse de E (voir [17], p. 7’L) 9 et nous posons, avec les notations du

Soit (B = U la fonction analytique sur 9 définie par

LA un facteur près, la fonction @ 
q 

corresponde 9 dans le cas complexe 9 à

où j désigne la fonction o de Weierstrass associée au couple {03C91 , 03C92} , y et

où a pose z = exp 2in(z/~ ) ~ q = exp 2iTi((D /(~ ) /j
Nous définissons ( ) alors les fonctions 03BE = 03BE 

q 
et (p == 0153 

Q 
par

q 
désigne l’ opérateur de dérivation

[La fonction ~/y (resp. est la fonction ~ + 1/2 (rcsp. p + 1/12 ,
formule (26)) de [l7~j.]

Les fonctions (p et A(p engendrent le corps Fq des fonctions analytiques sur

~ désigne la dérivée logarithmique de @. La dernière assertion
de cette note concerne la fonction définie ci-dessus.



C" admettant q pour période (multiplicative), et vérifient :

La fin de ce paragraphe est consacrée à certaines relations fonctionnelles qui

seront utilisées dans le démonstration du théorème 2(p) (voir [?1] pour leurs ana-

logues complexes). On désigne par m un entier > 1 , et par ~;~ m ( ~~ q l’élé-

ment de F
q 

qui correspond, sur (E ) , à la fonction rationnelle 03C8m définie

dans [8] ( lemme 7.2). Son carré vaut :

où Ç n désigne une racine primitive m-ième de l’unité, et q~ une racine m-ième

de q.

La relation ë)(q"~ z) = - z @(z) entraine :

et montre que la fonction 0398(zm)/(zm(m-1)/2 0398(z)m2) appartient à Fq . Comme elle
a le même diviseur que 03C8m(03C6 , 039403C6) , le théorème d’Abel-Jacobi ([l7L proposition

1) montre qu’elle lui est proportionnelle. On calcule le facteur de proportionalité
en multipliant la relation par (l - z"~ "~- et en faisant tendre z vers 1.

On obtient

Remarque 5. - Cette formule fournit une interprétation élémentaire du symbole

introduit par NERON dans C 15~.

En dérivant les relations précédentes, on obtient :

et, bien entendu :

où $ désigne la fonction rationnelle définie dans [8J (lemme 7.2).

Ces relations fonctionnelles, jointes à un lemme technique sur les algèbres diffé-

rentielles de type fini, entraînent le résultat suivant. Rappelons que la hauteur

R(f) d’un polynôme f à coefficients entiers algébriques désigne le maximum des

différentes valeurs absolues archimédiennes de ses coefficients.

LEMME 1. - On suppose que J(q) appartient à un corps de nombres ~ , d’anneau

d’entiers C , ._:et on note u un point de où cp et ~c~ sont définies et



prennent des valeurs dans K. Il existe un entier rationnel C = C(q , u) > 0 ,
effectivement calculable en fonction de q et de u , et vérifiant la propriété

suivante. Soient m  1 et trois entiers tels que u n’appar-

tienne pas à (q) et P un élément de °K[Xl’ X2 , X] , de degrés partiels $ L,

de hauteur H(P)=H . Alors, la fonction , ~) est analytique au

voisinage des points u et u y et vérifie :

où les fonctions r sont analytiques au voisinage de u , et Rk.m. F ,désigne*~* K~m~r 20142014
un élément de p X] , de degrés partiels  2L , tel ue

’ 

Démonstration. - En vertu des relations fonctionnelles décrites plus haut y la

fonction m ~ ((p ~ F(z~) s’écrit comme un polynôme P en (p(z) ~
D03C6(z) , e et 03BE(z) . L’analogue, sur le modèle de Tate, du lemme 3 de [3] permet
d’évaluer

On conc lut par la formule de Leibni z.

5. Le cas ultramétrique.

On repre’nd les notations , 
et introduites au § 4.

Soit q un élément de q,  1 9 où J prend une valeur al-

gébrique. Si u désigne un élément de C" non racine de l’ unité où cp est dé-

finie prend une valeur algébrique, les nombres (u) sont algébri-

quement indépendants.

La relation 0( z-~’ G( z = (1 - z ( 1 - montre que 
.

d’ où, par pseudo-périodicité, §(q" ~ ) = y/2 (alors que s(- 1) = 0 ). Pour
u = q-1/2 , le théorème 2 (p) entraîne donc le résultat suivant, dont unP démonstra-
tion directe a été donnée dans [ 6].

COROLLAIRE 4. - Si j(q) est algébrique, les nombres ;(q) et y(q) sont algé-

briquement indépendants.

D’après la définition de E et de y (§ 4) et les formules rappelées au § 2, ce

corollaire équivaut au théorème 

Nous esquissons maintenant la démonstration du théorème 2(p). Nous notons K le

corps de nombres ~(J(q~ , ~cp(u~ ~ , et nous supposons que, contrairement à.

sa conclusion, le corps K( ~(u~ , ~~ a un degré de transcendance sur Q égal à 1.

D’ après le lemme suivant, c’est donc une extension algébrique de K( ~~ .



J(q) est algébrique, e(q) est transcendant.

Démonstration. - Le théorème 1 de ~4~ est encore valable lorsqu’on y remplace

l’ opér.teur  de dérivation z(d/dz) par c~ . Or les fonctions ~~ et Ç sont al-

gébriquement indépendantes, 1 et d’ ordre inférieur à tout nombre réel> 0 . Le corps

~( J( q~ 9 ~(- ~, j ~ Qc~(-- 1 ~ , E( q~ , g(- 1)) a donc vn degré de transcendance >~ 1 .

Mais c’est une extensi on algébrique de J~(J(q) ~ ~(l)) - ..

Dans ce qui suit, les lettres c y ... désignent des nombres réels > 0

ef fectivement calculables en fonction de q et de u y et n est un entier ra-

tionnel > c . Le principe des tiroirs de Dirichlet, joint au lemme 1, permet de

construire un élément P de 0 ~ ~ , K , ~ ~ , de degré ~ L , où

de hauteur 6 cn24(logn)5 , ’ tel que, si l’on pose

la fonction F = ~~ vérifie, pour tout entier m tel que 1 $ m ~ n et

û n’appartienne pas à (q) y et tout entier s tel que 0  s  k ,

Pour tout entier A ~0 ~ notons C la couronne (z ~ C ; )z) )q) ) .
D’après le lemme de [6~j (§ 2) , la fonction F admet au plus + Ln) zéros

(comptés avec leurs ordres de multiplicité) sur C . Il existe un entier K ,

où K = c. n3[log n] y tel que l’un au moins des points é considérés plus haut,

soit u ~0 y soit zéro k.. de F.

La fonction 03983L F est analytique sur Le lemme 2 de [4] (lemme de Schwarz

pour les couronnes emboditées), appliqué aux couronnes C, et avec

h = n]4 , entraîne donc :

La norme de k F(um)0 , relativenent à " extension I(( c , Ç(u) ) de £( E) ,
fournit, après en avoir chasse les dénominateurs, un élément P de tel

que

En vertu du lemme 10 de [2l (analogue p-adique du critère de transcendance de

y l’existence d’une suite de polynômes (P ; n  c1} vérifiant



les propriétés ci-dessus entraîne que le nombre e est algébrique sur Q , ce qui

contredit le lemme 2.

6. Questions ouvertes.

En dehors du résultat de SCHNEIDER [l8’j selon lequel les nombres T et j(T) ne

peuvent être simultanément algébriques que dans le cas de multiplication complexe,

on connaît peu de choses sur les propriétés de transcendance de l’argument T . La

conjecture suivante concerne exp 2i03C003C4 . Elle a été proposée par MANIN dans le cas

ultramétrique, et par MAHLER et MANIN dans le cas complexe.

CONJECTURE 1 (resp. l(p))([l3L I. § 4 et [12]). - Soit q un nombre complexe

(resv. un élément de C ) algébrique sur Q , où J est définie. Alors, J(q)

est transcendante.

Signalons que les hypothèses de cette conjecture excluent le cas de multiplica-

tion complexe : c’est évident dans le cas ultramétrique (voir le premier alinéa du

§ 4) ; dans le cas complexe, c’est une conséquence du théorème de Gel’fond-Schneider

( q = exp 2i’nr est transcendant si T est algébrique et irrationnel).

Une façon d’aborder la conjecture 1 consisterait à montrer que si le nombre J(q)

est algébrique, alors, les nombres q, 6J(q) et 6~ J(q) sont algébriquement

indépendants (on peut alors faire intervenir, comme fonction auxiliaire«, un poly-

nôme en q, e , z , r.p(z) ,g(z) et @(z) ). Dans cet esprit, nous proposons la

conjecture plus générale suivante.

CONJECTURE 2 (resp. 2(p)). - Soit q un nombre complexe (resp. un élément de

C ) algébrique sur Q, où J est définie. Alors, les nombres J(q) , 9J(q) et

03B82 J(q) sont algébriquement indépendants.

Revenons,pour terminer, sur le cas de multiplication complexe. L’expression ~(r)

définie par la proposition 2 (ou la formule (2)) se prolonge par continuité en une

fonction analytique réelle, que nous noterons encore À , sur le demi-plan de Poin

caré privé de l’ensemble des zéros de j’ . Dans [il] (4.0.8), KATZ pose la ques-

suivante : si ~) . ~) et ~) (voir § 3 . remarque

3) sont simultanément algébriques, le nombre est-il nécessairement quadra-

tique sur Q ? D’après les calculs du § 3 ? 9 cette question est équivalente au pro-

blème suivant, que nous proposons sous forme de conjecture.

CONJECTURE 3. - Soit 03C4 un élément de ? , où 03BB est définie. Les fonctions j

et À ne peuvent prendre simultanément des valeurs algébriques au point T que

dans le cas de multiplication complexe.
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