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rd r'd s Vs I'd
NOIBRES PREMIERS GENERALISES ET EQUTREPARTITION MODULO 1

par Jean-Pierre BOREL

Résumé., - Le but de cet exposé est de présenter les résultats obtenus dans ma
thése de 3e cycle. Les ddmonstrations seront donc simplement esquissées, et le lec-
’ o " )
teur trouvern les démonstrations complétes dans [4 ],

l.Introduction,

Soit ® un ensemble de nombres premiers généralisés de Beurling, c'est-d-dire
un ensemble dénombrable @ = {pi}i>l nuni d'une application norme @ ——§.E+ telle

que
1< oyl € eee s llpgll € eee ot 2im_ p,ll =+ =,

et soit 7 le semi~-groupe multiplicatif libre engendré par @ , auquel on prolon=-
ge || || de manidre totalement multiplicative. & peut alors &tre ordonné, éven-

tuellement de plusieurs fagons, I = {bn}nEO avec

b
n-w

l = HbOH \< “bl” \< LA 4 \< “bn! o0 e et lim = 4+ © .

ol
On note b et p 1'élément générique de N et @ respectivement. Dans toute la

suite, nous ferons l'hypothése classique

(1.1) i4>0, B(x)= 1 = Ax + R(x) avec R(x) = o(x) .

2
b=
Beurling a montré que, si (1.1) est vérifide avec R(x) = o(x log” ¥ x) et vy >3/2,

on obtient le théoréme des nombres premiers

X X
TT(X) = ZIlp”SX 1l = log g + O(log X) ’

et que ce résultat est faux si vy < 3/2 (cf. [(3D.

Soit U 1le cercle complexe unité, et a, = exp 2ﬂi6n des éléments de u.
Nous dirons que la suite {an} est équirépartie sur U si la suite {en} est

équirépartie umodulo 1 o Le critére de Weyl s'écrit alors (cf, [9])

(1.2) {an} équirépartie sur Ue=V k € i , 2 aﬁ = o(w) .

n<l
Le but de cet exposé est de répondre, du moins en partie, au probléme suivant. Si
f est une application de 9 dans U, v a-t-il des liens entre les propriétés
suivantes ?
La suite {f(pi)} est équirépartie sur U , notée f € Lg .

La suite {f(bn)} est équirépartie sur U, notéde f € E .

Nous supposerons que f est multiplicative, et ce cas se ramdne au cas de f
totalement multiplivative, que nous allons traiter d'abord. Nous appellerons carac-

téres de 3, et noterons X , les apnlications totalement nultiplivatives de
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dans U .

Nous ne donnerons ici que des indications sur les ddmonstrations, que 1l'on trou-

vera dans leur totalité dans [4].

2. Critéres d'équirépartition sur U .
Comme sur " , on sait définir sur T une fonction A de Von Mangolt

log llpll si b =p”

0 sinon
Nous poserons alors, si f est une application de J dans C ,

B(x , f) = £(b) , mlx, f) £() 5 ¥lx, 1) = 2 Me) £(0)

: =3
Za!bllﬁc Ipll<x

Nous supposerons que (1.1) est vérifide, avec R(x) = 0(x log 0 x) . Alors nous

aurons le théoréme suivant.

THEOREME 1. - Soit f wune application de T dans U . Alors

feEesTne I, B(x , %) = o(x) ,
fe Eq_¢==$ ineX*, ux, ) = o(x) ,

dds que l'une des conditions suivantes est vérifiée

YO >3/2 ?

Yo > 1 et, vieN, lpfl<lip

i+1H
Ce théoréme utilise essentiellement le critdre de Weyl (1.2) et des évaluations

de B(x) et n(x) , en remarquant qu'avec les hypotheses faites le nombre des en-

tiers, tels que |[b|| = x , est asymptotiquement négligeable, ainsi que le nombre

des premiers tels que |lp|j =x .

L'évaluation de m(x) est celle de Beurling dans le premier cas, et 1'inégalité de

Cebyéev dans le second

. X . X
> > < < e
i¢c>0, 38D O,Clogx\n(x)\Dlogx,

inégalité vraie dés que (1.1) est vraie avec Yo > 1 (voir [6]).

Enfin, on passe des fonctions m aux fonctions ¢ en utilisant le résultat sui-

vant

. -1 . X -1
lim X y(x, f) = lim__ (log X) mx , ),

vrai sous les hypothéses du théordme, et donc la démonstration est analogue au cas

classique de gf’.

3. Fonctions B et ¢ , et séries L .

Si f est une application de T dans U , on sait définir la fonction

L(x , £) = 2 £(b) HbH_S , série de Dirichlet holomorphe pour Re(s) > 1, si 1l'on
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suppose (1.1). Si, de plus,
(3.1) aa(f), B(x, f) = A(f) x + R(x , £) avec R(x, f) = o(x) ,

on obtient par intégration par parties
feo

(3.2) L(s , £) = Jl x> aB(x , f) = é%?% + A(F) + s jj x> BiEEL¥£l dx .
Mais si de plus f = X est un caractére, L(s , X) a une écriture en produit
eulérien pour Re(s) >1, L(s, X) = m(1 - X(p) HpH-S)—l , d'ol 1'on déduit
[e]
(3.3) --%l(s , X) = 2 x(p) A(p) bl = Jl x ay(x , X)
ce qui oermet, selon une méthode classique, d'obtenir ¢(x , X) & l'aide de la

connaissance de L‘/L .

Clest cette méthode qui a permis & MULLER d'obtenir, si (3.1) est vérifide avec
R(x , X) = o(xe) , 6 <1, l'estimation (cf. [10])

(3.4) y(x , X) = B(X) x + o(x) ,

o B(X) est l'ordre du pble s =1 de L(s, X) , et vaut 1,0 ou -1.
Cette méthode nécessite cependant que L(s , X) ait un prolongement non nul (sauf

en s=1 ), et méromorphe sur une partie Re(s) >0, 6<1,

Ce résultat a été obtenu de manidre tout & fait différente par AMITSUR ([ 1] et
[2]), qui suppose (3.1) vrai avec R(x , X) = 0(x log” ¥ x) , et qui obtient encore
(3.4), B(X) correspondant & 1'ordre du "pgle" s = 1 d'une fonction holomorphe
seulement pour Refs) > 1 , et dés que Yy >2 (resp. 3 )si B(X) =1 ou 0
(resp. - 1) . Mais pour obtenir ce résultat, ANMITSUR suppose, et c'est éssentiel
dans la démonstration, que X est d'ordre fini, ce qui entraine immédiatement
X ¢E . La fin de cet exposé consiste & supprimer cette dernidre restriction, en

permettant des restes R(x , X) analogues & ceux d'AMITSUR.

4. Résultat principal.

Nous dirons que f € §, si f vérifie (3.1) avec 3 e >0 ,

R(x , £) = o(x logr(Y+E)x) , et nous définissons ¥ =¥, uX, U Xy par

X, = X e 5, A(X) # 0}, on pose alors B(X) = 1,
X, ={Xes,, AX) =0 et LO(X) # 0} , on pose alors B(X) =0 ,
KB = {Xe 53 A(X) = LO(X) =0}, on pose alors B(X) =~ 1,

oi, si fes , Lj(f) est défini, pour 0 € j< Y- 1, par

w -
Li(f) = Il 515—3—31 log? x dx .
X

On note (X) 1le groupe engendré par X . Alors nous avons le théordme suivant.

THEOREME 2. - Si X est un caractére de N tel que X) X, on a
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Xe E& Xe K .
Ce théoréme est une conséquence immédiate du théoréme 1 et de 1'évaluation.

4 N
THEORME 3. -5 le¥, Xe¥ ,et X €5 ,

y(x , X) = B(X) x + olx) .

Car, si X € X, , on peut montrer que X° e % d'on, si (X) <X ,

3 17
XeBestinel, YeX,uk einel*, X ¥,

3
estinel*, B(Xx") =0e=X€kq.
La démonstration du théoréme 3 est bédsée sur un résultat contenu dans un théorime

de IKEHARA [8].

THéORiﬁﬂ 4o - 30it £ ¢ (1 y o ——9_B+ croissante, et telle que 1l'intégrale

I

x
F(s) = Jl x> daf(x) converge absolument pour Re(s) > 1 . 3'il existe A >0 tel

que F(s) - (4/(s - 1)) soit continue sur le demi-plan fermé Re(s) =1 , alors

f(x) = ax + o(x) .
Ce qui, avec (3.2), nous améne a chercher a quelle condition
((@/1)(s, 0)+BX)/(s - 1))
est continue sur le demi-plan fermé Re(s) =1 .

D'aprés la définition de X (les conditions 51 , 52 et 53 sont exactement
choisies pour ce résultat) et de B(X) , il existe un voisinage de s = 1 dans
le demi-plan Re(s) > 1 tel que ((L'/L)(s , X))+(B(X)/(s = 1)) soit continue

sur ce voisinage.

Dl'gutre part, si X e S o L(s , X) a un prolongehent continu sur le demi-plan

Re(s) > 1, et L'(s, X) de méme, d®s que X € , , d'aprés 1'expression (3.2).

Pour montrer que (L'/1) (s , X) a un prolongement continu sur un voisinage de
1+it, t#0, dans le demi-plan 3e(s) =1 , il suffit donc de montrer que
L(1 + it , X) #0 . Cela se fait par la méthode classique de Hadamard, qui consiste
a montrer que si L(1 + it , X) ‘‘est nul, avec t # 0 , L(s s X2) a une singula-
rité en s = 1 + 2it . Cette méthode ne nécessite que les hypotheéses X € ﬁé et

2
X" e 51 .

I1 reste a trouver des fonctions croissantes pour utiliser le théoréme 4. On

prend

fl(x) = 2y(x) - Re(y(x , X)) , d'oh Fl(s) = - 2—%L(s) + %(%}{s , X) + %;(5 , X)),
fz(x) = §(x) = Im(y(x , X)) , d'od Fz(s) = —-%l(s) - %(%;(s , X) - %;(5 , X)),
f3(x) = y(x) , d'ol FB(S) = - %ﬁ(s) ,
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ob y(x) = y(x, 1) et ¢(s) =L(s, 1) . Les hypothdses 1€ 5, , X €5, et
2 _ o

X~ € 3, permettent d'appliquer le théortme 4, d'ou

2¢4(x) - Re(y(x , X)) = (2 = B(X)) x + o(x) ,

4(x) - Im(y(x , 2)) = x + o(x) ,
g(x) = x + o(x) ,

et les théorémes 3 et 2.

5. Probleme de 1'équirépartition d'un produit de caracteres,

Le probléme de 1l'évaluation d'une somme B(x , XX') , connaissant B(x , X) et
B(x , X') , ou plus généralement des renseiesmements sur X et X' mais pas sur
leur produit, est important. Si on savait le résoudre, 1l'hypothese (X) €X du
théoréme 2, qui porte sur toutes les puissances Xt , pourrait &tre remplacée par
des hypothéses sur X uniquement. On ne sait malheureusement rien dire en général,

mais, dans certains cas particuliers, nous obtenons des résultats.

Soit Ly 1le caractére de T, Le(b) = HbHie = exp(i6 log |[bj]) . Alors nous

avons le théoréme suivant.

7~

THEOREME 5.

feE=>960€R, fl,€E,

felblg=—=VvVv0€R, fL, € E .
Ce théoréme est intéressant car, en le combinant avec le théoreme 2, on obtient
19 €R, (XL9>CK==4{X€E\A__-—_—;XEEQ}.

La démonstration du théoréme 5 est trés simple, et repose sur la formule de somma-

tion de Abel. Si g est une application de 7 dans C :

B(x , gLe) B(8 , gLe) , o B est le plus grand entier de N tel que [|Bl] <x

. gifelll .
36, el - )P e, o) a9

et 1l'on obtient

B(x , &) = o(x) =5 B(x , ely) = o([lBl)) = o(x) ,

et 1'équivalence entre les deux, car g = (gLe)L_6 . I1 suffit alors d'utiliser le

théoréme 1, en remarquant que Lg = Lne et y(x, f) =B(x, Af) .

Ce résultat contient un rdésultat de DELANGE sur N (voir [5])e 81 f est une
fonction simplement additive sur N , le probléme de 1'équirépartition modulo 1 de
la suite {f(n)} est indépendant de 1'ajout d'un terme 6 logn & f , résultat

qui se traduit, avec nos notations, par

si =N, feE=3Y06eR, fly ckE

Notons (X , X') 1le groupe engendré par X et X' . Alors, & 1'aide d'une ca-
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ractérisation de E n {X 3 (X)) ©x}, et de 1'étude des groupes de caracteéres
contenus dans ¥ , on obtient le résultat suivent, du méme type que le précédent,
>70€R, L ¢ E.

et qui gfnéralise le théoreme 5, car 1 ¢ E

AN
THEOREHE 6. — Soient X et X' deux caractdres de T tels que (X, X') € X .,

Alors

X' € E
n

}:==¢,V nezZ, n# 0, X' €E.,

X ¢E
En particulier, ce résultat est vrai si X est d'ordre fini, car alors, pour un
n>0, B(x, X =38(x, 1) #o(x) et X¢ E . Néanmoins la condition

X, X') ©¥ est 12 encore trés contraignante.

6. Fonctions simplement multiplicatives de U dans U .

Nous noterons Y une telle application, X 1'application totalement multiplica-
tive d<finie, V p € @, par Z(p) = Y(p) . T1 est évident que Y € Eq est équiva-
lent &8 X € Eq .

D'autre part, en généralisant la technique employée par HALASZ dans [ 7], nous
montrons que, si B(x , X) = Cx + o(x) , alors B(x , Y) = CH(1) x + o(x) , ol

H est une certaine série de Dirichlet absolument convergente en s =1, d'oh
YEE==X€E.

Malheureusement, on ne peut pas faire passer de B(x , X) 2 B(x , Y) des
restes autres que o(x) , par exemple des restes o(x log_'Y x) . Le théoréme 2 don-

ne donc 1l'équivalence Ye€ E == Y € Eq , mais avec des conditions portant sur X .
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