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Séminaire DELANGE~-PISOT-POITOU 4-01
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n°® 4, 7 p. 24 octobre 1977

e
FACTEURS PREMIERS D'ENTIERS EN PROGRESSION ARITHMETIQUE

par Fichel LANGEVIN

Résumé. — L'application d'une forme détaillée d'un minorant pour les formes liné-
aives de logarithmes permet d'obtenir (avec anéliorations) simultanément toutes les
conséquences antérieurement établies de ces travaux sur les facteurs premiers d'en-
tiers consécutifs. De plus, des arguments arithmétiques nouvesux permettent de gé-
néraliser ce résultat aux entiers consécutifs d'une progression arithmétique de
raison > 1 .

Historique et résultats. - On désigne par P 1la fonction plus grand facteur pre-

mier., Autrement dit, en réservant la lettre p aux nombres premiers, on pose, pour

tout entier n , P(n) = Sup |, P e

Une apwnlication simple des résultats de BAKER sur les minorations des formes li-

néaires de logarithmes est la suivante
(A) Pour tout entier a # O ,
L -1
lim 1nfn__.Oo P(n(n + a))(log log n) >0 .

Joints & des arguments arithmétiques et combinatoires, les principes de la démons-
tration de (4) ont permis & trois mathématiciens K. RAMACHANDRA, T. N. SHOREY,

. TIJDELLN d'obtenir des résultats nouveaux sur les facteurs premiers d'entiers
consécutifs. Dans ce domaine de la théorie des nowbres, ouvert par un théoréme de

Sylvester
P((a+ D+ 2)ee(n + k) >inf(n , k) ,

n'étaient acquis, il y a dix ans, que des renseignements de démonstrations élémen-

taires.

Les publicetions de ces auteurs se sont succédées a un rythme rapide entre 1970
et 1974 jusque survienne une stabilisation. Les meilleurs résultats obtenus concer-

nent le nombre
P(n, k) =P((n+ 1)(n+ 2)ee.(n + k))

et le problime de GRIIul (cf. [2]): Caractériser 1'ensemble G des couples (n , k)
tels qu'existe une injection f de 1'ensemble (n+ 1 , n+ 2, ee. , n+ k) dens
celui des nombres premiers pour laquelle f(n + 1) divise n + 1 y see o f(n + k)
divise n + k (GRIMM conjecture que le couple (n , k) appartient &3 G si aucun
nombre premier ne figure parmi n+ 1 , n+ 2, <o , n + % ). Une condition néces-
saire pour qu'un couple (n , k) appartienne & G est évidemment que le nombre
des entiers (n + i) vérifiant P(n + i) £ k soit au plus égal au nombre des en-

tiers premiers inférieurs ou égaux a k .

Avant d'énoncer ces meilleurs résultats, quelques notations
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Tl'(n) = Zpsn 1,
w(n) = Zp|n 1,
log log = log2 ’
log log log = 10%3 ’

C1 , 02 y see désignent des constantes >0 effectivement calculables.

L'inégalité (immédiate sur les définitions)
(1) w(n) < m(P(n))

jouera un role important dans la suite.

THEOREME 1 (RAMACHANDRA, SHOREY [67], [12]). - Il existe une constante c,6 >0,

effectiveuent calculable, telle que, pour tout couple (n , k) vérifiant
n > exp((log k)5‘4) , k>2 on ait

(2) P(n , k) > C, k log k log, k(log3 k)—l .

THEOREME 2 (SHOREY, TIJDEMAN [147]). - S0it B un réel >0 , il existe un réel

02 >0 , effectivement calculable en fonction de B , tel que, pour tout couple
(n, k) vérifiant
n = exp exp(log k)B s k=22,
on ait
(3) P(n, k) > c, k(log k + log3 n)log2 n(log3 n)—l .
Remarque., - Dans [14], le théordme 2 est un corollaire d'un résultat plus général.

Pour une démonstration directe, voir [4].

THROREME 3 (RAMACHANDRA, SHOREY, TIJDEMAN [7]) (voir sussi [61). - I1 existe une

constante 03 >0 , effectivement calculable, telle que tout couple (n , k) véri-

fiant
n >,.exp(C3 kl/3 log k)

appartienne a G .

THEOREAE 4 (RAIACHZNDRA, SHOREY, TIJDEIAN [8]). - Il existe une constante ¢, >0,

effectivement calculable, telle que pour tout couple (n , k) vérifiant

n > exp(C4(lOg k)z) )

le nombre des entiers i pour lesqguels P(n + i) <k soit au plus égal 2 n(k) .

le but de cet article est de montrer un théoréme global admettant les théorémes 1
& 4 pour corollaires, De plus, ce théoréme giénéralise les résultats antérieurs aux

entiers consécutifs d'une progression aritimétique.

La démonstration des théorimes 1 & 4 a exigé la mise au point de variantes (dues

principalement & SHOREY, cf. [11], [12], [13]) des énoncés de BAKER et notamment
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1'édtude des formes lindaires de logarithmes Zﬁ bi log a; s ou les a, gont des ra-
tionnels voisins de 1. Bien qu'on pourrait n'utiliser que ces résultats, on fera ap-
pel & un nouveau type d'énoncé, englobunt les précdédents, d0 a il, WALDSCHMIDI. Pour
ce qui suit, une forme affaiblie de ce théoreme conviendra. A cela, il y a deux rai-
sons ¢

-~ déduire un théortme global entiérement explicité d'un énoncé de uéme nature sur
les fommes linéaires de logarithmes est facile, et

- un théorsme global, méme non entiérement explicité, contient les théorimes 1 & 4

comme corollaires.

On dcrit d'abord cet unique théoreéme sur les formes linéaires de ldgarithmes dont
on fera usage. Puis, on montrera comment en déduire (A), ce type de calcul étant la

base de la démonstration du théoréme global.

THROREKE 5 (WALDSCHMIDT [151). - Soient 8 5 8, 5 +es , 8 des rationnels >0

’
A2 y see Am (avec Ai e,

de hauteurs majorées respectivement par A

1’
l<i<n ), b1 ’ b2 y see bm des entiers majorés en wvaleur absolue par B
(avec B >e ) tels que A= !ZlSism b, log ail #0 . On pose
=T Qv = 1
Q=" 1088 » M =llgq log 4y,

E désigne un réel satisfaisant &

e <E < inf(BY, e log Al(log al)-l , ees , € log Am(log am)-l) .
Alors :
m
A > exp(— CO mY) Q 1log(BR)1og(EQ ) (log E)—(m+1))’

ou CO et Yo désignent des constantes absolues explicitables.

Dans 1'énoncé précédent, on désigne par hauteur d'un rationnel positif, écrit sous

forme irréductible, la borne supérieure du numérateur et du dénominateur.

Démonstration de (A). - Soient n et a deux eutiers. On peut supposer a >0 et

n > a° , ce qui entratne P(n(n + a)) >3 >e . On forme le logaritime du rationnel

-1 ‘o . . .
n (n + a) écrit comme produit de puissances de nombres premiers

log(n"l(n +a)) =2 b, log p, avec 2% j¢ win(n + a)) .

1<45]
Le: entiers b, sont majorés par log(n + a)(log 2)—1 , donc, pour n >3 , par

2 log n . On applique alors le théordme 5 avec m = j , 4 = Ay = veu= Am==P(n(n-+a)L
B=21logn, E=-e . En majorant 1og(n~l(n + a)) par n“1/2 s, on obtient

(4) % logn <y 3N og Pln(n + a)))?

x log(2 log n(log P(n(n + a)))j)log(e(log P(n(n + a)))j) .
Or, la quantité log(2 log n(log P(n(n + a)))j)log(e(log P(n(n + a)))j) peut &tre

.. 6 .
majorée par 2,10 log, n(; log, P(a(n + a)))2 comme le prouve le lemme facile

suivant.

LEMHE 1. - Soient Xy 3 X5 5 eee 5, X des réels minorés par X >0 , alors
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l-m
< L LR .
X, + x, toeee + XS m.X X, X, X

De (4), se déduit alors 1'inégalité

(5) log, n <Yy j log j + J log, P(n(n + a)) + 1og3 n
+ 2 log j + 2 log3 P(n(n + a)) + 05 ’

ou C est une constante convenable fonction de Co .

5

Dans le second membre de (5), j peut 8tre majoré ainsi, & 1'aide des inégalités
(6) j € wlnln + a)) £n(?(aln + a))) (er. (1))
(7) m(P(n(n + a))) < (1 + o(1))P(n(n + a))(1og P(n(n + a))—l

(théordme fondumental des nombres premiers), et il vient enfin, pour n infini,

Lin inf P(a(n + ))(log, 0) ™ 3 v5",

c'est-i-dire 1'indgalité (A) cherché.

On énonce maintenant le théoréme global dont on déduira les théortmes 1 & 4. Si X
désigne un ensemble fini d'entiers, on désigne par P(X) (resp. w(X) , ...) 1l'en-
tier P(r&e
on écrit P(n, k, a) (resp. wln, k, a) ) pour P(X) (resp. w(X) ). Dans toute

X X) resp. w(ﬂmgx %) , ees)e Quend X =(n+a, n+ 23, eee , n + ka),

la suite, on suppose (sans le répéter toujours) n et a premiers entre eux,

k22, n+a>k.

THEOREIE GLOBAL. - Dxistent deux constantes effectivement calculables G et vy

telle que, pour tout systéme (n , k,a, €, 3 (gg_ n,k,a sont des entiers

avec (n,a)=1, 1<acg n1 2 y J et & des réels avec j =21, 2<E<Lk )

vérifiant
(8) log n/log k > 3" inf(kl/3 , k/€)

aucune partie X de l'ensemble des entiers en progression arithmétique n + a ,

N+ 238 , ees 5 N + ka ne satisfait simultanément 3 :

(9) card X > inf(k ’ sup(§ ’ k2(j—l)))
(10) n(P(X)) € j.k
(11) w(X) € j card X

COROLLATIRE 1. - Soit & un réel positif. Pour tout triplet (n , k, a) den-
n1/2 r(e) ol

tiers (avec (n, a) =1, 2 a ) vérifiant n >k
r(e) = sup(exp((1 + e Y)log C) , exp exp(y + a)_l) ,

on a 2

(12) w(P(n, x, a)) > (v + s)_l k log(log n/log k)(logé(log n/log k))—l .
(Dans cet énoncé, C et vy désignent les constantes du théoréme global.)

Dénonstration du corollaire 1. — On choisit
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€=k, 3J

(y + a)—l log(log n/log k)(logz(log n/log k))-l H
L'inégalité
log n/log k > exp exp(y + e)_l
implique
log j = logz(log n/log k) - (1og3(log n/log k) + log(y + g)) < logz(log n/log k) .
ij

On en déduit que 1l'expression = exp(yj log j) , ou l'on remplace j par sSa va-

leur et ou 1l'on majore log j comme ci-dessus, est inférieure ou égale 2
(1og n/log k)Y/(V*E)

¢5¥ 1ne(x/3 | k/2) < c(log n/10g )Y/ (vee)
< r(e)e/(Y+e)(log n/log k)Y/(Y+E> < (log n/log k) .

. Par suite,

Le théoréme global montre alors que, pour X = (n+ a y, L+ 28 , eee 5, N + ka) ,
1'une des indgalités (10) ou (11) est fausse, ce qui, joint & (1), prouve 1'inégalité
(12) annoncée.

L'équivalence m(x) ~ x(log x)—l (et, plus précisément, 1'inégalité (cf. [10])

x > 7(x).1log m(x) ) permet de déduire du corollaire 1 une minoration de P(n s X, ak
Quand a = 1 , on retrouve les théorémes 1 et 2. En effet, si log n/log k2>(logk) 4 .

on a
(2, &, &) > (4(y + €))7 & log, k(log, )7,
d'ou (2), et si logk < (log2 n)l/B ,
1(Pn, k, a) > (y+ &)t k(log, n - gL log, n)(log, n)"t
dtou (3).

En fait ce dernier calcul montre que le théoréme 2 est vrai sous 1'hypothése plus
faible n > exp(log k)B (avec B > 1 ).

Le corollaire 1 montre en particulier l'existence d'une constante T telle que
1'inégalité P(n , k , a) 2 Pl , ou Py désigne le k-iéme nombre premier, soit

s ‘o . .T0 1/2
réalisé lorsque n est supdérieur a k (et, en outre, (n ’ a) =1, agln ) .
Dans le cas ou a est égal & 1 , un meilleur rdésultat est connu, celui de JUTILA

(cf. [3]), erhce 2 une toute autre technique (crible). On rappelle qu'une consdquen-—

ce de la conjecture de GRIiii généralisée (cf. [5]) est

P(n , kK, a) Z.inf(n + a , pﬁ) .

COROLLAIRE 2. - Pour tout triplet (n , k , a) (avec (n ,a) =1, ac< nl/2 )
vérifiant n > exp(Ckl/3 log k) (resp. n > exp(C(log k)g) ), o C désigne la

constante du théoréme global, on peut trouver k nombres premiers distincts divisant

respectivement n+ a , n+ 2a, ... , n + ka (resp. le nombre des entiers i pour

lesquels P(n + ia) <k est inférieur ou égal & m(k) ).

Démonstration du corollaire 2. — On choisit j =1, € = 2 . L'inégalité (8) de=
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vient

log n/log k > c.k1/3 .

Si cette derniére est réalisée, toute partie X (et méme celles réduites & un é1é-
ment) de (n+a, n+ 2a, ... , n+ ka) pour laquelle P(X) <k vérifie

(X) > card X . Le lemme des mariages (cf. [1], chap. 3, § 4, Exerc. 6(v)) montre
alors 1l'existence d'une injection f de 1l'ensemble des entiers n + ia avec

P(n + ia) <k dans celui des nowbres premiers pour laquelle f(n + ia) divise
n+ia (i= 1, 2, eee, k). En prolongeant f par P , on obtient la premiére partie
du corollaire. Pour prouver la seconde, on choisit j=1, & = n(k) . On peut sup-
poser k > 17 puisqu'on sait (cf. [5]) que 1a double conclusion du corollaire 2 est
vraie, sauf peut-&tre lorsque 1l'un des entiers n + ia (1 <i < k) divise le plus
petit commun multiple de 1, 2, «ee, 15 (i. e. 360360) (on peut d'ailleurs toujours
écarter ce cas en auguentant au besoin C ). L'inégalité log n > C(log k)2 impli-
que alors (8) puisque log k > 1«:(71(1‘:))'-1 (pour k > 17, cf. [10]). Soit Y 1'ensem~-
ble des entiers n + ia vérifiant P(n + ia) < k et appliquons le théordme global.
L'indgalité (10) est vérifide. Ou bien card Y < € = m(k) et le résultat est acquis,
ou bien card Y > £ (ce qui signifie que (9) est vérifide), et donc w(¥)>jg=m(k) ,

dtou (dtapres (1)) m(p(Y)) > (k) , en contradiction avec la définition de Y .

Comme précédemment, il est clair que les théorémes 3 et 4 sont des cas particuliers

du corolkaire 2.

Remarque. — Les inégalités montrant 1l'existence de C et <y sont liées (par ce
qui suit, cf. ddémonstration, et parce qu'il en est de méme des constantes CO et
Y, du théoréme 5). Suivant 1'application recherchée, on choisira un couple (C , y)

avec C ou vy mninimum.

fi-s

)|

On peut raffiner le théortme global. Ainsi, on peut remplacer 1l'hypotheése a < n
par a < nt , o t est un réel strictement inférieur 3 1, ou bien remplacer le
coefficient 2 de 1'inégslité (9) par un réel t!' > 1 , ou encore substituer dans
(10), eu majorant j.k , j.kt" ( t" réel > 1 ), voire une fonction de la forme
exp(log n)e (6 < 1). I1 convient évidemment alors de modifier convenablement les

constantes C et vy .

Tout comme on a pu le faire pour le théoréme 2, le théoreme 4 peut &tre amélioré.
Soit jo un réel tel que 1< g < 3/2 . Pour k assez grand, le choix

~1 . .
€ = ﬂ(k)JO R entraine
. . 2( j=1 -
inf(x , sup(g , k (3 *))) = n(k)gol .

Le théoréme global montre alors que, pour de telles valeurs de k et pour n véri-
fiant n > exp(ngUO+l(log k)2) , ona card Y < ﬂ(k)jgl { Y conservant la méme
signification que dans la démonstration de la seconde partie du corollaire 2). Plus
géndéralement, pour tout réel A > 1 , on peut montrer que card Y < m(k)/A  pourvu
que n = exp(C(A)(log k)2) .
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