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L’IDENTITE DE BARNES POUR LES CORPS FINIS

par Anna HELVERSEN-PASOTTO

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n° 22, 12 p. 23 janvier 1978

Résumé. - On obtient cinq identités nouvelles entre sommes de Gauss, attachées à
un corps fini, chacune d’elles exprime un produit de sommes de Gauss comme somme de
tels produits. L’une d’entre elles est un analogue formel du lemme de Barnes bien
connu dans la théorie des fonctions hypergéométriques ; les autres en sont des for-
mes tordues au sens de la théorie de Galois. Deux des identités peuvent s’obtenir
par l’étude des représentations du groupe GL( 2 , Nous donnons une démonstra-
tion unifiée des cinq identités, basée sur l’étude de certaines algèbres commutati-
ves de degré 4 du corps fini 

1. Introduction.

L’étude de la décomposition de la représentation de Gel’fand-Graev du groupe
GL(2 , F ) amène à deux identités de sommes de Gauss (cf. [2]). Il 3’agit des
identités (i) et (iv) du théorème 1 ci-dessous.

L’identité (i) correspond à la série principale de représentations de GL(2, F );
cette identité s’interprète facilement comme analogue fini du lemme classique de

Barnes concernant la fonction gamma :

Ce lemme de Barnes a d’ailleurs ét é utilis é par H. JACQUET [3] dans l’ étude des
formes automorphes sur GL(2) , et certains de ses calculs sur les facteurs ~ des

représentations sont proches des nôtres.

L’identité (iv) correspond à la s érie discrète de re p résentations de GL(2 , F ).
Dans le présent exposé 9 on obtient une identité générale qui englobe les identi-

tés (i) et et qui donne lieu à trois nouvelles identités " "’ et (v).
L’ idée d’ étendre le cadre des identités initiales est due à P. DELIGNE ; la fer-

mulation de la situation générale (ainsi d’ ailleurs que l’idée initiale d’ ex p rimer
le lien entre sommes de Gauss et représentations de GL(n , Fxq) sous forme d’iden-
tités) est due à P. CARTIER.

2. Enoncé des identités,

Soit F le corps fini à q éléments. On note F+ (resp. F" le groupe addi-
tif (resp. multiplicatif) de on se fixe fois pour to u tes un 
non e du groupe additif F+ . Pour un caractère a du groupe multiplica-
tlf F , on pose 

-q

’~9.



et

où l’on somme sur tous les a dans On note Tr m/n 
la trace de Fxq m sur

F n ’ 
et l’on note n R) la norme de F 

2 
sur F (resp. de F 

4 
sur

F 
q 
2 . Pour un caractère h 

on note la somme de Gauss suivante

où l’on somme sur tous les x dans F" . De manière analogue, pour un caractère

Y de Fx4 , on poseQ . ~- ... ,"

somme sur tous dans JF .. .

’ 

/ , q
THÉORÈME 1. - On a les cinq identités suivantes :

(i) Etant donnés quatre caractères 03B12 , 03B13 , 03B14 de Fxq , on a

où l’on somme sur tous les caractères a de Fx .
- - ’ 

~ 

°" ’  
~ ~ ~ ~ 

~ ~ -’ fl

ii Etant donné un caractère 03C8 de x4 , on note 03C8 la restriction de .‘Y â
----.. - . , -... 

- 

m . 
- - 

. - - . - - n 
~ . -.. - - 

- 

-- , - - 
.

où l’ on somme sur les caractères A de Fx2 dont la restriction à Fxq soit tri-

q

(iii) Soient A et A~ deux caractères de F~ , et soit B~ (reap. B~ ) la
restriction de Ai (resp- A~ ) ~ 

~

où l’on s omme sur t ous le s caractères of de F .

(iv) Soient a et 03B12 deux caractères de et soit A un caractère de

F" ; on note 03BB la restriction de A à F . On a
q



où l’ on somme sur tous les caractères OE de 
- fl

(v) Pour 1 = 1 , 2 , soit ii, un caractère de Fx2 , et X, sa restriction à
~ - i -- - i

On a ~
fl ~

où l’on somme sur les caractères A de Fx2 dont la restriction à Fxq soit tri-

viale, et où 6~ désigne un élément de F~~ tel que e~’" =-= -1 .
q

Les cinq identités ci-dessus sont des cas particuliers d’une identité plus géné-
rale qu’on énoncera dans la suite.

3 . Enoncé de l’identité générale.
On note P la clôture algébrique de F . On désigne par 1 l’ensemble

(l y 2 , 3 , 4) que l’on considère comme l’ensemble des entiers module 4 . On pose

Le corps F se plonge dans A par a n-9 (a , a , a , a) , pour a e F , et A

est une algèbre sur F . On note 4 le groupe symétrique formé par les permuta-
de l’ensemble I . En posant, pour 03C3 ~ 4 et x = (xi)i~I ~ A ,

on définit une action à droite de 64 sur A . On définit l’homomorphisme de Fro-
benius de l’algèbre A par x ~ xq , où l’ on a donc

Pour tout Q E 5, ~ on pose

On a les relations

Le sous-groupe de C , engendré par r s’identifie au groupe diédral

9~ , et est formé par les éléments r~ et r~ s avec 1.  j  4 ; on a explicite-



ment pour 

En posant s’ = rs 9 on a (s’~2 _ 2 et (rs’ 2 _ 1 ; il s’ensuit qu’on définit
un automorphisme de S, par Q ~ ~’ , y où

La relation entre 03C3 et 03C3’ admet une interprétation géométrique :

Notons a (resp. a’ ) le carré de sommets a2 , a3 , a4 (resp. a] , aJ ,
aj , a( ). Un élément a de D4 correspond à une transformation isométrique D03C3
du plan qui transforme chacun des Carrés a et a’ en lui-même, en envoyant ai
sur et °~’ sur ,~É’ (1) ° prend 0 comme origine et ~1 ’ ~2 comme

vecteurs de base dans le plan, D est un élément du groupe orthogonal 0(2 , R) ,
et l’on a aF = a. + ai-1 pour tout 1 e I , Noter que D est la rotation d’an-i i i- r

gle 03C0/2 dans le sens direct, et Ds la symétrie par rapport à la droite a2 a4 .
0n définit une application f : A -p A en posant, pour x e A , f(x) = 

on remarque que f est compatible avec la structure multiplicative de l’algèbre
A , et on vérifie facilement que = pour tout a e * 4 et x e à .

On en déduit que f définit un homomorphisme du groupe multiplicatif 1 , de

Aj , 1 dans ie groupe multiplicatif Ax03C3 àe Aa , POUr tOUt J G z4 .
On pose’ = On remarque que, est dans le centre du groupe D4 . En

posant

on remarque que B est invariant par Inaction de ~ sur A. On définit la nonne
N : A 2014~ B par N(x) = xx’ , pour x = A , et on remarque que N commute à
l’action de D4 sur A . On pose

B = pour tout J ~ S~ ~
et on obtient la norme de A sur B par restriction de N à A . L’algèbre



B03C3 est isomorphe à F x F ou à Fq2 ; on note le signe de cette 

bre 9 c’est-à-dire qu’on a 

on fera plus loin la liste des algèbres A03C3 , A , , B et B , (pour a e D4 )
(cf. la table suivant l’ énoncé du théorème 2) .

On définit la trace Tr de A sur P par slr(x) = xi ; on a, pour tout

J G D4 et x G relation = 03A3i~I xÎ = x03C3(i) = Pr(x) , d’ où

Tr(x) G F ; la restriction de la trace de A à l’algèbre à définit la trace de
-q J

A sur P .
a -q

Etant donné un caractère Ç de Ax03C3 , on note 4l’ le caractère 03A6 ° f de Ax03C3,
(pour J G D4 ) . Les sonnes de Gauss 

J 

correspondantes sont définies par 
J

où l’on somme sur tous les x dans Ax03C3 , et

où l’ on somme sur tous les x’ d ans 

Pour 03C3 e 4 , ’ on note le signe de la permutation 03C3 ; c’ est égal à
(- ou est le nombre des orbites de a .

, v

2. - ~oient ~ un caractère multiplicatif de A , soit ç.~.-...--.... 

~ 
4 9 

--.. ---.,---»- .. --- .. -..- - - >....- . 

- 

-..--.. ~ .........,. T

la restriction de ~ à ~~’" . On a l’ identité suivante :
"’’g. .- ~ ’- ...... > - -- ..-. £.. - --

où l’on somme sur les caractères 4l de Ax03C3 tels que $’ == $’ où H== (Ex: Fx03C3). 

~-’2014201420142014~* 1 - J 20142014-~2014’" " 1 
°°°°° 

’ 
20142014 

désigne le nombre des caractères $ en question, et est un élément de

F; tel que TrB/F(~0) = 0 .
o’--q

Le théorème 2 fournit une identité explicite pour chaque algèbre A avec

o e S~ . Cette identité ne dépend que de la classe de conjugaison de o dans 3 .
On a les cinq classes suivantes :



Le tableau suivant donne une description des termes qui interviennent dans la

formule générale du théorème 2~ et permet de déduire le théorème 1 du théorème 2

(voir aussi le lemme 6 de la section 4).

~’ ~
F xF xF xF F xF

(;) ~. 
-q -q -q -q -~l -q 

u A , B(i) (~~) 
(a~,a~,a~,a~) 

~ ~ ~ ___
(ii) ("~) ~ ~4~ u A~ B~

2341 
z zq 23 ; xq x xq

. F F xF

(iii) (" ") ~ 
~’~~’~ ’~’~’~~ 

a A B~
3~2 (x,y,x,y) (a~a~a~a~)________________________

F ~xF xF F xF F ,,xF ~ F ~
(iv)(~3~) ~~ 

~" (~~) ~ ~ ~
32~ (x,a,x,a,) ~21 (~y~y~~) 

F F - F xF F xF

(,) (1234~ ~~ ~ (123~ ~~-~ 
~~

~ " (~y,A~) (x~~x,x~) ~32 (~~~~~) 

e(o) = e(B~,) M = (B~ : F") ~ ~ Car A" $’ e Car A~, ~

(i) + (q - l) (~,a~,~~,Q~) (o~~,Q’~Q’~,~Q’~,o’~o~) 
(ii) - (q + 1) 03C8 03C8q+1 03C8

(iii) + (q - 1) (A~A~) ~~
(iv) - (q - l) « " n)) 

(v) + (q + 1) (A~A~) ~~

Conventions sur les éléments des a,lgèbres et les caractères :

03B11 , 03B12 , 03B13 , 03B14 caractères de Fxq , 039B1 , 039B2 , 039B caractères de Y’ ca..

ractère de Fx4 , 03BB1. resp. 03BB2, resp. 03C8 ) restriction de 11 (resp.
4 2 2

resp. 11 , à Fxq ,
n désigne la norme de F 2 sur F .



4. - Lemmes préliminaires.

1 (’théorème de Lang"). - Soit o’ E ~4 , et soit

L’application de U dans U 3 définie ar u ~ u03C3 u-q , est surjective.

En effet, un élément u dans U e st de la forme

Pour J~ X~, soit if r=u, soit u~ = (s"~ , s , s"~ , s) . Tout revient

donc à résoudre les équations s1-q = t et s-1-q = t , pour tout t donné.

Comme F est algébriquement clos, Inexistence de la solution est assurée.

C. Q. F. D.

(i) La suite

est exacte.

(ii) Pour tout ~ E ~ ~ la suite

La vérification de l’assertion (i) est immédiate, car L se compose des x E A

tels que x x~ = x~ x . En (ii), le seul point à vérifier est la surjectivité de

f : soit x E L ; d’après (i), il existe un y E Ax tel que x . D’autre

part, on a

d’où (y~ )" y~ EU; d’après le lemme 1, il existe un u e U tel que

On en déduit que

Pour y = on a donc y E et f(y) = x , ce qui démontre bien la surjec-

tivité de f ,

C. Q. F. D.

Soit B’ s =F x F ou F 2 . Pour on pose
"’‘.~1 ’‘’9, q



on note n (resp. tr ) la norme (resp. trace) de B’ sur F ; on a

En effet, on a

où

et

pour tout a ~ Fxq . On a tenu compte du fait que 03A3a e (a) == - 1 , où l’on somme sur

tous les a dans Fx . On a explicitement
2014q

et

L’assertion du lemme en est une conséquence.

C. Q. F. D.

d’après le lemme 3. C. Q. F. D.

On rappelle un lemme bien connu.

Soient H un groupe abélien fini, H’ un sous-groupe de 

h E H ; on a alors

où somme sur tous les carctères x de H dont la restriction à Hf soit

triviale.

LEMME 6. - Soient 03C3 ~ D4 , et 03A6 un caractère de A" . Pour tout caractère 03A61
de les deux assertions suivantes sont équivalentes :



(il) il existe un caractère 0 de B~ dont la restriction à F~ soit triviale

et tel 03A6-1 soit le composé de @ avec la norme N de A03C3 sur Bx03C3 .
Le nombre N des caractères ~ satisfaisant à (i) et (ii) est égal à

(B: = ~’
’ 

Pour démontrer que (i) implique (ii), on rappelle que la norme N de A~ sur

B~ est donnée par N(x) =xx~ , pour Or Ker N = (x =A~ ; xx = l)

est contenu dans L03C3 = (x e Ax03C3 ; xx e F) et, d’après le lemme 2 (ii), on a

Im f = L03C3 . La relation 03A6’1 = 03A6’ signifie que 03A61 03A6-1 est trivial sur Im f et

entraîne donc l’existence d’un caractère 0 : Bx03C3 ~ Cx tel que 03A61 03A6-i = 0 D’autre part, Fxq est l’image de L03C3 par N , et la restriction de 03A61 03A6-1 à L03C3
est triviale. Il s’ensuit que la restriction de @ à Fxq est triviale. Ceci dé-

montre que (i) implique (ii) .

D’autre part, on voit aisément que (ii) entraîne (i) en remarquant que

N(f(x)) e Fxq , pour tout x = Ax03C3’ .
C. Q.F. D.

On définit un homorphisme a de 4 dans 52 par

(remarquer que si i ~ ’ mod 2, on a o’’ ( i ~ - ~ ( j) mod 2 ). On a = ~(Q ~ ;

il suffit de vérifier cette relation pour Q égal à r ou s, et c’est immédiat.

se compose x , x , x ~ avec x2 dans F.

Il en résulte aussitôt que B est isomorphe à la sous--algèbre de F x F compo-

sée des x2) tels que = x T ( 2 
= xq2. vu les définitions, on a

donc ~(B03C3’) = ~(03C4) , d’où le lemme 7 puisque = ~(03C3) .

8. - Soit 03A6 un caractère de et rp sa restriction à F" . La res-
a - -q 

triction de 03A6’ = 03A6 . f à Bx03C3’ , est alors égale à n , où n désigne la

norme de B t sur F .

Il suffit de prouver que la. restriction de f à coïncide avec la norme n.

Or pour x = (x1 , x2 , x1 , x2) dans Bx03C3’ , on a n(x) = x1 x2 , c’est-à-dire

n(x) = xx _ r(x) .

Pour cha ue a E le nombre d’éléments x dans B" de norme a

est égal au nombre d’ éléments de U .
En effet la norme n est un homomorphisme surjectif de Bx03C3 sur F" 9 de noyau

U .



10. -- On a pour tout caractère a de F" ,
: .... - ’ - 

~~ rrrr fl

C’est une propriété bien connue des sommes de Gauss qui se vérifie facilement par

un calcul direct.

5. Démonstration du théorème 2.
On calcule la somme

D’après le lemme 7, on obtient

où l’on somme sur les caractères 4l de Ax03C3 dont la restriction à L soit tri-
2 u u

viale, c’est-à-dire

Mais

d’ après le lemme 5, d’où

D’après le lemme 2 (ii), on obtient

Pour abréger, on pose B’ = B t , U’ = A’ = At, et on observe que

pour x’ = (x’ , x’ , x’ , x’) où n désigne la norme de B’ sur F et

où T désigne la trace de A’ sur B’ donnée par T(x) = x + x , pour x E A’ .

On a donc

En appliquant le lemme 4, on obtient

S = S~ + S2 -, où



C alcul de

D’après le lemme 8, on a donc

mais, d’après le lemme 10, y on a

C alcul de S : on a, pour tout A’x ,

d’où

On voit aisément qu’il existe un élément ~ dans AIX tel que E 0 (par
exemple en considérant la liste des algèbres A a donnée dans le tableau suivant

Dénoncé du théorème 2). Pour x’ E on a alors x’ + 0 , si et seule-

ment s’il existe un u E B’x tel que x’ = EU , y d’où

= q) o n , diaprés le lemme 8. On a donc = 6(q)) . D ’ autre par%
= q - 1 , d’après le lemme 9. On remarque que 03A6’(~) = 03A6(~~r) , et que

~ = ee~ appartient à B~ et vérifie Tr~ ==0 . Il s’ensuit que

C. Q.F. v D.
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