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Séminaire DELANGE-PIS0T-POITOU 20-01
(Tneorle des nombres).
19e année, 1976/77, n° 20, 13 p. 6 janvier 1978

FONCTIONS A3S0C IEES AUX PRODUITS EULERIENS
par Pierre BARRUCAND
Résumé. - On &tablit beaucoup de realtions relatives & des produits eulériens,
en particulier, les fonctions ( de Dedekind et les fonctions L d'Artin, notam-

nment, le comportement de fonctions définies par des developpements en produits
d‘Euler agsocides & ces fonctions.,

I, Notations et généralités.

l. Généralités.
M : ensemble des fonctions méromorphes si Re(s) >0 .
Hk : ensemble des fonctions holomorphes et sans zéro si Re(s) > l/k '

Ek(s) : un élément quelconque de Hk (peut donc définir plusieurs fonctions dis-

tinctes).

S : ensemble des fonctions {F(x)} admettant une représentation

(I.1.1) F(x) = 1+:n T VF(x) es .
S0 : sous-ensemble de S tel que
n
(1.1.2) F(x)=l+Z:an s Yo, FneZ~F(x)eSO.

I1 est connu que si F(x) €S, on a des coefficients ‘n(n) tels que
(I.1.3) F(x) = ﬂ;:_l(l - xn)'h(n) ;
soit, par differenciation logarithmique,

(I.1.4) Z%%£§l = 2; nh(n) x° .

Donc, si

(I.l.5) EE‘—-.%:‘;' ZT g(n) xn ’

on a

(1.1.6) nh(n) = de:=n w(ar) gla) ,

di  p(n) est la fonction classique de Mobius, et l'on sait que

(T.1.7) (r(x) € so) ~(tn, n)ez).

2e Quelgues notations.

P est 1'ensemble des nombres premiers rationnels {p} . Si X (X=4,B,C, ...)

est une partie de P
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(I.2.1) x(s) = T y(1 - )™ty x=a,3, ...

La classe E , classe des fonctions admettant la représentation, est définie par
(1.2.2) ¥(s) = ﬂp Fp(p-s) 3 ¥p, Poes ~Y¥s)eE.

De méme, la sous-classe E, est définie par
(I.2.3) ¥(s) = ﬂ? Fp(p-s) ; Vb, F €5, ~¥(s) € E .

Les fonctions Fp(p-s) sont appelées facteurs locaux.

Nous noterons toujours V(s) un produit d'un nombre fini de facteurs locaux
( V(s) ne désigne donc pas toujours la méme fonction), et par *(s) ,
¥Y=¢, L, 8, «e. une fonction de E "amputée" d'un nombre fini de facteurs lo-

Caux.

3. Rappel sur les corps cubiques.([3] et [7]).

Dans un corps cubique X de discriminant A, P se décompose en 5 classes :
classe 1 : (p) est totalement décomposé dans K3 ,
classce 2 (P) est inerte,

classe 3 : (4/p) = -1,

classe 4 : (p) est simplement ramifig,

classe 5 : (p) est totalement ramifié.

Si le groupe de Galois est cyclique, les classes 3 et 4 sont vides. Soient N 1a

cl8ture galoisienne de Ky, et K, = QWA) , D étant le discriminant de Ky o

On a alors, pour les discriminants et les fonctions ¢ ,

(1.3.1) s = D2,
(1.3.2) GK2(~°’> = ¢(s) L(s) ,
(1.3.3) gKB(s) = ¢(s) a(s) 3 & est la fonction L d'Artin;
(1.3.4) ty(s) = cls) L(s) 83(s) .
Si Gal est cyclique, on a
(1.3.5) A= £2,
(1.3.6) gKB(s) = ¢(s) 13(s) 1%(s) ,

L* fonction L de Dirichlet avec caractdres cubiques.

4, Autres notations,

En général, en notant K wun corps algébrique quelconque, gK(s) sera sa fonc-

tion { . De plus, nous définissons toujours
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(I.4.1) Ly(s) = Z(p/n)n™

(I.4.2) a(s) = Zo(n) n°,

une fonction L d'Artin (ceci définit les coefficients o(n) ).
(1.4.3) ¥(s) = Z4(n) 0™,

un élément de S , et les coefficients Z , d_, s+ , tels que
(I.4.4) Ce(s) = 5 2(n) n™°,

(I.4.5) [¢(s) T = 2 a4, (n) n"o,

(1.4.6) ¢(s) Ly(s) = Z: 6(n, D) n~° .

D'autre part, D désignera toujours un discriminant de corps quadratique, et A

un discriminant en général.

II. Formules exglicites. Cas simgles

1. Formules générales.
RAMANUJAN ([87, pe 133-136), puis WILSON [11] ont publié les formules suivantes.

(II.1.1) ET dg(n) 0™ = cHs)/el2s)
(I1.1.2) 5 a%(n, - 4) 07 = P(s) 12,(s)/(c(20) (1 + 27))

P. BARRUCAND [ 1] a fourni, pour les fonctions L des corps cubiques non galoi-

siens, en utilisant les notations de (I.1.3) et (I.1.4),
(I1.1.3) 2 ?(n) 0™ = ¢(s) Ly(s) a(s) v(a)/g(2s)

( V(s) étant défini en (1.2)), et une formule analogue pour les corps cubiques cy-

cliques. Il est aisé de généraliser,

Distribuons P en quatre classes A, B, C, D, A#¢ , et & chaque élément

de A associons deux quantités u& i et u$ 3 ° Soit alors,
? 9
IT.1.4 w = W + W w =W -w
( ) Ps3 p,1 p,2 "’ p,4 p,1 p,2 "’
-3 -28y-1 .
(II.1.5) Rj(s) = HPEA(l —2c0s @ P +P )5 3=1,2,3,4,

(II.1.6) Fj(s) = Rj(S) B(2s) c(s) =%°F Zifj(n) n j=1,2,3,4.
B et C étant définis en (I.2.1), observons que 1'on a , trivialement,
(11.1.7) g(s) = A(s) B(s) c(s) D(s) .

Maintenant, et suivant 1'usage, soient {Un(x)} les polyntmes de CebySev d&éfinis

par

Un(cos w) = sin(n + 1)w/sin w .

On sait que 1l'on a
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l-x - =14+ 2 Zm cos nw xn ’
2 1
1 ~-2Xx cos w+ X
1

=220 (cos @) x° «
0 n
1 -2x cos w+ X

De 1a, & partir de la relation trigonométrigue
cos(w+ ') = cos wecos o Fsin wsin w ,
nous avohs

1 - x2

(II.1.8) 5 5 =
(1 - 2x cos(w+ &) + x°)(1 = 2x cos(w - w') + x

2> , 1) 2
o Un(cos w) Un(cos W) x .

Utilisant (II.1.8), facteur local par facteur local, nous trouvons
(1I.1.9) Z: £,(n) £,(n) n® = FB(S) F,(s) c(s) B(2s)/a(2s)
mais RB(S) RA(S) = FB(S) F4(S)/B2(28) Cz(s) .

D'olu, finalement
33(3) F4(s) c(2s) p(2s)
glas) Cls) :

Tout 1'intértt de (II.1.10) réside dans les cas particuliers quand C et D se

(II.1.20% ZT £,(n) £,(n) n® =

ccmposent d'un nombre fini d!'éléments, d'ol
F_(s) F,(s)
5 - _ 3 4
(II.l.ll) 1 fl(n) fz(n) n = Wv(s) .

2. Exemples simples.

Si nous prenons B=C=D=¢ , A=P, W= G 0= 0 (pour tous les p ),
nous retrouvons (II.l.l).

Si

pea~(Dp)=1, peB~(D/p)=~1,

peC~(Dfp)=0, D=¢,
on a
(I1.2.1) 2a%(n , 0) 1% = P(e) T5(s) T (1 + 27°) " /el2s)

généralisation 1égére de (II.1.2).

3. Corps diédraux.

Un corps diddral K (non galoisien, donc) de degré premier £ = 2\ + 1 aura

pour discriminant A = (Df2) , et
(11.3.1) Gels) = ¢(a) T, 2,(s)
On a

p€a~(Df?/p) =1, peB~(Dtp)=~1,
peD~plf, peC~p/D, pff .
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On définit alors des entiers m 0< mp~$ A, tels que

2Tij -S =28 )

(11.3.2) Qj(s) = rk(l - 2c08 — o™ 4+ ¢ -1 B(2s) ¢(s) ,

formule qui nous permet de définir Qj(s) , pour tout j .
(11.3.3) 8.5(8) = 4 _5(s) = 2,(s) , gy(s) = ¢(s) Lp(s) v(s)

D'ou, par application de (IT.1.11),

(11.3.4) 2 o,(n) g(n) n® = ey, (s) &5 (s) V(s)/c(29)
(11.3.5) 2 @n) 07 = ¢(s) Lyls) g,(s) V(e)/e(20) ,
(II.3.6) 2 d(n, D) qj(n) n° = @?(s) v(s)/c(2s) .

(II.1.3) est un cas particulier de (II.3.5).

Détermination des mp « — Dans ,QC/B) , chaque 41lément de A se décompose en pro-
duit de 2 idéaux conjugués p = pp' . A chaque idéal premier de Q(df) , on associe
un "caractire de classe" selon la structure du groupe des formes quadratiques de

discriminant Df2 e« Soient

X(p) = exp(2nimp/£) , X(p') = exp(- 2nimp/£)

(le systime des caractdres n'est pas toujours unique, dans ce cas il y a plusieurs
corps non conjugués de discriminant (sz)h . Par exemple, 4 =5, = - 47 ,
b = 47

m =0, si p

x2 + xy + l2y2

m =1, s1 p= 2x2 + xy + 6y2
P . 2 2

mp =2, 8. p=3x ZTxy+ 4y .

4, Grossen-Charakter de Hecke.

HECKE ([4], p. 215-230, p. 249-287) a défini des 'caractéres de magnitude" et une
fonction QK(S y hm) , satisfaisant une équation fonctionnelle assez simpl quand

K est un corps quadratique de nombre de classe égal a 1.
(II.4.1) c(s , W) = T-IA(l ~ 2cos mu% p o+ p"z’?')"l B(2s) ¢(s)

avec p€ A~ (D/p) =1, peB~(D/p)==-1, peC~(D/p) =0, les {ug}

dépendant de la représentation 4p = x2 - Dy2 , et de 1'unité fondamentale de

QWD) + Soit, alors

(I1.4.2) (s, ARy 9ef ZT z(n , ™) 0™,
(11.4.3) e(s , 2°%) = ¢ls) Ly(s) o
Donc,

. m m'y -s V(s s, ATy (g , m-m'
(11.4-4) 2 u(n y A ) Z(n s A ) n = ) 5( ;(Zi)b( A ) ’
(11.4.5) S 2%, ) 07 = v(s) 1y(s) &) s , A)/e(2s)

(1I.4.6) Sa(n, D) 2(n, ) 0% = v(s) (s , \®)/g(2s)
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5. Fonctions modulaires.

Les fonctions modulaires (évitons le mot'"formes'")de dimension négative (c'est-a-
dire de poids positif) peuvent avoir des coefficients multiplicatifs. On a alors
des fonctions de type

def

glq) =*°* L g(n) ¢& 5 q = exp(mT) ; glmm) = gln) glm) si (@, n) =1.

Des manipulations faciles permettent alors d'obtenir des informations sur
ET gz(n) n“S et 2 gz(n) qn (qui n'est pas une fonction modulaire).
Par exemple, pour la fonction T(n) de Ramanujan, en définissant wp par

=11/2 | obbient 1'essentiel des résultats obtenus par RANKIN

2cos u& = T(p) p
(avec A =P )o On peut aussi considérer la fonction ,(k(n) de Glaisher qui se

rattache d'zilleurs & la théorie de Hecke par les caractéres de magnitude.

6o Corps biquadratiques (bicxcligues}.

Partons de

(II.6.1) ¢(s) 1y (s) = 2 d(n , J.) Sy j=1,2), D, #D, ,

25
et soit Dy tel que D, Dy =Dy m” . Donc D, est le discriminant de WD, D,) .
La fonction [ de K = QKVP— VF.) est alors

Soit F (s) =2 a(n, D) aln , D ) n> .
Dl’D2 1 1 2
Pour obtenir une formule explicite, nous devons employer une méthode un peu diffé-

rente, distribuant les premiers non diviseurs de Dl D2 = D m2 en 4 classes:

3
pea~(n/p)=(0/p) =1, peB ~(D/p)=-(0/p) =1,

peB,~(Dy/p) =-(D)/p) =1, peBy~(D/p) = (Dy/p) =~1.
Calculant, alors, explicitement les facteurs locaux pour les 4 classes A , B
B

1 ’

59 B3 , nous avons

P ( ) = M 1 - p 28 1+ p 2s 1+ 0p -23 (1 - D
D,,D A (1 -3)4 HB -23 2 ﬂB (1 -2332 r% -2s\2 °*
- -p p )

1772 1 (1 -
D'ou, en rétablissant les facteurs locaux correspondant 3a plD1 D2 y nNous avons

= V(s S (S (S (S ( S ’

(1I.6.4) 2 d(n, p,) d(n, D,) n> = v(s) ;K(s)/LD3(2s) .

A noter le "diviseur" Ly (2s)
3

7. Corps bicubiques.

Soient deux corps cubiques K., , K

. .. 2 2
1 5 » de discriminant Df1 =4, et Df2 o . Le

1



20-07

corps composé Kl K, contient alors deux autres corps cubiques K3 et K4 . Ces

o N

corps sont faciles.Z déterminer.

(a) si D=-3, Kl=g(?/a;), K2=g(35;) _Q3m m,) 9,3 2).
(b) 3 D# -3, il existe, alors, 2 éléments de ggAﬁ- 3D)
Wy = oy + Bl A~ 3D, Wy = 0y + 82 A= 3D

tels que

NE It BRS¢ el oy

impliquent

K, = o5 m + ), K =k ol Jal p)
37 =V T2 1 P2l T4 T =L T2 1 "2
A un nombre fini d'exceptions preés, les premiers, appartenant & la classe 3 dans

Kl , appartiennent & cette classe dans K2 ’ K3 et K4 . Il y a lieu alors de pro-

céder & une étude des autres possibilités. Si (p) appartient & la classe 1 dans

Kl , et & la classe 2 dans K2 , i1 appartient aussi & la classe 2 dans K3 et

K4 . Par une méthode analogue & celle employée pour les corps biquadratiques bicy-

cliques, on trouve alors, en notant
(1I1.7.1) Qj(s) = Z(pj(n) n~® , fonction d'Artin de Ky J=1,2,3,4,

o (8) g,(s) v(s)
2 CP1(n) ‘-Pz(n) n = 2 g(gs)

Note. — Dans tous les cas, le calcul explicite de V(s) (indéterminé ici) est

~N

fastidieux, mais sans difficulté.

III. Cas général.

l. Une formule générale.

Considérons maintenant une fonction de la classe E (formule (II.1.1)), en utili-

sant pour la représentation des facteurs locaux F (p-s) la représentation (I.1.3).

(III.1.1) F (x) TF L1 - xn)'h(n’P) .

Nous avons

(III.1.2) ¥(s) = 2 ¢(n) n™° = T% Fg;l(l - p—ns)-h(n’P) .
Soit

(III.1.3) ¥(s) = T(1 - p‘s)'h(l’P) Hy(s) ,

(II1.1.4) ¥(s) = T(1 - 55 B(Lsp)(; _ ;-28y=h(2,p) £(s) 5 -

I1 s'ensuit, en comparant les coefficients de ¥(s) et d'une fonction "jumelle™",

¥(s) =TI Fp(p—s)

we

que si, pour tout p , les coefficients n(1, p) sont les mémes pour Fp et F
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il

les deux fonctions ont les mémes zéros, et les mémes singularités, si Re(s) > 3%,

etc.
Dans un autre scns, géndéralisons (III.1.2), nous obtenons :
, -s
(I711.1.5) Yk(s) = Zidk(n) g(n) o™,
alors
(III.1.6) Yk(s) = [Y(s)]k Hz(s) .

D'ou, une connaissance compléte des singularités, et des zéros de Yk(s) dans

Re(s) >3 .

De méme, si pour tout p tel que (D/p) =-1, h(lL, p)=0, ona
Sa(n, D) ¢(n) n™® = ¥3(s) H,(s)

(Voir, comme cas particulier (II.3.6)).

On observera que si Fp(x) =1+ 2; Fp,l X on a Fp,l =nh(1, p) .

IV. Les fonctions T et U et les corps intermédiaires.

1. Formules élémentaires.

Soient p(x) wun polynbme irréductible & coefficients rationnels, v son degré,
Xj (3 =1 y 2, ees , V) ses racines, Gal son groupe de Galois, et T 1la tran-

sitivité de Gal (sur v éléments). Notons

(IV.]..J.) Kn=Q_(Xl ’ X2 9 oo Xn) ; nST ’

(IV.1.2) gn(s) fonction { de K .
On voit que, puisque n T , Kn sera de degré (v - 1)...(v -n+ 1) . Soit,

alors, A (pJ) le nombre des idéaux premiers dans K_ divisant et de norme
n n p

n N
P .« Nous avons alors

(IV.l.B) gn(s) = UJ r|p(l - p‘js)')‘n(Pj) s 1<ngT,
, . _g. =M, ()

(IV.1.4) ¢ye) = (1 = p™) (=) .

Définissons alors

(IV.1.5) ¢, (s) =" 57 z(a) n°,

(Iv.1.6) s(s) = ¢,(s)/c(s) ST S oln) 00,

(IV.1.7) 7, (s) 0T Sz(n) ¢ 0”0,

(IV.1.8) u,(s) 3Ty [o(n) ¥ 2™ .

Un argument combinatoire élémentaire montre que
(1v.1.9) L) = A (p)(n(p) =1) si T 22,

(IV.1.10) Kn(p) = xl(p)(xl(p) - 1)...(xl(p -n+1) si T32n.
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D'ou, utilisant les re¢sultats de III.l, nous avons :

(1v.1.11) 1,(s) = ¢, () g,(s) M(s) si T 32,
(IV.1.12) TB-(S) = gl(s) gg(s) z;3(s) Hy(s) si T33,
. t(s) ¢, (s)

(Iv.1.13) Uz(s) = —q@r— Hz(s) si T>2,

t4(s) ¢, (s) .
(Iv.1.14) UB(S) = ———-—(;-(-;5——112(3) si T23,

(IV.1.15) Zf zZ(n) oln) n™° = Cy(s) Hy(s) si T 22,

et autres formules comparables.

Bn particulier,

Tg(s) a un pdle doubleen s =1 si T =2,

TB(S) a un pble quintuple en s =1 si T >3,

U2(s) a un pdle simple en s =1 si T =22,

UB(S) a2 un pdle simple en s =1 si T =3,
TZ(S) , T,(s) n'ont aucune autre singularité dans Re(s) > 1/2 . La question de
UB(S) , Uz(s) est plus compliquée. UB(S) n'a pas d'autre singularité si Gal
est résoluble., U2(S) n'a pas d'autre singularité si le groupe de Galois de N/K1 ’

N , cldture galoisienne de Kl , est résoluble, ce qui est le cas des groupes
S5 05 , PGLz(p) et PSLZ(p) sur p + 1 éléments,

2. Généralisations.

La formule élémentaire qui donne An(p) , connaissant Kl(p) , a été généralisée
par . P, SCHUTZENBERGER pour }\n(pJ) y 3= 2,3, eee

L'application formelle de ces formules, quand la transitivité T est trop petite,
ne donne plus une fonction ( mais un produit de Y, fonction { que nous conti-

nuerons 2 noter gn(s) . Dans ce cas,
Tz(s) a un pdle de multiplicité 1 + Y,
Uz(s) a un pbdle de multiplicité Y5 o etc.
Le comportement de Tk et Uk dans O < Re(s) < 1/2 demande la prise en

considération des ?\l(pz) pour 1/3 < Re(s) £ 1/2 etc. En fait, définissaht
{c(n, p)} par

(IV.2.1) MG - ;) 2 eln, p)p"

nous avons & calculer les coefficients h(k y N, p) tels que
(1v.2.3) L 3 Loy(a, DT 07 2 T (1 - p70)R(emD)

pour étudier le comportement de Tk(s) . Pour Uk(s) y le raisonnement est analo-

gue. Ceci ne semble pouvoir &tre fait actuellement que pour chaque groupe de Galois,
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sans formulation générale inutile. lientionnons cependant les résultabs suivants,

faciles a obtenir,
19 Si v est premier et si ]Gall = v(v = 1) (1le groupe métacyclique de degré
v ), alors T2(s) a, en s = 1/2 , un zéro de multiplicité (V2 - 1)/4 .
2° Si Gal A«Sv y V23, T2(s) a, en 8 = 1/2, un zéro de multiplicité 2 .
Ceci suggdre que la fonction T2(s) est holomorphe sur Re(s) =1/2 .
Pour PGLZ(p) sur p + 1 éléments, on trouve que 1/2 est un zéro de multiplici-
té (p+1)/4 si p=7T, 11 .
Pour en finir avec ce sujet, mentionnons seulement que si v est premier, et si

lgal] = v(v - 1)/x, Tz(s) a un pble de multiplicité 1+ K en s =1 .

3.Corps cubiques.

Nous allons examiner de plus prés le cas Gal ~S3 . Rappelons trois formules

élémentaires.

(1v.3.1) S+ 122 = (1 =59/ - 5N,

(1v.3.2) Z(n + 3 2= (1+4x + 22/ -x)*,

(1Iv.3.3) 2o + )2 + 2)2 /4 = (1 + 4x + x°)/(1 - £)° .
Définissant les nombres h(n) par

(1v.3.4) (1 + 4x + x2) =TI(1 - xn)‘h(n) .

on a

(1v.3.5) n(n) = - Tr de,=n w(d@) (= 2 +.3)°¢

(IV.3.6) signe h(n) = (- 1)%7¢
En fait,

(1v.3.7) n(1) =4, n(2) = -9, n(3) = 16 , n(4) = - 45, u(5) = 144 , ...

Dans un corps cubigue de discriminant Df2 , nous distribuons les premiers ration-—
nels dans les ensembles A, B, C, D, E selon qu'ils appartiennent & la classe
1,2,3,4, 5, dfinie en (I.3).

Marquant d'un astérisque les fonctions de E , amputées des facteurs locaux (rami~

fiés) rattachds aux classes 4 et 5 , nous avons

t*(s) = a(s) B(s) ¢(s) , 1¥(s) = a(s) B(s) c(28)/C(s) , «uv

les fonctions A(s) , ... , étant définies en (I.2.1), d'ou les relations

(1v.3.8) ._(55} _fﬁil.:==#(3(s) (g*(s))l/z (Q*(Zs))1/4...

L*(s) L*(s) L*(2s)
B(s)  C'(s)L¥(s) . H(s)1%(s)y1/3 (£¥(38)L*(38)y1/9
(1v.3.9) 5052 = 0 s B(s) = (E__-:z;;——) ( o ).,

(1Iv.3.10) A6(s) = *(s) 1*(s) 5%°(s)/B%(3s) ¢2(2s) .
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Aprés quelques manipulations un peu compliquées, on arrive au résultat suivant.

1%(s) a(6s) _¥(s) g(s) L(s) 3°(s) 1(2s) g(6s) .

(1v.3.11)

22(2s) 4°(3s) ¢®(2s) a(2s) ¢(3s) L(3s)
D'ol, pour les fonctions T} et Ug , notant W(s) = HA(l +4p"° + p°°) , nous
avons ¢
(17.3.12) 13(s) = 4%(s) W(s) Gs) ¢*(2s)/1#(2s) ,
(1v.3.13) U%(s) = 4%(s) w(s) #*(s) ,

N 3 *
(1v.3.14) mi(s) = & (s) §‘<2S) Us(s) |
L*(2s)
Rétablissant les facteurs locaux supprimés, et explicitant V(s) , on a
(17.3.15) Uy(s) = 4%(s) W(s) 2(s) ,
¢(s) clzs) v,(s) 2%(s) .

(1v.3.16) T,(s) = 2 My(1 - (/p)p™%) ™"

D2(25) E(2s) L(2s)

Si on observe que

(1v.3.17) S+ 1) x"=p (x) (1-x)F1,

k—l(

ou Pk_l(x) est un polyndme de degré k - 1 , on a en général,

(s) = 4%(s) T, 2, (»™) a(s) ,

et une formule un peu plus compliquée pour U

(Iv.3.18) Uner 1

o ! mais nous manquons d'informations
sur les polynbmes {P} . On a '

4

P3(x) = (1 +x)(1 + 10x + x2) , P(x) =1+ 26x + 66x° + 26x3 + X

4
(voir néanmoins LAWDEN [6]).

Dans le cas des corps cubiques cycliques, les formules restent valables en conve-
nant que D=1, L(s) =¢(s), &(s) = 1*(s) T'(s) .

I1 est tres curieux de constater que Aek(s) M P2k(p—s) est une fonction méro-

morphe si Re(s) >0 .

Ve Applications. Questions ouvertes.

1. Estimations asymptotiques .,

Ces résultats donnent des résultats pour 1'estimation de certaines sommes partiel-
les de coefficients., Considérons ainsi Y(s) , défini en (I.2.2), et supposons que
¥(s) , si Re(s) >8, 6 <1, n'ait d'autre singularité qu'un pdle simple en

Y(o + it)| ,

8 = 1 . Sous certaines réserves relatives au comportement de

t —> © , on aura, en utilisant (III.1.5),

(Vo1.1) . §§=1 $(n) = ON + o(W) ,
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(vo1.2) Zi—l 4(n) ¢, (n) = wp__ (log ) + o(W) ,
ou P_1 est un polynbme, le terme o(11) étant susceptible d'&tre amélioré.

De la méme fagon, dans le cas d'un groupe Galois doublement transitif, on a :

(v.1.3) z? Zz(n) = Npl(log N) + O(Nl—s)

(V.1.4) B £2(n) = o v+ 0(wY)

K
2 -
fié% Cp N+ o(nt~%)
21

; €>0,

(Vel.5)

Théoriquement, on peut utiliser, en se sérvant des methodes exposées par

TITCHHARSH [9], ces formules pour essayer d'obtenir une estimation de

’T .
Elé(l/z +it)]% at et JO|Q(1/2 +it)]2 at .

Des résultats intéressants ont été obtenus par L. WEINSTEIN [ 10] dans ce sens.
Cependant 1'état actuel de 1'analyse ne permet pas d'obtenir des O-estimations
sans hypothése complémentaire, formes plus ou moins atténuées de 1'hypothese de
Riemann généralisée. Néanmoins on obtient ainsi des Q-estimations toujours inté-

ressantes.

2. Questions ouvertes.

1° Les fonctions Tk(s) ’ Uk(s) sont-elles toujours méromorphes dans leur domai-
ne d'existence ? Ceci semble résulter de résultats inédits de Kurokawa [5]. Dans
le cas des corps cubiques, ceci entraine des congruences curieuses pour les nombres
h(n) de (IV.3.7).

2° Dans le cas des corps cubiques, on a toujours T2(1/2n) =0 . De méme, la
fonction représentde par Z(dk(n))2 n™> , qui est méromorphe, admet les points
1/2n comme zéros (ce sont les seuls zéros réels). Dans quelle mesure cette particu-
larité est-elle partagée par toutes les fonctions Tk(s) , Uk(s) pour tous les
groupes de Galois ? Quelle information arithmétique domne 1la multiplicité de ces

zéros, en particulier en 1/2 2

30 81 {o(n)} est la suite des coefficients d'une quelconque fonction L d'Ar-
tin est-il exact que 2(@(n))2 n™> n'ait d'ausre singularité qu'un pbdle simple en
s =1 si Re(s) 31/2 79

4° Soient K, et K, 2 corps algdébriques, Zj(n) , j=1, 2, les coeffi=

cients de leur fonction ( .
Dans d . nombreux cas, Z'Zl(n) Z2(n) n-S aun pdle simple en s =1, et pas d'au-
tre singularité si Re(s) > 1/2 . Déterminer une condition nécessaire et suffisan-

te pour que cela soit vrai.
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