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17-01

STRUCTURE GALOISIENNE DES ANNEAUX D’ENTIERS

par Philippe CASSOU-NOGUÈS

Séminaire 
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n° 17, 11 p. 19 décembre 1977

Résumé. - Dans cet exposé, on donne une méthode nouvelle pour étudier l’ordre de
l’ élément défini dans 1e groupe des classes projectives par l’anneau
d’entiers d’une extension galoisienne finie et modérément ramifiée d’un corps de
nombres, de groupe de Galois F sur ce corps.

1. Introduction.

Pour tout ordre A de Z dans l’algèbre Q[0393] d’un groupe fini F , y on désigne
par Cl(A) le groupe des classes projectives de A.

Soient N une extension finie, galoisienne d’un corps de nombres K, F le

groupe de Galois de N sur K , et ON l’anneau des entiers de N . Lorsque N

est une extension modérément ramifiée de K, ce qu’on suppose désormais réalisé,

0 est un Z[0393]-module projectif. Lorsque r est abélien, on sait, grâce à un ré-

sultat ancien de HILBERT et SPSEISER [11], récemment généralisé par TAYLOR [15],
que ON est un Z[0393]-module libre. Par contre, on peut construire des exten-

sions N de K telles que ON ne soit pas un Z[0393]-module stablement libre. Ceci
montre que l’élément défini par G , dans n’est pas toujours l’élément

neutre, et pose le problème de l’ordre de cet élément, qu’on note dans le

groupe Certains résultats obtenus, lorsque F est quaternionien ([7],
[8]), ont conduit FRÖHLICH à conjecturer que l’ ordre de est égal à 1 ou 2,
et qu’ il est égal à 1 , y lorque les constantes de l’ équation fonctionnelle des sé-

ries L d’Artin, associées aux caractères symplectiques de F , sont égales à 1.

On sait que appartient au noyau noté de l’homomorphisme induit par
l’extension des scalaires de sur où est un ordre maximal de

contenant Z~r~ ; ce résultat avait été conjecturé lorque K == Q par J.

MARTINET. La conjecture de Fröhlich a été jusqu’à présent démontrée pour certaines
extensions non abéliennes pour lesquelles le groupe est connu (~~ ~, ~ 6~~ .

Cet exposé est un résumé d’une méthode nouvelle qui permet d’obtenir une majora-
tion non triviale, générale, de l’ordre de U~. K ~ et de démontrer la conjecture
de Frohlich dans de nouveaux cas particuliers, notamment pour de nombreuses exten-
sions dont le groupe de Galois est métacyclique et pour les extensions dicdrales de

degré 2m et quaternioniennes de degré 4m , où r~ est un nombre entier impair.
Les démonstrations de ces résultats sont donnés dans ~ 1 ~~, ~ 2 ~ et [ 3].

Pour tout nombre premier A ? 9 FRÖHLICH définit un quotient El(0393) du groupe
, une projection hl(0393) de sur ce groupe, et il démontre que

l’image de ou 2 , et d’ordre 1 lors que les

constantes symplectiques sont égales à 1 ([5j, théorème 15). On peut définir un
quotient de et une projection h(r) de sur E(r) qui
fasse intervenir simultanément tous les nombres premiers. Nous obtenons un analogue



global du théorème précédent y qui implique le résultat de Fröhlich, pour tout nombre

premier l . De façon plus précise, on décompose en produit de 2 éléments

est ou 2 dé-

fini à partir des constantes d’équation fonctionnelle des séries L y égal à 1

lorsque les constantes symplectiques sont égales à. 1 ~ et nous démontrons que

est égal à Isolément neutre (théorème 5.i). Nous utilisons les descrip-
tions du groupe et de l’élément UN|K données par FROHLICH [5L et la
démonstration du théorème 5.1 nécessite la construction de nouveaux homomorphismes

du groupe des caractères virtuels de F dans le groupe des racines de l’unité, sa-

tisfaisant des propriétés de congruence avec les sommes de Gauss galoisiennes. Les

propriétés de ces homomorphismes et leur lien avec les constantes globales ou loca-

les de Langlands et Deligne sont étudiées dans [.l]. Le théorème 5.-L montre l’inté-

rêt arithmétique du noyau de h(r) ~ qu’on note Pour tout groupe fini F y
nous donnons une description du sous-groupe de et nous obte-

nons une majoration de l’exposant de et du noyau de l’homomorphisme natu-

rel qu’on peut définir de sur y où G est un quotient de F ~
qui généralise les résultats de [2J. On en déduit une majoration de l’ordre de

lorsque r est le groupe de Galois de N et la démonstration de la

conjecture dans certains cas particuliers.

Lorsque F est un les groupes et sont égaux, et

la méthode précédente ne permet pas de démontrer la conjecture de Fröhlich. Dans ce

ri. TAYLOR [16] a définie pour tout entier n, des groupes A (r) et des homo-

morphismes de sur A (r) tels que a soit égal à
l’ élément neutre. Il en déduit la conjecture de Fröhlich, pour tout groupe d’ordre

~ . ’

2. Notations ([4] et [5j).

On note A~ le groupe multiplicatif des éléments inversibles d’un anneau A ~ Si

G est un groupe fini, et x un élément de G , on note JGJ (resp. )xj ) l’or-

dre de G (resp. x ). Si l est un nombre premier, et n un nombre entier de la

forme ~ où A ne divise pas ~’ y on note n l’entier On désigne

par Q la clôture algébrique du corps Q des rationnels dans le corps C des nom-

bres complexes. Si L est un corps de nombres y c’est-à-dire une extension finie de

Q contenue dans .£, on note ’£ le groupe de Galois de Q sur L , 0.. son an-

neau d’entiers, Ad(L) son anneau d’adèles, J(L) son groupe d’idèles, et U(L)
son groupe d’idoles unités, Pour toute place P de L y on note ’ L le complété
de L pour la valuation P-adique. Si P est fini. on note la valuation de

Lp normalisée par vLP (Np) = 1 , pour toute uniformisante MP de 0-. l’an-

de valuation de L et U 1 (L) le sous-groupe des éléments x de tels

que vL (x - 1) > 0 . Soit E une extension finie de L ~ k une extension de Q



contenue dans L y et P une place de k. On note E (resp. 0~ ) le produit

tensoriel k &#x26; E (resp. 0 
P 
~ 

lr 
0~ ) qu’on identifie au produit direct E~

(resp. 0~ )? où Q parcourt les places de E qui relèvent P ; on désigne

par Up(E) (resp. U1P (E) ) le produit direct 0*EP (resp. 03A0P|P U1P(E) ). Il

est clair que Up(E) et Up(E) se plongent canoniquement dans U(E) .

Soient K un corps de nombres , r un groupe fini~ Rp le groupe additif des

caractères virtuels de F y et F une extension finie de K qui contient les exten-

sions N de K qu’on considère dans la suite de cet exposé et sur laquelle les re-

présentations de F sont réalisables. Le groupe ~. opère sur R~ et J(F) et,

pour tout sous 03A9K-module G de J(F) , on note y G) le groupe des homo-

morphismes de 03A9K-modules de R dans G . Notons H (A) (resp. GL (A) ) l’ algè-

bre des matrices (resp. le groupe linéaire) n x n à coefficients dans A . Soit

T une représentation de F dans GL (?) y et B une K-algèbre commutative ; T

induit un homomorphisme d’algèbre de dans 15 (B gL F) . Pour tout c~ de

y le déterminant de T(of) est un élément de (B fi F)~ qui ne dépend que du

caractère 6 de T , qu’on note On définit par linéarité 

pour tout 9 de R,-.. Si B est égal à Ad(K) y on note J(K!Ir1) le groupe

pour tout a de J(K[r]) , l’application (6 2014~ définit un élé-

ment de (R0393 , l(F)) qu’on note 

Soit A un ordre de K[r1 contenant 0 [r] . On note U(A) le produit direct

parcourt des places de K ~ et où Ap désigne 0 A

(resp. lorsque P est une place finie (resp. infinie). Il est clair que

U(A) est un sous-groupe de J(K[r~) , et on note Det U(A) l’image de par

l’applica.tion déterminant dans (R0393 , J(F)) . FRÖHLICH [5l a démontré que

Cl(A) est isomorphe au groupe quotient 1

Lorsque A est un ordre maximale le groupe Det est égal au groupe
Hom+03A9K (R0393 , U(F)) des éléments f de (R0393 , U(F)) tels que soit posi-

tif, pour toute place infinie P de F et tout caractère symplectique e de r .

On en déduit que le noyau de l’homomorphisme induit par l’ extension des

scalaires de sur 9 où M est un ordre maximal, est isomorphe au

groupe suivant :

Soit k une extension de Q contenue dans K , et (o) un système de représen-
tants des classes à droite de 03A9

K 
module Q... A tout f de K (R0393 , l(F)) ?

on associe un élément noté de Hom03A9K (R0393 , y J(F)) , défini par
- .K



Soit N une extension galoisienne, finie et modérément ramifée 
de K , de grou-

pe de Galois r sur K . On peut trouver un élément a de qui engendre une

base normale de N sur K et une base normale dentiers localement, 

une base de ONP en tant que libre, pour toute place finie P de

K au-dessus d’un diviseur premier de (f) et toute place infinie. On associe à a

l’élément de et on définit l’élément résolvant (a)0)

par 

.

On note w(e) (resp. ï(e) ) la constante de l’équation fonctionnelle de la sé-

rie L d’Artin (resp. la somme de Gauss galoisienne) associée au caractère e de F.

Pour tout caractère e symplectique (resp. non symplectique) et irréductible, on

pose W’(e) = W(e) (resp. 1 ), et on définit W’(e) par linéarité, pour tout 6

de R . FRÖHLICH [5] a démontré que 
l’élément défini par ON dans

est représenté par l’élément de défini par

pour tout e de Rp et, pour tout ~ de l’ensemble S des diviseurs premiers

de Jr) .On a noté Ug(F) le produit 

On remarque qu’on obtient un élément de (Rp , Ug(F)) , noté en po-

sant : 
""

Pour tout nombre premier l de S , on note Ker le noyau de la réduction

. modulo l de Rp , c’est-à-dire le sous-groupe de Rp des caractères virtuels e

de F tels que e(y) = 0 , pour tout élément 03B3 , l-régulier de F . Si E dési-

gne le produit des relèvements premiers de l dans Oy et Vl le groupe (Op/E)’ ,
on défini t un homorphisme naturel r 

l,0393 
de Hom03A9Q (Rp , U(F)) dans

pour tout f de (Rç , U(P)) , où TTg (=esp. ig ) désigne la surjection

(resp. injection) canonique de ’U(F) sur vg (resp. Ker dg r dans Rç ) . On
sait que, pour tout nombre premier L , le groupe rl,0393(Det U)(àrl) ) est réduit

à l’élément neutre. On en déduit un homomorphisme h i (F) de sur le grou-

pe quotient El(0393) , défini par l’égalité
, _ ,



et un homorphisme h(D de sur le groupe quotient E(r) , défini par

l’égalité

On note rr l’homomorphisme (03A0l~S

3. Le groupe H(z[r]) .
Nous avons défini le groupe comme le noyau de l’homomorphisme h(r) de

sur E(r) . Compte tenu des descriptions que nous avons données de ces

groupes dans le § 2 , on peut identifier et le groupe quotient :

Pour tout nombre premier l , on désigne par Gl (Z[0393]) le groupe quotient sui-

vant :

On a un homomorphisme naturel de dans H(Z[0393]) , et nous dési-

gnons Par iI,(érl) l’image de Gl(Z[0393]) .
, ,

THEOREME 3,i.

(i) on a 1’ égalité de groupes

où désigne le produit sur les diviseurs premiers A de )r) .

(ii)Sj, r) est égal à est un nombre premier, et A’ un entier

non divisible par l , alors l’exposant de divise 

On a le corollaire immédiat suivant.

COROLLAIRE 3.1. - Si r groupe fini dont l’ordre est égal à ln11 ... lnqq ,
des nombres premiers distincts, alors l’exposant du groupe

H(z[r]) divise ... 

Ce corollaire généralise les théorèmes 3.1 et 3.2 de [2].

Nous donnons un résumé de la démonstration du théorème. Il est clair que les grou-

pes engendrent le groupe En outre, si l ne divise pas jr) ,
les groupes Det et sont égaux, ce qui implique que

le groupe est réduit à l’élément neutre. Ceci démontre (i). La démonstra-

tion de (ii) nécessite la démonstration de 2 lemmes que nous énonçons.

LEMME 3.1 ([2l). - On a Inégalité de groupes suivante :



On déduit de ce lemme l’isomorphisme de groupe suivant :

où Det désigne le groupe

Désignons par {03B8i} , 1  i ‘ m , une f amille de représentants des orbites des

caractères irréductibles de r sur lesquels opère le groupe do Galois sux £t
d’une clôture algébrique A tout entier i , 1 i  m , on associe un

facteur simple A, C’est une algèbre de matrices Mn (Di) sur un
i .~;~ ni i

corps gauche D. , de centre K. , et on désigne par Li une extension non rami-
1 1 ].

fiée de w. , sous-corps commutatif maximal de D.. Soit 039B un ordre maximal de

. , 1 , , 
~1

r contena,nt L r qui se décompose en un produit direct i
est un ordre maximal de A1 contenant pL, .

.. 1 
1 

. ~ ..

Pour tout élément f de Hom03A9Q (R0393 , U1l(F)) , on montre facilement qu’il existe

un élément a - (a. de 03A0mi=1 
1 

tel qu’on ait : .

f i 1=1 i

où désigne la usuelle de corps de Li sur 

Soit J le conducteur Centrai de A dans le plus grand

idéal c~. cent re qu’on ait,

Cet idéal se décompose en un produit direct Î~ ~ ~. , où ~, est de
1=1 1 1

K. , défini par l’égalité [10],
i

où 03B8i(1) désigne le degré du caractère 8. et d(Ki) la différente de K..

Désignons par 
. 

la valuation Pi-adique de L, 1 p où P, i est l’unique idéal
1

maximal de L.. On a le lemme suivant.
1 .

LEMME .2 2 . -. Pour tout nombre entier m et tout élément x de 3 . ~~ - i
on a l’inégalité :

Démontrons maintenant le théorème 3.1 (ii). Pour ce la, nous démontrons que l’expo-
sant de G divise Soit x un élément de G ( r~) 9 il possède
( lemme 3.1)~ un représentant f dans Hom03A9Q (R0393 , U1l(F)) auquel on associe un élé-

ment ar. de Le lemme 3.2 implique que a" appartient à 

On en déduit l’existence d’un élément bf de Zl[0393]* , tel qu’on ait



Ceci démontre que f appartient au groupe Det et que x = 1 ~
ce qui achève la démonstration.

Soit G un quotient du groupe r . On a des homomorphismes naturels de 

dans D(~G~) , et E(r) dans E(G). On en déduit des homomorphismes de 

dans et, pour tout nombre premier ~ , de H~r]) dans On

désigne par parcourt les caractères

irréductibles de F qui ne relèvent pas un caractère de G. Le théorème 3.1 admet

la généralisation suivante. 
’

THÉORÈME 3.2. - Soient F un groupe fini, et G un quotient de r tel que tout

caractère irréductible de G se relevé en un caractère irréductible de F alors,

si |0393G| est égal l’ , où l est un nombre premier et A’ un entier non

divisible par A , 1~ exposant du noyau de l’homomorphisme naturel de 

dans divise j~" .

COROLLAIRE 3.2. - Sous les hypothèses du théorème 3.2, si

où li , 1  i  q , sont des nombres premiers distincts, alors l’exposant du

noyau de l’homomorphisme naturel de dans divise lm1-11 ... lm1-1q .
La démonstration du théorème 3.2 est donnée dans [3~

Remarque. - Si G désigne le groupe r rendu abélien, les hypothèses du théorè-

me 3.2 sont toujours réalisées.

4. Fonctions y- et y.

Dans ce paragraphe, P désigne un idéal maximal du corps K . Les extensions L

de K sont galoisiennes et de degré fini sur K . On note le groupe

et, pour tout nombre premier y Ker dl,L|K le sous-groupe

où G-(LJK) désigne le groupe de Galois de L sur K . On désigne par R (K)
(resp. Rm,P (K) ) l’ensemble des couples (8 , LIK) , où L est une extension mo-

dérément ramifiée (resp. modérément ramifiée en P ) de K et 9 un caractère de

G(L) K) . On note ~, le groupe des racines de l’unité.

THÉORÈME 4.1 il]. - Pour tout idéal premier P de K , il existe une application

Yp de R P(K) dans  qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) Pour toute extension modérément ramifiée en P , L de K l’application
e 2014~ p LI K) appartient à p.) -



(ii) Pour tout nombre premier l et tout élément (U , L)îi) de R 0
- m, -

appartient ..,Ô- Ker dl,L| K , 
On a ia congruence

où 03C4P désigne la somme de Gauss galoisienne locale en P.

Remarque. - Les sommes de Gauss galoisiennes locales sont définies et étudiées

dans 

FRÖHLICH a défini pour tout nombre premier l , des fonctions yP,l satis-

faisant les congruences de (ii). Pour démontrer le théorème 4.1, nous avons
construite à partir des fonctions et de certains endomorphismes idempotents
de liés aux opérateurs d’Adams, des fonctions yP qui conviennent, pour
tout nombre premier .&#x26; .

Si L e st une extension modérément ramifiée de K, la fonction

est triviale, pour presque tout idéal P de K. On définit alors une application
y de R (K) dans par

où P parcourt les idéaux maximaux de K. 
’

On a le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.1. - Il existe une application y de Rl;.l (K) dans  qui vérifie

les p-ropriétés 

(i) Pour toute extension modérément ramifiée L de K ~ l’application

appartient â Hom+03A9 (RL|K , )’ 

’ 

~Q L G ~:~

Pour tout ~~ombre~ r ~ et tout élément (~ , de R (k~ , où 8

-à -- d 
g L R , on a la congruence

où T désigne la somme de Gauss galoisienne.

5. Application à la structure des anneaux d ’ ent iers .

5.1. - Si N est une extension galoisienne, finie et modérément rami-

fiée d’un corps de nombres K y de groupe de Galois r sur K , alors dans le grou-

pe D(Z[0393]) on a l’égalité UN|K = où est un élément d’or-

dre 1 ~ 2 , égal à 1 si les constantes associées aux caractères symplectiques

.El ~ sont égales à 1 ~ et ou appartient à 



Démontrons ce théorème, c’est-à-dire que VN|K appartient à H(Z[0393]) . Nous
avons § 2 , que V T admet pour représentant dans Hom+03A9Q (R0393 , q U(F)) l’ élé-

ment fN|K , 9 défini par

pour tout caractère 9 de F et toute place P de K au-dessus (resp. qui n’est
pas au-dessus) d’un diviseur premier 2 de jr) . Désignons par un élément

de y 0*F) satisfaisant les propriétés (i) et (ii) du corollaire 4.1. Il

est clair que l’élément fNIK YNIK de U(F)) est un représentant de

qui appartient au noyau de r? . Ceci démontre le théorème.

Remarque. - Le théorème 5.1 et le corollaire 3.1 impliquent que l’ordre de V jy
divise strictement le degré [N : K] . En outre, 0 est un libre,

lorsque )r) est sans facteur carré.

Le théorème 3.2 permet d’améliorer la majoration de que donne le théorè-

me 3.1.

Soient A un sous-groupe distingué de F ~ G le groupe quotient L le

corps des invariants de N par A y et (p~ l’homomorphisme naturel de 

dans On note H~(r) (resp. Hr)(r) ) 1~ exposant du noyau de 

(p / . y 
où désigne le groupe r rendu abélien).

COROLLAIRE 5.1.

(ii) ! divis e (H0(0393) , A(0393)) , où désigne l’ exposant d’Artin de

r . On note (m , n) le pgcd des entiers m et n .

On sait que la conjecture de Fröhlich est démontrée pour toute extension abélien-

ne de corps de nombres [15]. On peut en déduire que ( divise A(r) . En ou-
tre, (i) implique que | divise H0(0393) , y donc il suffit de démontrer (i)
pour démontrer (ii). On peut démontrer le lemme suivant qui implique (i).

L~~~~°IE ~ .1 j 3~..- On a l’égalité

Remarque. - En utilisant les’ résultats de LAM [12], on peut montrer que, lorsque
les l-sous-groupes de Sylow de r ne sont pas cycliques, divise A(0393)l .
Par contre, si 1 possède un £-sous-groupe de Sylow cyclique et distingué, 
est égal à 1.

Soit r un groupe ~~-élémentaire, y produit semi-direct d’un sous-groupe cy-

clique et distingué C d’ or dre m par un l-groupe U . Pour tout diviseur pre-

mier p de m , on note C le p-sous-groupe de Sylow de C . On dira que r vé-

rifie la condition (*) , si, pour tout diviseur premier p de m, y le noyau de



l’homomorphisme s de U dans àut ( C ) , d éfini parP P

est d’ordre 1 ou A . Si r est le groupe de Galois de N sur K ~ on note L

le corps des invariants de C .

~ ~

THEOREME 5.2. - L’élément VN|K est égal à l’élément neutre dans les cas parti-
culiers suivants :

(i) ~N : K] est sans facteur carre.

(ii) Le groupe de Galois de N sur K est 0393Q-élémentaire, vérifie la condition
(~ ~l i .

(iii) Le groupe de Galois de N sur K est diédral d’ordre 2m ou quaternio-
nien d’ordre 4m , où m est un nombre entier impair.

Nous avons déj à démontre en outre (iii) est un cas particulier de (ii) ; il
suffit donc do démontrer (ii). On sait, par le corollaire 5.1 (i), que |VN|K| di-

vise H0393/C(0393) , et le théorème 3*2 implique que l ne divise pas cet entier. Or

’N!s’ divise A(r) qui, dans ce cas, est égal à une puissance de .&#x26; ; on en dé-

duit que VN|K = 1 .
Remarques.

1° Lorsque F est un groupe (r l)-élémentaire métacyclique ou plus générale-
ment métabélien, la condition V ).- = 1 de (ii) est toujours réalisée. En particu-
lier, la conjecture est démontrée pour toute extension N de K dont le groupe de

Galois est (r l)-élémentaire d’ordre mA ou ml2, avec (l , m) = 1 .

2° Si N est une extension quaternionienne ou diédrale de K , on a = 1 ;
en effet, la constante d’Artin A(r) est égal à 2 .

3° L’étude de la structure de comme module sur l’anneau des 

tères virtuels de r y permet de ramener la démonstration de la conjecture au cas

particulier où r est 0393Q-élémentaire, et d’améliorer le théorème 5.2 [3].
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