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19e année, 1977/78, n° 17, 11 p. 19 décembre 1977

STRUCTURE GALOISIENNE DES ANNEAUX D'ENTIERS

par Philippe CA330U-NOGUES

Résumé. - Dans cet expcsé, on donne une méthode nouvelle pour étudier 1l'ordre de
1'élment défini dans le groupe des classes projectives Cl ZIF]) par l'anneau
d'entiers d'unc extension galoisienne finie et modérément ramifide d'un corps de
nombres, de groupe de Galois [ sur ce corps.

1. Introduction.
Pour tout ordre A de Z dans 1'algebre Q[F] A'un groupe fini I , on désigne

par C1(A) 1e groupe des classes projectives de A .

Soient N wune extension finie, galoisienne d'un corps de nombres XK , T' 1le
groupe de Galois de N sur K , et ON 1'anneau des entiers de N . Lorsque N
est une extension modérément ramifide de K , ce qu'on suppose désormais réalisé,
ON est un Z[I'J-module projectif. Lorsque I est abélien, on sait, gréce & un ré-
sultat ancien de HILBERT et SPSEISER [11], récemment généralisé par M. TAYLOR [15],
que Op est un Z T'J~-module libre. Par contre, on peut construire [13] des exten—
sions N de KX telles que ON ne soit pas un Z[F]-module stablement libre. Ceci
montre que 1l'élément défini par ON dans Cl(Z[F]) n'est pas toujours 1'élément
neutre, et pose le probléme de 1'ordre de cet élément, qu'on note UNIK , dans le
groupe C1(Z[T']) . Certains résultats obtenus, lorsque I est quaternionien ([7],
[8]), ont conduit FROZLICH & conjecturer que 1'ordre de UN'K est égal & 1 ou 2,
et qu'il est 2gal & 1 , lorque les constantes de 1'équation fonctionnelle des sé-
ries L d'irtin, associées aux caractéres symplectiques de I' , sont égales a 1 .
On sait que UN]K appartient au noyau noté D(Z[I']) de 1'homomorphisme induit par
l'extension des scalaires de C1(Z[T]) sur CL(W , o M est un ordre maximal de
Q[F] contenant E[F] ; ce résultat avait été conjecturé lorque K = Q par J.
MARTINET. La conjecture de Fronlich a 4té jusqu'ad présent démontrée pour certaines

extensions non abéliennes pour lesquelles le groupe D(ZT')) est connu ([9], [6]).

Cet cxposé est un résumé d'uneméthode nouvelle qui permet d'obtenir une majora-
tion non triviale, générale, de 1l'ordre de UN]K , et de démontrer la conjecture
de Frohlich dans de nouveaux cas particuliers, notauuent pour de nombreuses evten-
sions dont le groupe de Galois est métacyclique et pour les extensions ditdrales de
degré 2m et quaternioniennes de degré 4m , o nm est un nombre entier impair.

Les démonstrations de ces résultats sont donnés dans [1], [2] et [3].

Pour tout nombre premier g , FRﬁﬁLICH définit un quotient Ez(F) du agroupe
D(Z[T]) , une projection hz(F) de D(Z[T]) sur ce groupe, et il ddmontre que
1'image de UN}K par hz(F) est d'ordre 1 ou 2 , et d'ordre 1 lorsque les
constentes symplectiques sont égales & 1 ([5], theordme 15). On peut définir un
quotient I(I) de D(Z[T]) et une projection h(I') de D(Z[r]) sur E(I) qui

fasse intervenir simultanément tous les nombres premiers. Nous obtenons un analogue
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global du théoréeme précédent, qui implique le résultat de Frhlich, pour tout nombre
premier 4 . De fagon plus précise, on décompose Uﬁ]K en produit de 2 éléments
t(wN}K) » Vg de p(z[r]) , ox t(leK) est un élément dlordre 1 ou 2 dé-
fini & partir des constantes d'équation fonctionnelle des séries L , égal a 1

lorsque les constantes symplectiques sont &zales & 1 , et nous démontrons que
’h(r)(VVlK) est égal 3 1'é1lément neutre (théordme 5.L1). Nous utilisons les descrip-

1
tions du groupe C1(Z[T']) et de 1'élément Uy|g données par FROHLICH [51, et 1la

démonstration du théortme 5.1 nécessite la construction de nouveaux homomorphismes

du groupe des caracteres virtuels de [' dans le groupe des racines de l'unité, sa-~
tisfaisant des propriétés de congruence avec les somies de Gauss galoisiennes. Les
propriétés de ces homomorphismes et leur lien avec les constantes globales ou loca-
les de Langlands et Deligne sont étudides dans [1]. Le théordme 5.. montre 1'inté-
rét arithnétique du noyau de h(I) , qu'on note H(Z[F]) « Pour tout groupe fini T,
nous donnons une description du sous-groupe H(Z[T7) de D(Z[I]) , et nous obte=
nons une majoration de 1'exposant de H(Z[T']) et du noyau de 1'homomorphisme natu-
rel qu'on peut définir de H(Z[T]) sur H(Z[G]) , ou G est un quotient de T,
qui géndralise les résultats de [2]. On en déduit une m joration de 1l'ordre de

vV lorsque I est le groupe de Galois de N sur K , et la démonstration de la

N|K
conjecture dans certains cas particuliers.

Lorsque [ est un g-groune, les groupes H(Z[T]) et D(ZT]) sont égaux, et
la méthode précédente ne permet pas de démontrer la conjecture de Frdhlich. Dans ce
cas, ii. TAYIOR [16] a défini, pour tout entier n , des groupes An(F) et des homo-
morphismes an(F) de D(Z[T]) sur An(F) tels que an(T)(UNIK)
1'é1ément neutre. Il en déduit la conjecture de Frohlich, pour tout groupe d'ordre

2.

soit égal &

2. Notations ([4] et [57).

3¢

On note A" 1le groupe multiplicatif des éldments inversiples d'un anneau A . Si
) 1'or-

dre de G (resp. X ). Si 4 est un nombre premier, et n un nombre entier de la

G est un groupe fini, et x un élément de G , on note |G| (resp. X

n N 3 £ > d =2 7 -
forme g 4' , o 4 ne divise pas 4' , on note n, 1l'entier zp . On désigne

par Q la cléture algébrique du corps Q des rationnels dans le corps C des nom-

bres complexes. 31 L cst un corps de nombres, c'est-2-dire une extension finie de

& contenue dans Q , on note Si le groupe de Galois de ,é sur L, O son an-

L
neau d'entiers, A4d(L) son anneau d'addles, J(L) son groupe d'ideles, et U(L)

son groupe d'idéles urités. Pour toute place P de L , on note LP le complété

de L pour la valuation P-adique. 31 P est fini, on note VI, la valuvation de

E
LP normalisée par vLP(MP) = 1 , pour toute uniformisante HP de LP R OLP 1'an-
L, 4 2
neau de valuation de LP et UP(L) le sous-groupe des éléments x de OfP tels
que vy (x = 1) >0 . Soit E une extension finie de L y Kk une extension de Q
P .
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contenue dans L , et P une place de k . On note EP (resp. OE ) le produit
™

on identifie au oroduit direct [l
kp o, OE ) qu'on identifie au »Hroduit direc @IP E@

(resp. ﬂélP OE ), ou @ parcourt les places de E qui reldévent P ; on désigne

- 1 o ‘ Liy
par UP(E) (resp. UP(E) ) le produit direct ﬂ@!P Og@ (resp. ﬂ@!P U@(u) ). I1

1
est clair que UP(E) et Ué(E) se plongent canoniquement dans u(m) .

tensoriel kP 8 E (resp. 0, ®

Soieat K un corps de nombres, I un groupe fini, Rr le groupe additif des
caracteéres virtuels de I, et F une exte'sion finie de K qui contient les exten-
sions N de K qu'on consideére dans la suite de cet exposé et sur laquelle les re-
présentations de I sont réalisables. Le groupe QK opere sur RF et J(F) et,

pour tout sous &%fmodule G de J(F) , on note Hom&\‘(RP ’ G) le groupe des homo-

morphismes de (y-modules de Rp dans G . Jotons En(A) (resp. GLn(A) ) 1'alge-
bre des matrices (recp. le groupe lindaire) n x n & coefficients dans A . Soit

T une représentation de I dans GLn(F) , et B une K-algébre com.utative 3 T
induit un homomorphisme d'algébre de B[] dans Mn(B gk F) . Pour tout o de
B[I']* , le déterminant de T(o) est un élément de (B 3 F)* qui ne dépend que du
caractére 6 de T , qu'on note Dete(a) . On définit par lindarité Dete(oh ,
pour tout © de RF .51 B est ézal & 4d(X) , on note J(K[F]) le groupe

B[I]* pour tout o de J(K[I']) , 1'apolication (8 —> Detg(a)) définit un é1é-
ment de Fom (RF , J(F)) qu'on note Det(a) .

%

Soit A un ordre de X[I'] contenant OK[F] . On note U(A) 1le prodvit direct

TE A; , ou P parcourt l'ensemble des places de K , et ol AP designe O, &, A
KP OK

(resp. KP[F] ), lorsque P est unc place finie (resp. infinie). Il est clair que
U(A) est un sous-groupe de J(X[T]) , et on note Det U(A) 1'image de U(A) par
1l'apolication déterminant dans Hom (RT , J(F)) . PROHLICH [57 a démontré que

%

C1(A) est isomorphe au groupe quotient :

Hom J(7))/5Eom F*) Det U(A) .

o (%

Lorsque A est un ordre maximal, le groupe Det U(4A) est égal au groupe

Homa (R~ , U(F)) des éléments f de HomOT (Rp , U(F)) tels que £(8), soit posi-
J.{ * ":

QK(RF )

tif, pour toute place infinie P de F et tout caractére symplectique o de T .
On en déduit que le noyau D(Q[F]) de 1l'houmoworphisme induit par 1'extension des
scalaires de CL(ZT]) sur CL(H) , oi T est un ordre maximal, est isomorphe au

groupe suivant @

HomBQ(RF ) U(F))/HomgQ(R , 0p) Det U(ZT]) .

Soit k une extension de Q contenue dans K , et {o} un systéme de représen-

tants des classes & droite de €  modulo € . A fout f de Homy (RF , J() ,

Hom
2

on associe un é1ément noté ﬂKlk<f) de (Rr , J(F)) , daéfini par
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ﬂK\k(f)(e) = TL £(e° 1)“ , pour tout © de R .
Soit N une extension galoisienne, finie et modérément ramifée de X , de grou-
pe de Galois T sur X . On peut trouver un élément a de ON qui engendre une
base normale de N sur K et une base normale d'entiocrs localement, c'ent-a-dire

une hase de ON en tant que OKP[F]-module libre, pour toute place finie P de
P

K au-dessus d'un diviseur premier de lFI et toute place infinie. On associe a a
1'é1ément b = TREF oYyt ae O], et on définit 1'élénent nésolvant (al0)

par
(ale) = Dete(b) , pour tout 6 de Rp .

On note W(8) (resp. 7(6) ) la constante de 1'équation fonctionnelle de la sé-
rie L d'Artin (resp. la somme de Gauss galoisienne) associée au caractere 6 de I'.
Pour tout caractdre 6 symplectique (resp. non symplectique) et irréductible, on
pose W'(9) = W(e) (resp. 1), et on définit yt(g) par lindarité, pour tout 6
de RF . FROHLICH [5] a démontré que 1'élément UN!K défini par ON dans

Cl(g[?]) est représenté par 1'élément uN|K de HomQ (Rr 5 US(F)) défini par
Q

a(8), = (g Lol ®) 1@ o),

pour tout 6 de RF et, pour tout £ de l'ensemble S des divisecurs premiers
de |T| . On anoté U (F) le produit ﬂzes UZ(F) .

On remarque qu'on obtient un élément de Hom (R.. , Us(F)) , noté Wy, , en po-
Gy "T 7S N|X

sant : -
— ' o
W'N|K(o)2 =W (e)z , pour tout £ de S ot tout 6 de Rp .
) : 1414 Zpos s v 1214
On note t(wN]K) 1'é1lément de D(Z[I']) défini par WNIK , et VN‘K 1'é1ément

jh -1
UNlK't(JNlK) y

Pour tout nombre premier ¢ de S , on note Ker d le noyau de la réduction

2,T
modulo £ de RF , c'est-a-dire le sous-groupe de Rp des caractéres virtuels ©

r
de T tels que 8(Y) =0 , pour tout élément y , I-régulier de I'. Si £ dési-

gne le produit des reldvementspremiers de 7 dans O, et VE le groupe (QF/g)* ,
on définit un homorphisme naturel T de Hom. (R. , U(F)) dans
4, Cb r

Homgb(Ker d -

-~

4T VL) en posant :
r, ((£)(0) = (m, o £ 2 5))(6) ,
pour tout f de HomO(Rr , U(F)) , ou m, (resp. i, ) désigne la surjection

(resp. injection) canoﬁique de U(F) sur Vz (resp. Ker d r dans RF Y. On
?
sait que, pour tout nombre premier £ , le groupe rz I,(Det Ui(g[F])) est réduit
3
3 1'élément neutre. On en déduit un homomorphisme hz(r) de D(Z[T]) sur le grou-

pe quotient Eﬁ(F) , défini par 1'égalité

_ . + 3%
EZ(F) = (HomﬁQ(Ker dz,F’V2>/rz,F(HomOQ(RF , OF)) ,

1Y)

_~ -~
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ot un homorphisme h(I) de D(ZTI]) sur le groupe quotient E(T) , défini par
1'égalité

H0) = Maes Hochz(Ker RPN rz,r)(HmBg(Rr , Op)

-~

1 3 ~ ~
On note r 1'homomorphisme (ﬂges 1£,F) .
3. Le groupe H(Z[T]) .

Nous avons défini le groupe H(Z[T']) comme le noyau de 1'homomorphisue n(r) de
D(Zr]) sur E(I) . Comptc tenu des descriptions que nous avons données de ces
groupes dans le § 2 , on peut identifier H(g[?]) et le groupe quotient :

. + *
Ker rr/Det 11(_4[1“])(HomQQ(RF , Op) n Ker rp) .

-

Pour tout nombre premier £ , on désigne par Gz(Z[F]) le groupe quotient sui-

vant ¢

HomQQ(RI, , T,() n rzr(HomQQ(Ker a1 v,))/pet (U, (4T])

-~ -~

On a un homomorphisme neturel T, . de Gz(g[Fj) dans H(ZT]) , et nous dési-
gnons par HL(ZLF]) 1'image de Gzzg[F]) .

THEOREHE 3.1.

(1) On a 1'égalité de groupes

a(gr) =M algr) ,

ou T désigne le produit sur les diviseurs premiers ¢ de |F| .

(ii) si || est égal & zn ! ou 4 est un nombre premier, et 4' un entier
2= Ssb eea” o y OY 2 et A

non divisible par 4 , alors l'exposant de He(g[r}) divise &1 .

On a le corollaire immédiat suivant.

n n
COROLLATRE 3.1. - 5i I est un groupe fini dont 1'ordre est égal & zll oo zqq y

NS

ou Li , L<i<q, sont des nombres premiers distincts, alors 1'exposant du groupe
n -1 n -1
H(Z[T])) divise zll ;aqq .

Ce corollaire généralise les théordmes 3.1 et 3.2 de [2].

Nous donnons un résumé de la démonstration du théoreme. Il est clair qﬁe les grou-
pes H,((ZI']) cngendrent le groupe H(Z[T)) . En outre, si £ ne divise pas Ir| ,
les groupes Det Uﬂ(g[r]) et Hom, (RF , Uz(F)) sont égaux, ce qui implique que

<
le groupe GZ(éIF]) est réduit & 17é1ément neutre. Ceci démontre (i). Le démonstra-

tion de (ii) nécessite la démonstration de 2 lemmes que nous énongons.

LEGE 3.1 ([2])s - On a 1'égalité de groupes suivante :

, 1 g 1. .
HomQQ(RF , Uﬁ(F)) n rz,r(Homgb(Ker dz’r , VZ)) = Homgb(Rr , Uz(ﬁ)) Det(Uz(é[I])) .

~ ) -
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On déduit de ce lemme 1'isomorphisme de groupe suivant :

¢, (1)) :zHomQQ(RF , U,(7))/Det Ui(g[rj) ,

ou Det U;(Z[F]) désigne le groupe
Hom . (R. , Ul.(F)) noet U, (4T]) .
QQ I 7 £

Désignons par {ei} , 1<i<m, une famille de renrésentants des orbites des

~ ~
caractires irréductibles de T’ sur lesquels opére le groupe dc Galois sur 'Qﬁ
d'une cl8ture algébrique de Qz . A tout entier i, 1<£i<m, on associe un

facteur simple Ai de ‘QZ[F] . C'est une algébre de matricés Il (Di) sur un
i

corps gauche Di , de centre Ki , et on désigne par Li une extension non rami-

fiée de Ki , sous-corps commutatif maximal de Di « Soit A un ordre maximal de

Q,[T], contenant Q@[F] , qui se décompose en un produit direct 11221 B oy Oh A
est un ordre maximal de Ai contenant OL .
i
Pour tout élément £ de Homg (RF , U;(F)) , on montre facilement qu'il existe

Q
v s 3 1 Yom ait e
un élément a; = (ai) de T§=l U (Li) tel qu'on ait :

f(ei)-_—N 1<igm,

L.IK.(ai) ’

i'’i

ou NL IK désirne la nerme usuelle de corps de Li sur Ki .
i'7i

Soit % 1le conducteur central de A dans _gz[F] , clest-a-dire le plus grand
idéal au centre de _gz[r] , tel qu'on ait,
5 Ac g_z[r] .
Cet idéal se décompose en un produit direct T]?zl Si y OU ﬁi est 1'idéal de
K; défini par 1'égalité [10],
3, = zn/ei(l) . a(k)™,

ol ei(l) désigne le degré du caractdre 6, et d(Ki) la différente de K, .

Désignons par vy la valuation Pi—adique de Li , Ou Pi est 1l'unique idéal
i

maxinal de Li e On a le lemme suivant.

LEMME 3.2. ([2]). - Pour tout nombre entier m et tout élément x de Ul(Li) ,
on a 1'inégalité :
zm—l o -1
v, (x - 1) Z,VL (2 a(x.) 5.
. . i
i i
Démontrons maintenant le théordme 3.1 (ii). Pour cela, nous démontrons que 1'expo-

sant de Gz(Z[F]) divise £ . Soit x un élément de GE(EIF]) ; il posséde

(lemme 3.1) un représentant f dans HomQ (RF ’ U;(F)) auquel on associe un é1é-
1 Q n-1 ' )
ment a, de ]1§=l U (Li) . Le lemme 3.2 implique que af appartient & _gz[F]* .

On en déduit l'existence d'un élément b, de Z%[F]* , tel qu'on ait
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ﬁn-l , @n-l
= = < < .
£ (ei) Dete.\bf) NL.]K:(a ), 1<isgn
1 1 1
zn-l 1 » ﬂn-l
Ceci dénontre que f appartient au groupe Det Uz(g[r}) , et que x =1

ce qui achéve la démonstration.

Soit ¢ un quotient du groupe I . On a des homomorphismes naturels de p(Z[T])
dans D(Z[G]) , et E(I') dens E(G) . On en déduit des homomorphismes de u(z[T])
dans 1(ZG]) et, pour tout nombre premier L , de Hz(Z[F]) dans HQ(E[G]) . On
désigne par lFGI 1'entier |T'|/(pecd (Gj(l)) , Ou ej parcourt les caracteres
jrréductibles de I qui ne reldvent pas un caractere de G . Le théoréme 3.1 admet

la généralisation suivante.

THBOREME 3.2. - Soient I un groupe fini, et G un quotient de T tel que tout

9

caractire irréductible de G se reléve en un caractére irréductible de I' alors,

. ¢ s O N . .
si IFGI est égal & ¢ 4' , ou 4 est un nonbre premier et 4' un entier non

divisible par 4 , l'exposant du noyau de 1'homonorphisme naturel de Hﬂ(g[F])'
1

dans HQ(Z[G]) divise £ .
COROLLAIRE 3.2. — Sous les hypothéses du théoréme 3.2, si

ml mq
|I‘G| =4y e 2y

ou Zi , L<igq, sont des nombres premiers distincts, alors l'exposant du
m -1 m -1
noyau de 1'homomorphisme noturel de H(Z[T']) dans H(Z[G]) divise 211 ...qu .

La démonstration du théoreme 3.2 est donnée dans [3].

Remarque. — Si G designe le groupe [' rendu abélien, les hypothdses du théoré-

me 3.2 sont toujours réalisées.

4. Tonctions Yp et yv.

Dans ce paragraphe, P désigne un idéal maximal du corps K . Les extensions L

de K sont galoisiennes et de degré fini sur X . On note RL .+ le groupe

RG(L‘K) et, pour tout nombre premier % , Ker d le sous-groupe

2,LlK

Ker dz,G(L|K) ’

ou G(LIK) désigne le groupe de Galois de L sur K . On désigne par Rm(K)

(resp. Rm P(K) ) 1l'ensemble des couples (6 , LIK) , o4 L est une extension mo-
b4

dérément ramifide (resp. modérément ramifide en P ) de K et 9 wun caractere de

¢(L|K) . On note y 1le groupe des racines de l'unité.

THEOREHE 4.1 [1]. = Pour tout idéal premier P de K , il existe une application

yp de R P(K) dans . qui vérifie les propriétés suivantes :
s

(1) Pour toute extension modérément ramifiée en P , L de K 1'application

B —=> yP(e , L|K) appartient & Homzb(RLlK RTH I

-



(ii) Pour tout nombre premier { et tout élément (& , L|K) de R P(K) , ou O
’

appartient & Ker d , on a la congruence

4,LlK

yp(6 5 LK) =7 (6, 1[K) (mod £) ,

ou T

—— P

désigne la somme de Gauss g2loisienne locale en P .

Remarque. - Les sommes de Gauss galoisiennes locales sont définies et étudiées
dans [14].

FROZLICH a défini [5], pour tout nombre premier 4 , des fonctions -yP’z satis-
faisant les congruences de (ii). Pour démontrer le théorime 4.1, nous avons
construit, a partir des fonctions
de R

L
tout nombre premier ¢ .

) et de certains endomorphismes idempotents
’

.~ 1liés cux opérateurs d'Adams, des fonctions Jp qui conviennent, pour

AN

Si L est une extension modérément ramifide de K , la fonction

8 —> yp(6 , LK)

est triviale, pour presque tout idéal P de K . On définit alors une application

y de Rm(K) dans |, par

y(o , LK) = T}, (8 , 1]K) ,
ou P parcourt les idéaux maximaux de K .

On a le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.1. - Il existe uge application y de RH(K) dans |, qui vérifie

les propriétés suivantes :

(1) Pour toute extension modérément ramifide L de K, 1l'application

B —> Y<e 3 L!K)

appartient a Homa (RLiY , N) .
. Q -

~

(ii) Pour tout rombre premier 4 et tout élément (6 , L|K) de Rm(K) , ou B

appartient & Xer dﬂ,LlK , on a la congruence
Y(e ’ LlK) = T(e 5 LIK) (mOd E) ’

ou T désigne la somme de Gauss galoisienne.

5. Application 4 la structure des anneaux d'entiers.

THEOREF'E 5.1. = 81 N est une extension galoisienne, finie et modérément rami-

fiée d'un corps de nombres K , de groupe de Galois I' sur K , alors dans le grou—
pe D(ZT]) ona 1'égalité Uy
dre 1 ou 2, égal & 1 si les constantes associées aux caractéres symplectiques

appartient & H(ZT]) .

= t(leK) yjg ¢+ o4 t(wNIK) est un élément d'or-

de I' sont égaeles & 1, et on

VNIK
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VNIK appartient & H(ZT]) . Nous
admet pour représentant dans Homa (RF , U(F)) 1'é18-
Q

-

Démontrons ce théoréme, c'est-a-dire que

avons vu, § 2 , que VN

X

ment fNIK , défini par

(resp. 1 ),

(£ (0)p = Gy o(al®) ()™),  (zess

pour tout caractere 6 de I' et toute place P de X au-dessus (resp. qui n'est
pas av-dessus) d'un diviseur premier 4 de |F| . Désignons par YNIK un élément

de Homg (RT y O;) satisfaisant les propriétés (i) et (ii) du corollaire 4.1. Il
Q
est clair que 1'élément fN K de Hom; (RF , U(F)) est un représentant de
)
qui aprpartient au noyau de oo Ceci déuontre le théoreéme.

Remarque. — Le théoréme 5.1 et le corollaire 3.1 impliquent que 1l'ordre de VN!K

K In

VN]K

divise strictement le degré [N : K] . En outre, Oy estun 2Z[ I'J-nodule libre,

lorsque || est sans facteur carré.

Le théortme 3.2 permet d'améliorer la majoration de |V que donne le théore-

me 3.1l.

N

X

Soient A un sous-groupe distingué de I' , G 1lec groupe quotient r/a s, L 1le
corps des invariants de N par A, et g, 1'homomorphisme naturel de H(Z[T])
dens H(ZG]) . On note HG(F) (resp. Hb(r) ) 1'éxposant du noyau de o (respe
@r(ab) , ou T ab désigne le groupe I rendu abélien).

COROLLAIRE 5.1,

(1) IVLlKl divise ]leKl et !VN'KI/leIKl divise Hy(T) .

(ii) [VNiKI
I'. On note (m, n) le pged des entiers m et n .

divise (Ho(f) y 4(r)) , ot A(T) désigne 1'exposant d'Artin de

On sait que la conjecture de Frohlich est démontrée pour toute extension abélien-
N]K‘ divise A(T') . En ou-
divise HO(F) , donc il suffit de démontrer (i)

ne de corps de nombres [15]. On peut en déduire que |V
tre, (i) imyplique que IVNiKI
pour démontrer (ii). On peut démontrer le lemme Suivant qui implique (i).

LEMHE 5.1 [3]. - On a 1'égalits

¢b(VN{K> =Vilx

ATT

Remarque. - En utilisant les résultats de LA [12], on peut montrer que, lorsque
les J-sous-groupes de Sylow de [' ne sont pas cycliques, Ho(r)~ divise L(F), S
Py ~
Par contre, si I possdde un fg-sous-groupe de Sylow cyclique et distingué, A(F)Z

est égal é l .

- 4)-élémentaire, produit semi-direct d'un sous—-groupe cy-

Q

clique et distingué C “d'ordre m par un jg-groupe U , Pour tout diviseur pre-~

Soit I' un groupe (T

mier p de m , on note C‘1 le p-sous-groupe de Sylow de C ., On dira que [ vé-

rifie la condition (*), si, pour tout diviseur premier p de m , le noyau de
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1'homomoxphisme s de U dans Aut(Cp) , défini par
sp(u)(x) = weut , pour tout u de U et x de Cp ,

est d'ordre 1 ou £ . Si T est le groupe de Galois de N sur X , on note L

le corps des invariants de C .

THﬁORﬁME 5.2, = L'élément VNIF est égal 4 1'élément neutre dans les cas parti-

culiers suivants

(1) [W : E] est sans facteur carré.

(ii) Le groupe de Galois de N sur K est Fgmélémentaire, vérifie la condition
(¥) et v

-

Ljg =1

(iii) Le groupe de Galois de N sur K est diédval d'ordre 2m ou quaternio-

nien d'ordre 4m , ou m est un nombre entier impair.

Nous avons déja démontré (i), on outre (iii) est wun cas particulier de (ii) ; il

suffit donc de démontrer (ii). On sait, par le corollaire 5.1 (i), que |VN]KI di=-
vise HT/C(F) , et le théordme 3.2 implique que £ ne divise pas cet entier, Or
IVNIK’ divise A(T') qui, dans ce cas, est égal & une puissance de £ ; on en dé-

duit que V =1.

N|K
Remarques.
1° Lorsque I est un groupe (FQ 4)-é1lémentaire métacyclique ou plus générale~

ment métabélien, la condition VLIE'= 1 de (ii) est toujours réalisée. En particu~-

lier, la conjecture est démontrée pour toute extension N de K dont le groupe de

Galois est (I, 4)-élémentaire d'ordre mnl ou mzz, aveec (4, m) =1,

)

2° 8i N est une extension quaternionienne ou diédrale de K , on a U§|K =13

en effet, la constante d'Artin A(') est égal & 2 .
3° L'étude de le structure de H(g[F]) , comme module sur 1l'anncau des Q-carac-
téres virtuels de I , permet de ramener la démonstration de la conjecture au cas

particulier ou I' est T -élémentaire, et d'améliorer le théoréme 5.2 [3].

2

—~
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