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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 16-01
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n° 16, 12 p. 19 décembre 1977

POINTS FRONTIERES DE CERTAINS COMPACTS CONVEXES

APPARTENANT A UN RESEAU, DANS R° ET R’

par Henri CHAIX

Résumé. - Considérons dans l'espace euclidien R" wn réseau de déterminant 1
et un compact strictement convexe C de volume Y . Notons I 1le nombre de points
du réseau situés sur la frontiére de € . Lorsque ces points ne sont pas dans un mé-
me hyperplan, il existe une constante knp , ne dépendant que de n , telle que

7 < kn y(“‘l)/(“+‘) .

Par suite, si € est un "corps R-rond" (c‘est—é—dire une intersection non vi-
de de boules fermées de rayon ® )

7 < kil ‘,Rn(n—l)/(rwl) ,

ou kY est une constante ne dépendant que de n . I'auteur, par une mecthode vala-
ble en dimension quelconque, avait obtenu des majorations de k. et kI ; le but
de ce travail est d'améliorer celles de k; et ki .

1, Introduction.

L.Ll, Dans l'espace euclidien B? , considérons un réseau G de déterminant 1
et un compact strictement convexe C de volume ¥ . Notons d 1l'aire de 1'hyper-
surface G , frontitre de € . Une question classique de géométrie des nombres est

1'évaluation du nombre 9 de points du réseau G appartenant & C .
“f . . 2 3 N I o\ ]
Dans le cas particulier de R~ et du réseau des points & coordonnées entieres, si
n

4 désigne la longueur de G et ﬂl le nombre de points fronticres de ¢ appar-

tenant & ce réseau, V. JARNIK [9] a démontré, pour 4 > 1 , 1l'inégalité :
-(1 1
(1) n, < 3(2m) (1/3) 23 L o(gt3y
I1 a aussi montré que la constante 3(2ﬂ)_(1/3) ne peut pas &tre améliorée.

Pour n 2 2 , lorsque les points de G n ¢ ne sont pas tous dans un méme hyper-
plan, G, E. ANDREWS [ 17, puis 1'auteur [2], par des méthodes différentes, ont éta-
bli l'existence d'une constante kn ne dépendant que de n , telle que

(n-1)/(n+1) )

(2) | nsk v

L'auteur a montré que l'exposant de ¥ dans (2) ne peut pas 8tre amélioré, et
que kn admet un minorant strictement positif. L'inégalité des isopérimdtres et

(2) donnent immédiatement :

+1
(3) n g q/ (et
ou k£ est une constante ne dépendant que de n .

Le travail de 1'auteur &tablit (2) comme conséquence de (3), sans utiliser 1'iné-

galité des isopérimétres. Il conduit aux majorations suivantes :
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nz—n—l(n _ 1)2(n2—n+l)((n _ l)e)n'l FZ((H - 1)/2) 1/(n+1) )

(4) LN (2 ' %(n-Z)/Z I(n/2)

(5) kn < (2n nn(nﬁ)n—l)l/(n+l) kﬁ

Dans 12 cas n = 2 , les inégalités (4) et (5) ainsi que le résultat de V. JARNIK
et 1'inégalité des isopérimdtres donnent
(6) 4,32¢.0 = 3 3,J§51<2\<4 3/F = 5,85...

De plus, si S désigne 1l'aire de C , B. DIVIS [5] a établi par une méthode pro-

pre a E? , pour S >1 , 1'inégalité
(7) w437+ o)) < (5,04 + o(1))sY3 .

Par une méthode plus simple, toujours propre a B? , les résultats du paragraphe

2 permettent d'améliorer (6) et (7) ; nous obtenons

(8) k, < 4 3/G/2) < 4,58 .

Remargue l. - Si les points de G n € sont dans un méme hyperplan, nous sommes

ramenés & un problime analogue dans un espace de dimension inférieur a2 n .

Remarque 2. - Tout ce qui précede est encore valable si C est un compact
convexe de B? , et si 7 désigne le nombre de points extrémaux de C appartenant

au réseau G .

1.2. Une partie C de 1l'espace euclidien B? est appelée fcorps R-rond" si elle

vérific une des deux propriétés édquivalentes suivantes :
(i) C est l'intersection non vide d'une famille de boules fermées de rayon R .

(i1) ¢ est compacte, convexe, et si I est un point de sa frontiére, il existe

une boule fermée de rayon R contenant € et dont I est un point frontiere.
Remarque 3. - Dans B? , une courbe de Van der Corput définit un corps R-rond.

Remarque 4. - Un compact convexe de 5? dont 1'hypcrsurface frontiere admet des

rayons de courbures principaux najorés par R est un corps R-rond.

Pour n 32 , lorsque C est un corps R-rond, une conséquence immédiate de (3)

est que, si 1l'ensemble G n € n'est pas contenu dans un hyperplan,

(9) Tk ﬁp(n-l)/(n+l) ,

o k@' est une constante ne dépendant que de n et vérifiant
(10) S (20 2(1(n/2))"Ly/ (1) k! .
Bn particulier, on obtient kJ < 2m et ki ol i< 207
Dans lc paragraphe 3, ce résultat est amélioré pour n = 3 ; nous obtenons

(11) kY < 32 JET < 139 .

Toujours pour n = 3 , si RO désigne la borne inférieure de 1l'ensemble des nom-

bres réels R ‘tels que ¢ soit un corps QR-rond, dans le cas particulier ou ﬂl
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est le nombre de points frontidres de € & coordonnées entiéres, un résultat de B.
DIVIS [6] permet d'obtenir

ﬂl < (12,7 + o(1)) Rg/z , quand ﬁb —_— @,

Remarque 5._— Pour x > 0 , notons GX le transformé de C dans une homothétie

de rapport xl %, Si nous désignons par 7(x) 1le nombre de points du réseau ap-
(n-l)/(m-l))

N

partenant & la Trontiere de Cx , nous obtenons ﬂ(x) = O(x

aussi se déduire des travaux de E. HLAWKA [87], C. S. HERZ [7] et S. “RUPICKA [11]

. Ceci peut

sur 1'évaluation du nombre de points & coordonnées entitres de Cx . Cependant,
cela nécessite des hypotheses beaucoup plus fortes sur C (différentiabilité suffi-
sante en particulier). De plus, dans le cas général, la constante n'a pu &tre expri-
née, indépendamment de C , en fonction d'éléments géométriques simples tels que R
ou la courbure totale, par exemple.

. . 2
2. Points extrémaux des compacts convexes de R~ .

Les résultats démontrés dans ce paragraphe ont fait 1'objet d'une note de 1'au-
teur aux C. R. Acad. Sc. [3].

Domnons tout d'abord trois définitions dans lesquelles G désigne un réseau de

points de E? .

Définition 1. - Nous dirons qu'un vecteur a est "G-entier" s!'il pent &tre défi-
ni & partir de deux points distincts du réseau G ; en outre, nous dirons qu'il est
"G-irréductible" s'il n'est pas de la forme Tb ol b est un vecteur G-entier

et 17 w nombre entier strictement supérieur & un.

Définition 2. - L'envelopne convexe T de trois points non alignés du réseau G
sera dite "triangle entier élémentaire relatif & G", si T ne contient aucun au-

tre point de G .

z . . 4 . 2 z
Définition 3. - Nous dirons qu'un polygone convexe de R™ , de sommets consécu-

tifs MO R hl s ees o Mr—l , est "plat", si tous les vecteurs MO M; g see
Mr-2 Mr—l s Mr—l ko , sauf un, appartiennent & un demi-plan vectoriel ouvert.

Remargue 6. - Un triangle est un polygone plat.

THEORMME 1. - Soient, dans E? , un réseau de points G et un polygone convexe

® dont les sommets appartiennent & G . Désignons par N 1le nombre de sommets de

® et par v le noubre de triangles entiers élémentaires relatifs a G en les-

quels on peut décomposer @ . Alors, si (@ est un polygone plat non dégénéré

(¥ 2 3)

(12) v = (2N3 - 3N2 - 5N + 12)/24 .

Démonstration. - Le rdésultat énoncé est invariant par transformation affine, nous

nous bornerons donc & le déuontrer dans le cas o G est un réseau de déterminant

1 . Dans ces conditions, si ¢ dézigne 1l'aire du polygsne ® , nous avons
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(13) v =20 .

Appelons A0 . Al g see g AV 1 les N sommets de @ , la numérotation étant
N
telle que les sommets A, et A, soient consécutifs sur la frontiere de @
i i+l
pour tous les gombres entiers i =0, 1, ... , N - 2, Posons &y = AN-l AO et

> . .
a, =& | A si ie (1,2, «e. , N =1} .

Hotons a A b le déterminant des vecteurs a et b , déterminant qui est un

nombre entier lorsque a et b sont G-entiers, puisque nous avons supposé

det G =1,

Le polygone @ étant convexe, son aire o est la somme des aires des triangles

AO Al AN—l ! A1 A2 AN_l y e AN—B AN—2 AN-l ; nous avons donc

20':21?-

A R CHTIE TIPS TR el -

Remarquant que les déterminants a; A a5 pour 1 <i<jgN-1, sont tous de

méme signe, nous obtenons

A a.l .
1 J

Les sommets de @ sont, par hypothdse, des points du réseau G , les vecteurs a;

=2
20 = 1<i<jii-1 la.

(0 <i <N -1) sont donc G-entiers. Posons a, = TE a! ou ni est un nombre
i i

entier strictement positif et a{ un vecteur G-irréductible ; alors

(14) 20 =2 Iai A a!l .

J
Le polygone @ étant plat, (¥ - 1) vecteurs parmi 8y » &)y e+, 8y, appar-

L<i<i=-1

tiennent & un demi-plan vectoriel ouvert ; nous supposerons dans la suite qu'il

slagit des vecteurs 819 By ees y By g . Un point quelconque 2 du réseau G

étant choisi, nous définissons alors les points A! , A! , ..., Aﬁ 1 du réseau

1
tels que
T — .
a; = Sﬂi sy pOUXYr i=1,2, ... ., N -1,
Les (N - 1) points Al , AL, ..., Al . appartiennent 2 un demi-plan ouvert

E de frontitre A passant par Q . Désignons par ai , un vecteur de la famille

{ai » eee 5 8y ;) , tel que la droite A' translatée de A par a définisse
avec A une bande fermée contenant les points Ai ’ Aé ) coe &_1 et (. Les

1 étant G-entiers, les quantités Iai A ail y pour

iE{l,Z,...,)\—l,

1

vecteurs a! , aé y eee aﬁ_
A+ 1, «eso 4 N =1}, sont des nombres entiers stricte-

ment positifs. En outre, et c'est 12 le point essentiel de la démonstration, ai
étant G-irréductible, les quantités a{ A ai sont toutes distinctes. Nous en dé=-

duisons, si N est pair,
(15)

et, si N est impair,

leisN_l laf Aal] 2201+ 24+ oou v (8- 2)/2) = (W - 20)/4

]

(16) 2, s qoq laf natl 2 2(1+ 24 00 v [(N-2)/20) + [W/2] = (W - 20 + 1)/4 .

Dans tous les cas,nous avons
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(17)

Les iuégalités (14) et (17) permettent alors d'obtenir

2
1<i<jii-1 lag A al] 2 (87 - o) /4 .

(18) 2 > (8% - 2N)/4) + > lapnasyl
1<i<jN-1
1#N, JFN
La somme du second meubre de (18) est étendue aux (W - 2) vecteurs ai y ess
1 ] 1 . 1 ; .
By 1 2 g v vt B sur lesquels nous pouvons recommencer le raisonnement

Le calcul par récurrence donne, pour N >4 ,
26 21 + 2 (¢ - 20)/4 ,
q=4
clest-a~-dire

a? _an? _swat2_(W-1)? (w-2)°% w2
24 - 12 8 24 °
Lt'inégalité (19) est triviale pour N = 3 ; et les relations (13) et (19) fournis-

sent (12).

(19) 20 3

Remarque 7. - Si, dans la dernidre partie du calcul, nous utilisons les inégali-
tés (15) ou (16) suivant la parité des nombres 4 , 5 , ... , N, le théoréme 1 est

amélioré. Nous obtenons, si N est pair ,
(121) v z.(zN3 - 3N2 - 2N)/24 ,
et, si N est impair,

(12m) vz (a0 - 3n° - o+ 3)/24 .

THEQREIE 2., - Soient, dans B? , un réseau de points G et un polygone convexe

® dont les sommets appartiemnent & G . Désignons par N le nombre de sommets de

® et par v le nombre de triangles entiers élémentaires relatifs & G en les-

quels on peut décomposer € . Alors, pour N >3,

(20) v (4 3% - 10 N + 24)/48 > N/48 .

Dimonstration. — Pour N = 3 , les inégalités (20) sont triviales, nous pouvons

donc supposer N >4 . Le polygone @ peut toujours se décomposer en deux polygo-

nes plats @1 et @ le nombre de sommets de

. Si nous notons Nl (resp. N

2 2)

e, (resp. P, ), nous avons

et par suite

3 . 2
N, - -
(n, - 1) (w, -2)° W +2

. i
(21) vzzizl’z( 5+ 5 + =57 ) .

Le deuxilme membre de (21) admet (N3 + 3N2 - 1ON + 24)/48 pour borne inférieure,

celle-ci étant obtenue pour N, = N, = (N/2) + 1 ; et les inégalités (20) sont ain-

si démontrées.

Remarque 8. - En utilisant 1'inégalité (12') de 1la remarque 7 au lieu de 1'inéga-
1ité (12), hous obtenons



16-06
(201) v > (82 + 32 = 4N - 12)/48 .

Ce résultat constitue une légére amélioration du théoréme 2, pour N 26 .

COROLLAIRE 1. - Soient, dans E?, un compact convexe C et un réseau de points G de

déterminant 1 . Notons S 1l'aire de ¢, et N le nombre de points extrémaux de

¢ appartenant & G . Alors
(22) N <sup(2 , 4 3J(372) 51/3) .

Ce résultat est une conséquence immédiate du théoréme 2. En effet, les points

extrémaux de C appartenant & G sont les soumets d'un polygone convexe dont
l'aire o vérifie, si N 33, 0<o S et, en utilisant les notations du théo-
réme 2, v = 20 puisque det G = 1 . Nous avons donc
3
S 20 >-g€ y

" et nous en dédduisons (22).

Remarque 9. - Dans le cas particulier des polygones plats, le théoréme 1 montre

que
N (2 3@ + o(1)) 81/3 < (2,89 + o(1)) 31/3 , quand S — + «,
Nous voyong ainsi qu'il existe une classe importante de compacts convexes pour

laquelle la meilleure constante possible est certainement inférieure & 3 %/E

(meilleur minorant de k2 connu actuellement),

COROLLAIRE 2. - Soient, dans 3? , un compact strictement convexe C et un ré-

seau de points G de déterminant 1 . Notons S 1l'aire de C et N le nombre

de points frontiéres de ¢ appartenant & G . Alors

N < sup(2 , 4 2/(3/2) 31/3) .

D'apres le corollaire 1, ce résultat est trivial, Il suffit de remarquer que C

étant strictement convexe, tous ses points frontidres sont extrémaux.

Remarque 10. - Pour le cercle et d'autres courbes perticulidéres, 1l'exposant de S
.peut &tre abaissé. Il y a de nombreux travaux sur ce sujet, par exemple ceux de
H. P. F. SWINNERTON-DYER [12] et de S. V. KONIAGIN [10] donnant des encadrements de

cet exposant pour certaines classes de compacts strictement convexes.

3. Points frontidres des "corps ®-ronds" de E? .
Les résultats de ce paragraphe ont fait 1'objet d'une note de 1l'auteur [4].
!O.ll

Nous noterons la norme euclidienne de E? .

3

LEIIE 1. - Soient, dans R” , deux sphéres distinctes S et S' de centres res-

pectifs w et w' et dc méme rayon ; notons B (resp. B' ) la boule fermée cor-

respondant a S (resp. S' ). Soient M (resp. M'! ) un point de S n B! (reSp.

S'nB), et T le plan orthogonal & la droite =« contenant !MN' ., Notons «




16-07

— — ‘_; S,
1l'angle des vecteurs wl‘f et w'i’ et B celui des vecteurs w—ﬁ' et wi ou

est un point quelconque de I n S . Alors

(23) 0O<Bgagm.,

Démonstration. - Soit Ml le point de S' défini par w'Ml = ﬁﬁ>. Si rnous dési-
gnons par 60 (resp. 61 ) 1la distance du point M (resp. Ml ) au plan I,
nous avons 60 g 61 . Les spheéres S et S' ayant méme rayon, l'angle des vec-

> —, - .
teurs w‘Ml et w'M' est supérieur a celui des vecteurs Wl et ﬁﬂ?, d'ou les

inégalités (23).

LEMME 2, - Soit, sur la sphdre unité S, » une famille finie § de prints m, ou

i=1,2, . ,p. Pour chaqgue i €{1,2, ..., p} , considérons une calotte

sphérigue Y; de centre LI et désignons par di la densité des points de &

sur g . Alors

(24) p < 16m (Sup1$i$p di) .

Démonstration. - Nous noterons (m , r) 1la calotte sphérique de 32 , de centre

m et de rayon polaire r .

Posons d = supl<i<p di .
b Saad )

L'idée principale de la démonstration est de construire sur 82 un nouvel ensem-
ble &' de points distincts et une suite finie de calottes sphériques

' s . . « 7 cI 3 -
{Yi}i=1,2,...,q vérifiant les quatres propriétés suivantes :

(25.1) - Card §' = Card 5 = p ,

(25.2) st eUl | v,

(25.3) iovi=6, v, de{t, 2, ,a®, i#;,
(25.4) df g4d, Viefl,2, ..,qd},

ou d{ désigne la densité superficielle sur yi des points appartenant a &' .

Si nous supposons construit 1'ensemble %' , et si nous notons ci l'aire de la

calotte Yi pour i=1,2, ... , @, nous obtenons

p = 3

1 1 < ' < .
i 4 ol $4a Z‘.llzl o} 16 ™ ;

et 1'inégalité (24) est alors assurée.

Nous supposerons dorénavant que les points |, de S gont indéxés de 1 & p

de manidre que la suite {ri}i—l . des rayons polaires des calottes Y; soit
— ,.."

décroissante. La construction de 1l'ensemble $' et de la suite £Y{} se

i=l,o.c,q
fait alors par récurrence.

(a) Appelons 31 un ensemble de points obtenu 2 partir de & en remplagant les
n, points de Y, 0 &' par ny nouveaux points appartenant a la calotte

Y] = (ml , r1/2) , et en conservant ceux n'appartenant pas 2 Y; -
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Ilous avons les propriétés suivantes :

Card 31 = Card § =

P,
P
5 cvi v Ui, vi)

d!' =44, €44,

1
1 1

—
Hml | >r, , Yues - (Sl n yi) .

(b) Pour un nombre entier ; tel que 1 < 4 <p , supposons construits une ap-
plication ¢ 3 {1 4 2, ese y 8} =3 {1 , 2, ooe p} strictement croissante
telle que (1) =1 , et un ensemble fini 52 de points de S, cofncidant avec $

sur S (UZ - ¥ (1 qui vérifient les propriétés suivantes ou yi désigne la
calotte (m NOW 2= r@(i)) s pour 1 gig<yp:
(26.1) Card § = Card $=p ,
L) ) . c 7 '
. . 2 . .
(26.3) yiny‘_'j:}é,v(l,,])e{l,...,z},1;53,

(26.4) d:{ S4 d(P(i) ’ v ie {l g oee L} 9

—) s O =
(25.5) Hm¢(i) ull 2T (1) 2 Fie{ly e, 4}, Ypes - (32 n (ngl vi)) = %,.
Deux cas sont possibles :

ou bien # est un ensemble vide, les relations (25) sont alors conséquence im-

nédiate des relations (26), et q=2 7

ou bien % n'est pas vide. Cela signifie que les rayons polaires r. des calot-
X

tes yj dont les centres mj ne sont pas éléments de Lﬁ_l Yo (1) forment un ensem-
ble non vide ; posons '

(27) r ]m.e# (Lﬁ Y (1) n 5}

s = M (/c)+1<a<p

Soit 1'application @ : {1 5,2, eeo 5 2+ 1} = {1 ,2, .c0, p} définie par
(28) PE) =), Vie{l,2, o, 2},
(29) (2 + 1) =

Les hypothdses faites sur ¢ , ainsi que la définition de s montrent que ¢

est strictement croissante et que (1) =

Notons maintenant 5z+1 un ensemble de points de 82 cbtenu a partir de SZ en

. 4
! a
remplacant les nz 1 points de % Ny, non é1éments de (U _1 Y ) par nz 1

nouveaux points de la calotte ! = (m , T /2) et en conservant les autres. On
Y,e+1 S s

remarque immédiatement que, dans ces conditions, les ensembles 5®+1 et & coin-

cident sur

(U] Yas)) -

U2

4 -
SZ - (Ui=l Y@(i)) UY¥g =2~
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La suite {r,}. a été supposéedécroissante, donc la suite extraite
i’i

=l,-|0,p
{rﬁ(i)}i—l il est décroissante. Pour i€ {1, 2, ... , 1} , nous avons,
Zlgeeey,

d'apres (26.5) et (27),

ln m o, L 2) - H
Img =)l % Tgs) 2 (7 3)/2) + (2 /2) 5
ce qui signifie

(30) YinY2+l=¢,Vie{l,z,...,g}.

Etant donné que les aires des calottes sont dans un rapport

Yo(2+1) °t Y1
4 et que

nb+l <L n¢($+l) = Card(§ n Y¢(2+l)) ’

anous obtenons

' ~ .
(31) Q1 S 4 5001)
Enfin, d'aprés la construction de $z+1 a partir de 32 ,
—> « w1
(32) g wll 2z, . vees, - (5, 0 U ).

Les hypothdses de récurrence (26) et les relations (28), (29), (30), (31) et (32)

permettent alors de montrer que l'application ¢ , 1l'ensemble $z+1 et la suite

1}, vérifient encore les propriétés (26) pour l'entier (g + 1) .
Yl l=l,--.,£/‘+l

THIOREHNE 3, - Soient, dans E? , ui corps R-rond ¢ et un réseau de points G

de déterminant 1 . Désignons par 7 1le nombre de points frontidres de C appar-

tenant & G . Alors, si ces points ne sont pas coplanaires,

(33) no< 32 Jam &2,

Dénonstration. - Grlce & la propriété (ii) de €, choisissons pour chaque point

A ge © appartenant au réseau G une boule BA dont le centre sera noté W, et

la frontiére SA .

Désignons par II un plan orthogonal & la droite W, A, définissant un demi-
espace fermé E contenant A , de telle sorte que G n € N E forme un ensemble de
pointg non coplanaires de cardinal minimal (un tel plan existe toujours puisque,
par hypothdse, les points de G n € ne sont pas coplanaires). Si & désigne la
distance euclidienne dans E? y 1'un des plans II ainsi définis réalise le minimum
de 6(A , ) ; notons elors I, ce plan, E, le demi-espace fermé associé conte-

A A
nant A et posons

(34) b, = 6(4, 1) .
—_— _
39 T 2 ] " s 3 , 1
S5i M e SA N HA , désignons par BA l'angle des vecteurs w, A et Wy M.,
’ (o]
Notons Pa le rayon polaire de la calotte sphérique SA nE, , et vy le volume

de B! n E! . Nous avons alors les relations
. 1/2
— — 1
(35) p, = 2R sin(p /2) = (ZO{n:)

et
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(36) vy < TiRh, .

Apselons HA 1'un des plans contenant A tels que

~

n n !
GnCn EA c HA U HA ’
et que

(37) n, = Card(G A C n EA n HA) Z3.

Les éléments de (G NnCnE, n H}) sont les somnets d'un polygone convexe @A

A

du plan HL « 3i nous désignons par GA

nombre de triangles entiers élémentaires relatifs a GA en lesquels on peut dé-

le réseau plan G n HA , et par vy le

composer @A , nous avons, d'apres le théordme 2,

3
(38) ny <48 v, .

Par construction des plans HA et HA y 11 existe au moins un point de erCruEA
n'appartenant pas a HA ; cela signifie que C n EA , donc BA n EA , contient au
moins v, tétraddres entiers élémentaires relatifs & G . D'ou

)

(39/ \)A <6 VA .

D'apres (38), (39) et (36), nous obtenons

z )

(40) n, < 05/3 32/3 [1/3 p1/3 hL/B )

Les relations (37) et (40) fournissent, alors, un minorant de h,
(41) h, > 31/2 2-5/2 TT-1/2 R—l/Z )

Soit w 1l'origine de g? , centre de la spheére unité 82 . Considérons 1'appli-

cation injective

f: AeCGnCr>a= f(A) e S,

telle que
> L —> 1
wa = {jw, Al W, A .
Pour chaque point a = f(4) , apoelons Y, la calotte sphérique de S, , de cen-

tre a et de rayon polaire r =2 sin(BA/2) - Si s, désigne l'aire de vy, ,
d'apres (35),

-1
(42) s,=2Tk n .
Soit B un point de G n C distinct de A « Si nous notons o 1l'angle des vec~
_— _ — —_— .
teurs W, A et Wy B, et B 1l'angle des vecteurs Wy A et W, Bpoou est
point quelconque du cercle intersection de SA et du plan orthogonal & w, A  pas-

sant par B , d'aprés le lemme 1,
o =B .
Si nous supposons que B n'appartient pas & G n c n EA y
B>8, 3

nous en déduisons
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Q>BA!

ce qui signifie que b = £(B) n'appartient pas & la calotte Yg °

Soit n, = Card(ya n (G n 6)) ; [ étant injective, nous avons

(43)

n &n, .
a™~ A

En notant da lae densité superficielle des points de £(¢ n é) sur Ya , les
relations (43), (40), (42) et (41) fournissent

Le

a, = na/sa < 23/2 3i/2 n‘l/z ﬂ3/2 .

lemme 2 et la majoration précédente permettent alors d'obtenir (33).

Remarque 11, - La méthode utilisée dans ce paragraphe se généralise pour n # 33

cependant, elle n'est efficace que pour n = 3 , eu észard aux majorations (4) et

(10)

déja connues. En effet, la méthode du lemme 2 fournit une bonne constante dans

1'indgalité (24), alors que, pour la spheére unité Sn—l (n#3), la constante est

beaucoup moins satisfaisante. De plus, dans le cas rarticulier n = 2, gréce au

théoréme 2, nous disposons d'une majoration de k%, meilleure que celle connue dans

2

le cas général.

L]

[2]

[9]
[10]
[11]
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