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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 13=01
(Théorie des nombres) )
19e année, 1977/78, n° 13, 14 p. 5 décembre 1977

DISCRéfANCE DE LA SUITE D& VAN DER GORPUT

par Robert BEJIAN et Henri FAURE

1+ Introduction.

L'objet de cet article est de calculer avec précision la discrépance de la suite
de Van der Corput, et d'améliorer par suite la connaissance de son comportement

asymptotique.

I1 faut, 3 ce sujet, distinguer la discrépance proprement dite que nous notons
D(N) et 1la "discrépance & 1l'origine" que nous notons D*(N) e A part le fait banal
que D(N) ¢ ZD%(N) , nous n'avions que des résultats sur D%(N)

VAN DER COKRPUT [8] avait démontré que D’ (N) < log 5 1 « HABER [3] a ensuite
obtenu D (N) <Fer 3 log N o(1) .

Enfin, TIJDEMAN [7] est parvenu &

log ¥

log ¥ Jog I, 4 log 3
N 3To0g 2 2

. o
1, 1lim sup(D (N) = e 2 29 * 3053

D*(W) <

Dans cet article, nous démontrons 1'égalité en ce gui concerne cette limite.

Par une méthode de descente appropriée, nous obtenons une détermination précise
de D(N), soit par une série assez simple, soit par des relations de récurrence
tres simples,

Un résultet qui nous semble intéressant est que D(N) = ﬁﬁ(N) » In effet, on uti-
lise, en calcul mumdrique, le résultat suivert (KOKSMA [5], HLAWKA [4]) : Si f
est & variation bornée V(f) sur (0, 1), si (x,) est une suite de discrépance

34
D", ona

= I Bemy £05) = Jg T0) ax| < V(D) “_N'“' y

YMais en fait, quand f(0) = £(1) , on a aussi

D(N)

By < V0O == -

B
Si on utilise la suite de Van der Corput, la précision est ainsi doublée.

Depuis le travail dont il vient d'®tre question, nous avons obtenu des générali-

sations dans deux directions différentes :

1° Suites assocides su développement en base 2 , dont la discrépance & l'origine

est moitié de celle de Van der Corput [1]. A tout paramdtre o de (0, 1(, on fait

correspondfe une suite Q(a) dont la discrépance D" a l'origine est faible si «
est convenablement choisi. En particulier, pour « ='o,010011000111... s Si Q(a)

=X . . N - 1 2n C(." 3 ,n“l
est définie par 8, =« et a2“+1-j =1 - 5 +-L§;:TL s pour 1 < j <2 , alors
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X
D&(N 2 CZ(Q)) _ 1
log N ~ 6log 2

2° Suites assocides & un systéme de numération quelconque [2]. A toute permutation

lim sup Nt = 0,240 ..

o de labase {0, 1, +oa, r -1}, on associe la suite s‘I{ définie par
o} - S —j—l . - ‘('\S j
Sr.(n) = .Zj::O‘O(aj)r si n-1-= <
faible discrépance, le meilleur résultat connu actuellement étant acquis pour

a. rJ « On obtient ainsi des suites &
=0 7j

r=12 et oo = (17698) (23¢:45) (produit de deux permutations circulaires avec
1'encadrement

D‘f%(l“) )
O,)71 < lim SU.‘ON_m m < 0,38'0 .

gy

Notations. - Soient x et y deux réelsde (0, 1) .

Si x <y, onnote [(x » y( 1l'intervalle fermé en x sy owert en y , et on po-

se 4(x,y0)=y~-x.
Si X >Y , On pose [X,YEL‘(O,l)\[V,X[,et A’I(EX,YO:l"»@([Y:xO-
Si x=y, on convient que (x, y( =g .

Soit un entier =n >1 35 sln-y = 23—0 aj 2 en représentation binaire, on pose
X = ZS (aJ/ZJ+l) .

n j=0
X, estle n-iéme terme de la suite de Van der Corput.
On pose o = (xn)n21 y iy = (x1 N in)’ ©p = support de o .
' *
w, = (x2n s eee s Xy, Xl) .

N étant un entier naturel, on pose
A(lxy y(, N, v) =Card{j e W ; j < et x; e (x, y( ,
E((X,:)r(,N,‘»'})=A([X’YK,N,W)-N£([X,YO,

E(0, y), N, u) =Cardfj eN" 5 j <N et 0<x <y} =ly .
Les discrépances sont définies par

D(N) = supOga<Bgl |E((e, 3C, N, w)| pour la discrépance de w s
DY(N) = SUPG_, 1 |B(0, o«{, N, w)| pour la discrépance "3 l'origine" de w .
Si n est tel que N < 2" sy On pose
D(N)=SUPX,y€G)-n iE([X,y[:N,wn”’

n

3
D (M) = Supxemn |E(C(0, x(, ¥, w )|

La discrépance étudiée dans 1'ouvrage "Uniform distribution of sequences" de
KUIPERS et NIEDERREITER [4] est ici multiplide par N .

Cn introduit la fonction ¢ de période 1 » définie sur (0, 1) par
@(x) =min(x , 1 = x) . @l s> @' désignent respectivement sec dérivées & droite et

& gauche.
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2. Etude de D(N) et D'(¥) .

LEMME 1. - Soit N1 et n tel que N2 . Alors

W .
. - T s J - .
lim Dn(N) = B8(N) et 1lim Dn(l\) D ()

Démonstration. - Soient « et 8 dans (0, 1), notons x le plus petit ter-

me de G supérieur ou égsl & « ; on procede de mme pour définir y a partir
de B o I1 en résulte que
A([O-’, i‘j[,N’C‘)n) =A([X)y[,N’wn) ’
(ley 80 = 2(lxy, yOr{x - ) = (y = 8)
Etant domné que x -« et y - g varient dans (o ’ 1/2n[ , nous zvons
N
IE([Q’ s B, N, wn) -E((x, y(, N, Un)l S';ﬁ .
On en déduit le résultat pour D(N) .

Si o=0, alors x =0, et on en déduit le résultat pour D (N)

; . n
LEMME 2 = Soit N>1 et n tel que N < 27 .
Soient x et y deux points de la séquence w . Alors

E([X,YE,N,Q)n):E((}’,X[,2n"'N,u):§) .

Démonstration.

B(x, y(, v, wn) = (&, y(, N, wn) -0 (&, yO ,
B(G, y(, 2" =N, w) = &G, y(, 2" =0, o) = (2" = Mg, v0 .
Mais il est clalr que
BG, 7(, 0, 0) + MG, v, 22 =0, 0) =a(G, y(, 2, 0) »

D'ou

(1) B(Ge, v, Ny u) + B((x, 30, 22 =1, o)
=A((X, YE, 21'1, wn) "znfz([x, yO =0 .

Par ailleurs, on a

G, x(, 28 -0, o) =4(G, x(, 2" -7, ) - @ =M1 - 4(&, ¥y01,

MG, x(, 2" =N, 0) + al(x, y(, 2"

3
N, o)

A, 10, -1, ) =21,

1

D'ou

C. n » )

(i) B(Gy , x(, 27 =W, wp) + B((x, y(, 2% =W, w:) =@ - -@ =N =0.
Le rapprochement de (i) et (ii) donne le résultat.

LRDE 30 - Soit N1 et n tel ue N2 . Soient x et y dans @ -
Alors
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E((x,y[,N,wn)=E([1-y,1-x(,1\1,ur'l) .

Démonstration. - Soit xk e (x , y( XI( sy X et y sont des points de la for-

me gn,a"ec 0<h<2 « D'ol X<xk+£n<y.1.e.

1-y<l-xk--1--<1-x.
2"
Posons w = (;y1 3 Yo 5 ey You) 5 clest-a-dire Ve = Xon jeuy ®
I1 résulte de la définition de la suite de Van der Corput que
2"+l <2t
. a.
. -1 J -1
En effet, si k-l:Z?zoaj2 , X = Z;‘_O-Z-J-Q-l-,
2% k= (2"-1) - (k-1) = B a2, avee o, =1 -4, ;
J=0 7J J J
d'ou
o,
-1 l\n
x =0T =1 i Lk
2-k+1 ']—02']”' % g

et le lemme 3 résulte de 1'équivalence
xke (x R y[ sl et seulement si ‘Vk e(1 -y, 1= x( .

LEMME 4o - S0it N1 et n tel que N g 2" . 0npose N' = min(N 2N .
201% > e LeL que S n _pose ’

Pour tout x et y dens o, il existe x' et y! dans o ' et ¢ dans

{-1,0, 1} vérifiant
N
E((x s ¥( s Ny wn) = B((x* » Y'(, N ’ wn—l) + ega(':'a-ﬂ) .

Démonstratione.

Premier cas : N' = N . - Suivant que x appartient ou non 3 W,q » On pose
x* =x ou x! =x+-—,iT.
De meme, on pose y!' =y ou y' =y +

a O 1 et

2,1 de sorte que x' et y! gppartiennent

A([x,y[,N,u)n)zA([x',y’[,N,w ) .

N1
Dol
E(x s y( s N, u)n) = BE((x s, 7'( s N, wn—l) + N{,G([X' s V'O = 2((x ’ YO] )

et selon le cas, la différence 4((x! s 7'0 = 4((x, yO0 vaut 0 ou ?-éﬁ- .

Corme N < 2n-1, on a (p(-g-ﬁ-)» = -1-2\17 s et on obtient

B(Gey y(, Ny 0) =B, 510, §, o + er%‘5)

n

Second cas ¢t N' = 2" = N . - D'aprés le lemme 2,

E([X,Y(,N’wn)zE([y’x(,2n"'N,(i):)

1 . . \ —
Posons a=x ou a=x+ sr Suivant que x appartient ou non & Wpog ® On
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/
définit b de maniére analogue. Alors @

M, x(, 2% =0, w) =40, al, 2" =N, 0 ) ;

n=-1
E([Y, X[) Zn"N:W*n)
=B, al , 2" =¥, ¢ )+ (@ -Mu(b, a0 - (&, x0},

la différence z([b ’ af) - z([y ’ Xr) V aut 0 ou :F'%E‘ » Comme %—;-12- s ON a

(.?.n-N){ﬂ,((b ’ a() - N([:y ’ X()} = ecp( =) y €t
B((x, y(, N, 0) =B, al, 2" =0, ur ) + colgm)

posons x'=1-a, y'=1-b; en appliquant 1le lemme 3 & 1'écart

*
B(b, o, 2" -1, w, _,) » on obtient

B(Gx, y(, N, 0) =BG, y'(, &=V, 0 )+ enp@z-‘ﬁ)

LEMME 5¢ = Soient N>1, n tel que N<2n, x et y dans Er:.Alors
(G, v, 05 0] < g 0l

Démonstration.

si N=2" y les deux membres de cette inégalité sont trivialement nuls.
Procédons par récurrence sur 1n .

Si n=0, alors N = 20, et on est remené au cas précédent.

Supposons 1'inégalité vraie jusqu'a l'ordre n -1 .

Soient x et y dans 5;1 , et N tel que 1 < Nc< 2% . D'aprés le lemme 4, il

existe x' et y' dans w tels que

n-1
|B(Ge, 50, W, wn)‘ < |B(Get 30, W, wn—],)i + (P(gﬁ) ’

avec Nt =min(N, 2% =N) . Ona 1N ¢2™", et 1'hypothése de récurrence

-

donne
~1
iE((x' y 7' W, 0, O e BT c.o< P -
Mais Zn-l cp( 3—0 (P(ZJ) . Ceci est banal si N’ =N, et pous N' = 2N ,
® étant pa.lre et de période 1 , on a
! 2% o] -] N N
cp(-ﬂ—ar) = "'——3—'\1 = cp(zn J --j') = q;(-"j')
2 2 2 2
I1 en résulte que
™ N
JE(Gx y y(, N ,w)l _Ocp( —) .

LEMIE 6. - Soient n et N tels que 1 ¢ N ¢ 27 . Alors il existe x dans &_

vérifiant

BE((0, x(, ¥, w) = —o q;(-n-)

J
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Démonstration.

si N=2" , tout point x de ::1 convient.

i
Procédons par récurrence sur n .

0 .
Pour n=0, N=2 , et on est ramené au cas précédent.

Supposons la propriété vraie jusqu'd l'ordre n -1 .

Soit N tel que 1 <N« 2t , et posons N' = min(V , - N) o Alors
1 g W ¢ 21, D'aprés 1’hypothése de récurrence, 1l existe x' dans véri-
- ' -
piant E((0, x'(, ¥ , u_, an ”

22 K N' "1
Comme dans le lemme précédent, on a j:O ‘9(53’) Zn q)(

Montrons que, pour tout x' dans o _, , On &
. 1 . N
(1) E((0 , x' "'2‘5( s MUy C"n) =EB((0, x'(, N, C‘Jn--l.) * (P('z'ﬁ)

En effet,

1 1 . 1
E((0 , x* --2-5[ , M, 0 ) =4(0, x -EH[ s Ny o) =W --2-5) R

B0, x*(, X', o _,) =4(0, x*(, N , 0 ,) =N x'.

"! 1 |
Or, on a —,.:—n---(P(N)-—g( =) , et, coome N'!' <2 1,

)

a(lo, x! -;ﬁ( , N, wn) =a(lo, x*(, N, S

On en déduit 1'égalité (i).

Si N' =N, il suffit de poser X = x! --%-n- .
si Nt =2" N , par le leme 2 et le lerme 3, on a

1 1 n . s
E((0, x --23[ y W, ) = B(Gx -, 00, 27 -1, o)

1 2 * 1
= B((x ";ﬁ’OE’N’wn) :E([l,l-x'+;ﬁ[,N,u_‘xn) ’

ce qui est différent de E((0, 1 = x' + z(, N, o) « Dens ce cas, il suffit de

. 1 1
poser X =1 =X + 5T

THEOREME 1. - Soit o 1la fonction de période 1 , définie sur (0, 1) par

Qp(x) = min(x , 1 = x) « Alors, pour N>1, on a

3% © N
D(¥) = D (W) = Zj=0 @(_2.5.)

Démonstration. = Soit n un entier tel que N ¢ 2"

D!'aprés les deux lemmes précédents, on a
n N

clest-a-dire 3 _0 cp( ) =D (\T) = D \1\) . Lorsque n augmente indéfiniment, D'"'(N)
et Dn(N) ont pour limite J ¢( ) , et, d'sprés le lemme 1, cette limite est
aussi D(N) et D ()
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COROLLAIRE. = Soit N >1 On a2 les relations

D(1) =1, D(2N) =D(N) , D(2N + 1) = 1/2(d(N) + D(W + 1) + 1)

Démonstration.

p(@) = %, o) = 5 o) =00 , car o) =0 .

La relation 2D(2N + 1) = D(2N) + D(2W + 2) + 1 équivaut a

o) 2N + 1 _ 5= 2N St 2N+ 2
zzj::l (_P( 23 ) = Z‘j—’—-—l (P(—2~j- + Lj:'l (p( 2 ) + 1 Iy

pour j =1, 2<P(2N : 1 =1 et (P(%N—) = (P(Ell-;—%) =0, et la relation & établir
devient
- 2N + 1 2N 2N + 2
2%:2 %0("—23-‘ = 5, {cp( =) + <;>( —)} -

Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout j > 2 et tout N>1,

(2N+.L —-f_?(

(1) 2 (=—

Posons 2N + 1 = 29 q+ 1, avec O<r<2'] « Dol —;—gzj < 1 =3y ; posons

- ZN?;' L dlors {x} = /20 et la relation (1) s'derit
1 1
(%) = plx = —.]') + qlx + —J') s
2 2
ie €o
1 1
20({x}) = p({x} ==3) + o((x} + =) »
2 2
1'inégalité précédente prouve que (x} -5y et {x]j + -%3— sont simultanément dans

(0, 1/2) ou (i/2, 1) suivant que {x} est inférieur ou supérieur strictement

by

32 1/2 « On en déduit la relation (1) car ¢ est affine sur ces intervalles.

Remarque. - La table mumérique & la fin de 1l'article donne les premiéres valeurs
de D(N) |

3. Etude des arcs donnant la discrépance.

e e TN I P S ST~

n e
DME 7. - Soi ol . : )
LEMME 7 Soit n>1 et N tel que 1 <N<2 Les x dans ® tels que

E((0, x(, v, w) = D (¥) sont ceux pour lesquels il exdste unc suite finie
{=, +} telle que

(ey) 1ken * Ck

XZ-Zk_ljz(o ( ) (mod 1)

, . n-1 . — — .
Démonstrations. — Pour N = 2° s seuls les points de w = w, conviennent, et

iténoncéd est done vérifié dans ce cas, puisque la formule domme (mod 1)

1 1
j:'—B‘ t eoe L == o

2 2"

N
ARJPA

+

Procédons par récurrence sur n .
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1° Pour n =1, la propriété est vraie d'aprés ce qui precéde.
Supposons la propriété vraie jusqu'a l'ordre n - 1 , et montrons-la pour n .« Soit
donmc N tel que 1 <N < 2" , et posons N' = min(W , 2" - ) « Alors
1w <2,

2n~1

Le cas ¥ = étant déja traité, on peut supposer N # 2ot

20 Notons Ln(N) 1l'ensemble des x dans :; tels que B({0, x(, N, wn)an(N)
et montrons , dens un premier temps, que x est dans L_(N) si, et seulement si,
il existe x' dans L (W) tel que x = (x' =3p)o'x) (uod 1)

On a vu au lemme 6 que, pour tout x' dans (,/ s ona

. N
(1) E((0, x! _.._.( , Ny o ) =E((0, x*(, N, mn«l) + cp(-;ﬁ)
4
Alors, si x est dans Ln(N) , X' = x@( =) + == est dans O (car x n'est

pas dans O g ) et vérifie

. i
5o, x*(, N, o, 1) = B0, x(, ¥, ) - (P(—z-ﬁ)

n
car
(i1) E((0 , % (-—)[ s W, 0) =E(0, x(, ¥, o)
Y —1
D'ol E([O , x'( ' N, oo fl rr)(2d) D, l(N’) . (on & vu au lemme 5 que

2 ol = I olgn) )
On a donc montré l'une des implicationse
Pour 1'autre, toujour=‘ d' aprés le leame 6, on montre que si x' est dans Ln—l (nt)
alors x = (x! - = |’( est dans Ln(N) « En effet, d*aprés (i) et (ii), on a
B0, x(, ¥, 0) =B, x(, N , o) +ols) ,
et on conclut comme ci-dessus. :

. n-l N s o 1y 2 s
3° Toujours dens le cas N # 2 s montrons & présent la propriété de récurrence
& l'ordre n .

Supposons d'sbord que x € L_(N) et montrons qu'il existe une suite (¢, ). .
n k' l<kgn

ex € {=» +} , telle que

—om 1, N
X=-4 %o (_E) (mod 1) .
2 2
Dl'aprés 29, il existe x' € L4 (N') tel que x = (x! -_-.) ( ; et d'aprés
1'hypothése de récurrence, on a donc x! = = :i L ( ) (mod 1) o Meis
(1id) 5 o ( I = o (}\lE),pour 1<kgn—1.
2 €k 2
En effet, si N < 2" sy ona N' =N, et la formule est évidente ; et si

™ N2, ona N':Zn-'N,d'oh
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N N? n—k N,
b} ] -
cp(—")="1 et o ()=gp "'rp )
2" e 2K ;k
la formule est donc encore vérifiéee.

En gppliquant (iii), on a alors x = - er; "T<P ( ) (mod 1) , avec ey arbi-

traire dans {=, +} .

Inversement, si on a une suite (gk) telle que

1 <k<n

N )

x:-Zfi:l—-E@ ( ( mod 1) ,

posons X' = X ¢ (23) + }'2“ » et montrons que x' est dans L, (11*) « Alors d'aprés
2° on aura montré que x € L (N .
Notons que ¢ ( =) © (2’1) =1, puisque N est différent de 2~ et 2>t
Lvec (iii) on obtlent done x!' = - E;: %F q_)' (“'E‘) (mod 1) ; dtolu, d'aprés
1'hypothése de récurrence x' € Ln-l (W) , ce qu'J_'L fallait démontrer.

THEOREME 2. Soit N> 1 . Les o damns (0, 1) tels que E((0, ), N, w)=D(N)

sont ceux pour lesquels il existe une suite (ek)ke?-l% s e € {=, +} , telle que

’ 1 N
@z t &) (wod 1) .
e JF %, OF

Démonstratione

Soit d'abord (gy ) * une suite & termes dans {-, +} et soit

keN
o= EEQ,,,: (_N.E) (mod 1)

Pour n tel que N<2 s ON a o= %z‘-lﬁr\pe( )--p-n— et done, d'apres le
k

lemme 7, o =X ---%,;- s, avec x dans mn vérifiant
E((0, x(, ¥, wn) ;Dn(N) .
Mais il résulte du lemme 1 que D(N) = Dn(N) + -Ig—n- et, par ailleurs,

E([O,x(,N,wn)+£--—E([O ),N,;J),
27

dto E((0, «), N, w) =D() .

Inversement, soit o e (0, 1) tel que E((0, o), N, @) = D(N) , et soit n
tel que N < 2" . Alors o € G; , sans quoi, sans changer A((0, «), N, w) , on
pourrait diminuer Ny et donc augmenter 1'écart, et o ne réaliserait plus D(N) .

1 —
Posons alors x = o + = 5 X est dans w0 et

E(© , x( , N ,w)-A((O,oH—-—E, N, o) = (@+ )W

(A([O,oz) N, w) =N -—N:zﬁ—D(I\T) —---—D(N)
2 2

d'od xe Ln(N) , et d'aprés lc lemme 7, il existe une suite (ek) telle que

A}
1 <k
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__sn L, X
Xx=-2 cpek(—w—zi_;) (mod 1)

2
Par suite

C‘”?Ll—zzm ("E) -5
et, par péssage 3 la linite sur n , on obtient ce qu'on voulait démontrere

Remarquee = Si 2V est la plus grande puissance de 2 divisant I , le nombre
des arcs (0, o) qui conviennent est 2V ; voir la table pour les premiéres va-

leurs de N .

COROLLAIRE (Formules généretrices). - Soit N > O o Posons

D) = ;1;1 'l'IE‘Pf,(EF) .
A 2 2L
Alors H

(a) D(N + 1) = D(®) + D'(N) ;

DU(O) = 1 ; D'(2N) DU v pews 1) = Dr(a) -1 .

2
(b) Si g désigne celui des o que donne la suite ¢ =+ POur tout k>1,
on a
Q/N = - D! (N) E_I_l_._ N est im air,
oy =1 - D'(N) si N est pair.
Démonstrations.

. . . . 1208 0 c X .
(a) Pour x 3 0, introduisons la fonction définie par D(x) = Zk:l <P(‘§k') s on voit
que D est affine sur tout intervelle joignant deux entiers consécutifs.
D! (X) = 2: 1 -%; QP'(—}SE-) si x est différent d'un entier j; et, en ces points,
D! (x) = %1 0! -k-) dloli en fait D'(N) = D!(N) , et donc D(N + 1) = D(N) = D*(N).
Les formules sx:wantes se déduisent alors des fonuleo analogues pour D .
(b) Si N est impair, @l(‘g) = =1 d'ot D'(N) estdans (-1, 0); et o
qui est dans (0, 1) est bien égal & - B'(N)

Si N est pair, °Pl('g') =+ 1 d'odx D'(N) est dans (0, 1) et aN=—D'(N)

(mod 1) donne alors oy =1 - Dt (N)
4, Etude asymptotique.
LEIE 8, - Posons I = (2™, 2%, a =2(™ + 1)) (1) . Aors:
rosons & ALors
(1) a, € I y 8 est impair ;
(i1) a =a _, + 2a, o 3

(1i3) 2a _, -4a _, = (- ™

(iv) D(a,) = 3 1 + = ("%1)
a1 4 1)ﬁ+ ,
(V) Dn(an) =3 + "9" —g.om
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(vi) D est meximum sur I~ pour a 3

(vii) De méme D .

Déuonstration.

Les trois premidres affirmations se volent alsément.

De (ii) et (iii) se déduit que le nombre impalr a, est intercalé entre les nom-

bres pairs zan-l et 4an-2 o
On peut donc pour calculer D(an) utiliser le corollaire du théoréme 1 :
i
D(a,) ==5(D(a,_,) + D(a,_p) + 1)
On vérifie donc (iv) par récurrence.

Pour obtenir (v) & partir de (iv), il suffit d'affiner le lemme 1. De sa démons—

tration découle
D) =D (W) + L
n o
(on peut aussi se référer au théoreme 1)e

Pour (vi), qu'il est fucile de vérifier pour n=1 et 2 directement, procédons

encore par récurrencee

Soit donc x dans In . Si x est impair, il s'encadre entre un multiple de 4,

z , et un multiple de 2 non multiple de 4 , ¥ o Alors
1 1
D(x) =-2(D(y) + D(z) + 1) SE(D(an-l) + D(an_z) + 1)
Cela nous domne donc D(x) < D(an) en ce cass
Si maintenant x est pair,
D(x) = D(—-) < D(a,_;) <Dla,) «
Pour (vii), nous noterons 1l'identité
%) =&
Dn(A = Z(Dn-l(y) + Dn__z(z) + 1)
qui permet de procéder pour Dn corme en a fait pour D dans le paragraphe précé—
dent.
COROLLAIRE. = Pour N € In s nous svons
' . N
D(M) ¢ min(D(a) , D (a) + Eﬁ)

Ceci est 1'utilisation conjointe de (vi) et (vii).

s -
THEOREME 3 - On a

.
(a) D(W) <—-1'%§-él\-— pour N > 1

: 4
() Lin sy O -377557) =5+ 3 Tog 2 °

() 2, D) =735+ 001)
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Démonstration.
] log a
Montrons d'abord que D(N) —-3}%%51\1—2- < D(a ) - T:B'g',"n_z' , pour tout N € In o On est

amené & distinguer 2 cas :
(i) si N> a, » On utilise le premier terme de la majoration du corollaire.

(ii) si N« 8, » on utilise le second terme

log N log N
p(w) - 3 log 2 < ( ) *TnT3 log 2 °
Or la fonction x ____;_c__ __];2_%_____ est crolssante sur (2 a) CE qU& TNONe
728 3 Jog R ‘n” ?

tre uh calcul élémentaire. Cels achéve notre démonstration.

Nous pouvons maintenant calculer

log a, _n+l log 3 1 Tog(l + (- 1) L1
3 Iog 2 3 3 log 23 log 2 7°° 2n+1 ’
d'ou
| log ¥ log 3 (- 1) 1 (- -
D) =57 2S5 Tog 2% 7 5 5.1 3 Tog 2 Log(l + 1 ) s

1'égalité ayant lieu pour N = a .« hinsi, on a obtem (b) s On vérifie 1'égalité
pour N =1 . Le second membre prend ensuite des valeurs inférieures & 1, ce qui

justifie (a)e
Pour démontrer (c), nous interpolerons D(N) en posant, pour tout x réel posi-
tif,
X
29 = 5y 0Ep
comme il a été fait pour le corolleire du théoreme 2.

Cette fonction est affine sur chaque intervalle joignant deux entiers consécutifse

La "méthode des trapézes" donne exactement
(N
1 (N .y _ 1| D(N)
b ij\.-:l D(1) =5 Jg D(t) at + o -

Pour x positif, introduisons la fonction définie par n(x) =

| X

JO D(t) at , ce

e

qui donne
L8 p@ =nm 2N,

On & D(2x) = (P(x) + D(x) , d'ou

2x (X X X

I o) dt = 2 Jo D(ze) a6 = 2 Jon@) at + 2 )y oft) at .

i X X X

Mats Jg o) Gt =)y o) b+ Jig o) db=F 4 o) , avee ()] g5,
d'ou

n(2x) = n(x) 1 e () .

4 X
si oxe(@™, 2™ , alors
< 1
m(x) .-:m(—}z:) +—4-+-%%-_|;—5-,
coe avec |eii <1

b4 1
m(—z—n—) =m(§§_,:-l- +Z+%§-’
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Corme -5557 toube dans (/4 , 1/2(, on a

X X
m(ﬁﬁ:f) = 5vg < 1/4 3

par ailleurs, n -1 = E%gg-%ﬂ , une sommation sur les égalités précédentes donne
log x
m(X) :Z—]-T%-é-—z— + 0(1) )

TABLE NUMERIQUE

Teble donnant, pour les premidres valeurs de N , les discrépances D et D , la

fonction D' , les arcs o 1l'écart est maximum, et a .

a; N D(N) DY (N) mesures dec arcs
0 0 1

a1 1 1 0 0
2 1 1/2 0 1/2

a 3 3/2 -1/2 1/2

2 4 1 -~ 3/4 0 1/4 1/2 3/4
5 /4 - 1/4 1/4

E 6 3/2 1/4 /4 3/4
7 7/4 - 3/4 3/4
8 1 7/8 0 1/8 ... 7/8
9 15/8 - 1/8 /8
10 7/4 3/8 /8 5/8

a 11 17/8 - 5/8 5/8

4 12 3/2 5/8 /8 3/8 5/8 /8
13 17/8 - 3/8 3/8
14 7/4 1/8 3/8 /8
15 15/8 - 7/8 7/8
16 _L 1 15/16 0 1/16 eee 15/15

BIBLIOGRAPHIE

7
[1] BEJIAN (Re). = Sur certaines suites présentant une faible discrépence & 1l'ori-
gine, C. Re Acade Sc. Paris, t. 286, 1978, Série A, p. 135-138.

[2] FAURE (H.). = Discrépance de suites assocides & un systéme de numération, Ce Re
Acad. Sc. Paris, t. 285, 1978, Série &, p. 293-206.

[3] HABER (Se.)s = On a sequence of points of interest for nmumerical quadrature, J.
Res. Nate Bur. Stand., Sect. B, te 70, 1966, p. 127-13G.

[4] HLAWKA (E.)+ = Funktionen von beschr#nkter Variation in der Theoric der Gleiche—
verteilung, Annali di Mat., Serie 4, t. 54, 1961, p. 325=333.

[5] KOKSMA (J« F.)o = Een algemeene stelling uit de Theorie der gelykmatige verdee~
ling modulo 1, Mathematica, Zutphen, t. B-11, 1542, pe 7-11.

[6] XKUIPERS (L.) and NIEDERREITER (H.). — Uniform distribution of sequences. = J.
Wiley and Sons, 1974 (Pure and spplied Mathematics, Wiley-Interscience).



13-14

[7] TIJDEMAL (Re)e = Travail non publié [cité dans KUIPERS (L.) and NIEDERREITTER
(He) o = Uniform distribution of sequences. - New York, iley and Sons, 1974 ;
Pe 129]0

[8] VAN DER CORPUT (J. G.). = Verteilungfunktionen, Koninkl. nederl. Wet., Proc.,
te 38, 1935, p. 813-821, p. 1058-1066 3 t. 39, 1936, p. 10-19, ps 19-26,
pPe 149-153, pe 339-344, p. 489-494, p. 579-590.

(Texte regu le 29 mai 1978)
Robert BEJIAN et Henri FAURE
Laboratoire de Mathématiques
associé au Ce. No R. Se
Université de Provence
Place Vistor Hugo
13331 MARSEILLE CEDEX 3




