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DISCRÉPANCE DE LA SUITE DE VAN DER CORPUT

par Robert BÉJIAN et Henri FAURE

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n° 13, 14 p. 5 décembre 1977

1. Introduction.

L’objet de cet article est de calculer avec précision la discrépance de la suite

de Van der Corput, et d’améliorer par suite la connaissance de son comportement

asymptotique.

Il faut, à ce sujet~ distinguer la discrépance proprement dite que nous notons

D(N) et la "discrépance à l’origine" que nous notons D’ (N) . A part le fait banal
que D(N)  2D’(N) ~ nous n’avions que des résultats sur D"(N) ~
VAN DER CORPUT [8] avait démontré que D"(N) ~ ~~ ~ + 1 . HABER. [3] a ensuite

obtenu D"(N)~~-~+0(l) .
Enfin, TIJDEHAN [7] est parvenu à

Dans cet article, nous démontrons l’ égalité en ce qui concerne cette limite.

Par une méthode de descente appropriée, nous obtenons une détermination précise
de D(~) ~ soit par série assez simple, soit par des relations de récurrence

très simples~

Un résultat qui nous semble intéressant est que D(N) = (t~T) o En effet, on uti-

lise, en calcul numérique, le résultat suivant [4]) : Si f

est à variation bornée V(f) sur [0 , 1] , si (x,r) est une suite de discrépance

D* , on a

Mais en fait, quand f(0) = f(l) , on a aussi

Si on utilise la suite de Van der Corput, la précision est ainsi doublée.

Depuis le travail dont il vient d’être question, nous avons obtenu des générali-
sations dans deux directions différentes :

1° Suites associées au développement en base 2 , dont la discrépance à l’origine
est moitié de celle de Van der Corput [ij. A tout paramètre a de (0 , on fait

correspondre une suite Q dont la discrépance D’ à l’origine est faible si c~

est convenablement choisi. En particulier, pour 03B1 = 0,010011000111... , si 

est définie par a1 = 03B1 et a2n+1-j = 1 - 1 2n + pour 1  j  2n-1 , alors



20 Suites associées à un système de numération quelconque [2J. A toute permutation
a de la base ~0, i , ... ~ r-lj , on associe la suite S~ définie par

S~(n) = ~~ ~(aj)r’~~ si n - 1 = ~ a~ r~ . On obtient ainsi des suites à
faible discrépance, le meilleur résultat , connu actuellement étant acquis pour
r = 12 et oo = (17698)(23a45) (produit de deux permutations circulaires avec

Notations. -Soient x et y deux réels de (0 ~ 1 ~ ,
,Si x  y , on note (x, y( l’intervalle fermé en x~ ouvert en y , etonpo-

x est le n-ième terme de la suite de Van der Corput.

1" étant un entier naturel, on pose

Les discrépances sont définies par

La discrépance étudiée dans l’ouvrage "Uniform distribution of sequences" de
KUIPERS et NIEDERREITER [6] est ici multipliée par N .

On introduit la fonction cp de période 1 ~ définie sur (û ~ 1 ) par
o(x) = 1 - x) . 03C6’+ , 03C6’- désignent respectivement ses dérivées à droite et
à gauche.



Démonstration. - Soient a et $ dans (0 , 1) , notons x le plus petit ter-

me supérieur ou égal à on procède de même pour définir y à partir

de 03B2 . Il en résulte que

Etant donné que x-a et y -- N varient dans (0 , nous avons

On en déduit le résultat pour D(N) .

Si a ~ 0 ~ alors x = 0 , et on en déduit le résultat pour D (N) .

2. - Soit N > ~ et n tel ue N ~ 2n .

Soient x et y deux points de la séquence 03C9 . Alors

Démonstration.

Mais il est clair que

D’où

Par ailleurs, on a

D’où

Le rapprochement de (i) et (ii) donne le résultat.



Il résulte de la définition de la suite de Van der Corput que

d’où

et le lemme 3 résulte de l t équivalence

LEMME 4.- Soit N  1 et n tel que N  2n . On pose N’ = min(N , 2n-N) .
Pour tout x ~ y il x’ ~ y dans
(- 1 ~ 0~ 1) vérifiant . 

’ ~"

Démonstration.

Premier cas : = N . - Suiv ant que x app artient ou no n à 03C9n-1 , o n pose
xt = x ou x’ = x +1 2n . n...

à 

De même, on pose y t = Y ou = Y de Sorte que x t et y r appartiennent
à 03C9n-1 et

D’où

Posons a=x ou a=x + -àr. suivant que x appartient ou non à 



définit b de manière analogue Alors :

Démonstration.

,Si N = 2n , les deux membres de cette inégalité sont trivialement nuls.
Procédons par récurrence sur n .

Si n = 0 , alors N = 20, et on est ramené au cas précédent.

Supposons l’inégalité vraie jusqq’à l’ordre n - 1 .

Soient x et y dans 03C9n , et ÎI tel que 1  fI  2n . D’ àprès le lemme 4, il
existe x’ et Y’ dans à>~_~ tels qUe .

avec N’ = N) . On a 1  2n-1 , et l’hypothèse de récurrence
donne

Il en résulte que

6. - Soient n et tels que 1 ~N~2"  Alors il existe x dans n
vérifiant



Démonstration.

Si il = 2n , tout point x de 03C9n convient.

Procédons par récurrence sur n.

Pour n = 0 ~ N = 2 ~ et on est ramené au cas précédent.
Supposons la propriété vraie jusqu’à l’ordre n - 1 .

Soit N tel que 1  N  2~ ~ et posons N’ = N) . Alors 
’

1  N~  2~"~ . D’après l’hypothèse de récurrence~ 11-existe x’ dans c véri-

Montrons que, pour tout x’ dans on a

En effet,

On en déduit l’égalité (i).

ce qui est différent de E( (0 , 1 - x’ + £fi-( , N , 03C9n) . Dans ce cas, il suffit de

poser X * 1 - X’ + £§r .
THÉORÈME 1 . - Soit , la fonction de période i , définie sur (0 , 1 ) par

ç (X) * &#x26;in(X , 1 - N > 1 , °n a

Démonstration. - Soit n un entier tel que ~~  , 2 ’ .

Diaprés les deux lemmes précédents, on a

c’est-à-dire 03A3nj=0 03C6(N 2j) = Dn(N) = Dn(N) . Lorsque n augmente indéfiniment, Dn(N)

et D (N) ont pour limite 03A3~j=0 03C6(Nn2j) , et, d’après le lemme 1, cette limite est

aussi 
n 

D(N) et D~(N) . 
J~



COROLLAIRE. - Soit il , 1 . On a les relations

Démonstration.

1 , ,(2N + 1) = i et 03C6(2N 2) = 2) = o , et la relation à établir
devient

Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout ~ > 2 et tout 1 ,

posons 2N+ 1=2j q+ r , avec 0 r2j . D’où 1 2j  r 2j  1 -1 2j ; posons
x =~-~-1 ; alors (x) = r/2’’ et la relation (l) s’écrit

l’inégalité précédente prouve que jx) - § et (x) + /fr sont simultanément dans

(0 , 1/2) ou ( 1/2 , 1) suivant que (x) est inférieur ou supérieur strictement

à 1/2 . On en déduit la relation (1 ) car 03C6 est a.ffine sur ces intervalles.

Remarque. - La table numérique à la fin de l’article donne les premières valeurs

de 

3 . Etude de s arc s do nnant la di scrépance .
~---.. ~

LEMME 7 . - soit n > 1 et il tel ue i  N  2n . Les x dans Î tels ue

E((0 , x( , >1 , 03C9n) = sont ceux pour lesquels il existe une suite finie

(ek)1kn , Ck { - , + } telle que

Démonstration. - Pour N = 2n-1 , seuls les points de w » 03C9n-1 conviennent, et
n n-.1

i= énoncé est donc vérifié dans ce puisque la formule donne (mod 1)

Procédons par récurrence sur n .



1~ Pour n = 1 ~ la propriété est vraie diaprés ce qui précède.

Supposons la propriété vraie jusque l’ordre n - 1 ~ et montrons-la pour n . Soit

donc N tel que 1  il  2~ ~ et posons N~ == 2~ - N) . Alors

1 ~ 2~ . 
’

Le cas N == 2 ~ étant déjà traitée on peut supposer N ~ 2~’" ~

2° Notons L (N) l’ensemble des x dans 03C9 tels que E([0 , x[ , N , 03C9n) = Dn (N)
et montrons , dans un premier temps, que x est dans L (N) si, et seulement si,
il existe x’ dans L~(N’) tel que x== (x~ ~~)~’(~) (mod l) .

On a vu au lemme 6 pour tout x’ dans 03C9n-1 , on a

Alors, si x est dans L (N) , x’ = x03C6’ (N 2n) +2014 est dans 03C9n-1 (car x n’est

pas dans 03C9n-1) et vérifie

car

On a donc montré l’une des implications.

Pour l’autre, toujours d’après le lemme 6, on montre que si x’ est dans 

alors x = (x~ --~-) (p~(~-) est dans L (N) .En effet, diaprés (i) et (ii), on a

et on conclut comme ci-dessus* 

3~ Toujours dans le cas 2~" ~ montrons à présent la propriété de récurrence
à l’ordre n .

Supposons x = L (N) et montrons existe suite (en) . ~
f- ~ +) ~ telle que 

’ ’

D’après 2°, il existe x’ e tel que x= (x* -~s-) ~’(~r) ~ et d’après
l’h:ypothèse de récurrence, on a donc x* = - 1 2k ça’ (N’ 2k) (mod l) . Mais



la formule est donc encore vérifiée*

En appliquant (iii)~ on a alors x = - !~ ~- (~) (mod l) ~ avec en arbi-

traire dans (~~ +j .

Inversement, si on aune suite (ek)1kn telle que ..

posons x~ = x (p*(~r) + -55- ~ et montrons que x’ est dans L ~(l~) * Alors d’après
2~ on aura montré que x ~ L (N) .

Notons que (p~ (-~-) cp’(7~r) =1 ~ puisque N est différent de 2 et 2" .

Avec (iii) on obtient donc x’ == - 03A3n-1k=1 1 2k m’ (N’ 2k) (mod l) ; diaprés
l’hypothèse de récurrence x’ ~ L n-1(N’) , ce qu’il fallait démontrer.

THÉORÈME 2. Soit N  1 . Les 03B1 dans [0 , l) tels que E([0 , 03B1] , N , o))=D(N)
sont ceux pour lesquels il existe une suite (~k)k~N* , ~k ~ {- , +} , telle que

Démonstration.

Soit une suit e à termes dans £ - ~ + ~ et soit

Mais il résulte du lemme 1 que D (N) = + N 2n et, par ailleurs,

Inversement, soit OE e (0 , 1 ) tel que E((0 , OE) , N , 03C9) = D(N) , et soit n

tel que >1  2n . Alors OE ~ 03C9p, sans quoi, sans changer à( (0 , Ci) , ?I , v;) , on. n

pourrait diminuer N03B1 et donc augmenter l’ écart, et OE ne réaliserait plus D(N) .

Posons alors x = cy + £r ; x est dans Î et

d’où x E L ~~~~~ ~ et diaprés le lemme 7 s il existe une suite i telle queU " 



Par suite

et, par passage à la limite sur n ~ on obtient ce qu’on voulait démontrer.

Remarque. - Si 203BD est la plus grande puissance de 2 divisant le nombre

des arcs (0 ~ Ci) qui conviennent est 2v 9 voir la table pour les premières va-

leurs de N .

COROLLAIRE (Formules génératrices). - Soit 0 . Posons

Alors :

(b) Si 03B1N désigne celui des 03B1 que donne la suite ~k = + , pour tout 
on a

Démonstration.

(a) Pour 0 , introduisons la fonction définie par D(x) == ~~ cp~) ! on voit
que D est affine sur tout intervalle joignait deux entiers consécutifs.

DI (X) = ~_. -~ (p’(w-) si x est différent d’un entier ; et, en ces points, .

=1~~ ~(~) ; en fait D’(N) == 

Les formules suivantes se déduisent alors des formules analogues pour D 

(b) Si N est impair, (p~(~) = - 1 d’où D’ (N) est dans (- 1 ~ 0) ; et 

qui est dans (0 , 1) est bien égal à - Q’(N) .

Si N est pair, ~(~) = + 1 d’où D’(N) est dans (0 , 1) et = - D’(N)

(mod l) donne alors o~r = 1 - D’(N) .

4. Etude asymptotique.



(vi) D est maximum sur I pour a ;
...._._....~ n - n

(vii) De D ..~..........~....~.._ n

Démonstration.

Les trois premières affirmations se voient aisément.

De (ii) et (iii) se déduit que l e nombre impair s’n est intercalé entre les 

bres 

On peut donc pour calculer D~a ) utiliser le corollaire du théorème 1 :
n

On vérifie donc (iv) par récurrence.

Pour obtenir (v) à partie de (iv), il suffit d’affiner le 1. De sa démons-

tration découle

(on peut aussi se référer au théorème 1).

Pour ’ qu’il est facile de vérifier pour n= 1 et 2 directement, procédons

encore p ar récurrence.

Soit donc x dans I . ,Si x est impair, il s’ encadre entre un multiple de 4 ~
n

z , et un multiple de 2 non multiple de 4 ~ y. Alors

Cela nous donne donc D~x) . D(a~) en ce cas.

Si maintenant x est pair,

Pour (vii), nous noterons l’identité

qui permet de procéder pour D comme nn a fait pour D dans le paragraphe précé-
n

dent.

COROLLAIRE. - Pour N nous avons

Ceci est l’util isation conjointe de (vi) et 

/ ’

v 3 .



Démonstration.
’ 

lo~ , iog a
que D(N) - 0  D(an) - n 3 log 2 , pour tout N ~ In . On est

amené à distinguer 2 cas:

(1) Si N  a , on utilise le premier terne de la majoration du corollaire.

(ii) Si N  a , on utilise le second termen

Or la 2014- 2014 - ~ ~ -~ est croissante sur s~) ~ ce que mon-

tre uh calcul élémentaire. Cela achevé notre démonstration.

Nous pouvons maintenant calculer

d’où

l’égalité ayant lieu pour N = on a obtenu (b). On vérifie Inégalité

pour N = 1 . Le second membre prend ensuite des valeurs inférieures à 1 , ce qui

justifie (a).

Pour démontrer (c~ ~ nous interpolerons D(N) en posant, pour tout x réel posi-

tif,

comme il a été fait pour le corollaire du théorème 2.

Cette fonction est affine sur chaque intervalle joignant deux entiers consécutifs.

La "méthode des trapèzes" donne exactement

Pour x positif, introduisons la fonction définie par m(x) = 1 x x0 D(t) dt , ce

qui donne



par ailleurs, n .. 1 = x une soumation sur les égalités précédentes donne

TABLE NUMERIQUE

Table donnante pour les premières valeurs de N , les discrépances D et D* , la
fonction D’ , les arcs où l’écart est maximum, et a .

des arcs

0 0 1

a1 1 1 G 0
2 1 1~2 0 1~2 t

a2 3 3/? - 1~z 1/2 j4 1 3/4 0 1/4 L/z 3/4 I
a 5 7~4 - 1~4 1~4 !
" 6 3~z 1/4 1/4 3~4 

,

7 7/i - 3/4 3/o 8 1 7/8 0 1/8 ... 7/8
9 15/8 - 1/8 1/8
10 7/4 

i 
~ 

3~8 ~ 1~8 ~~8

a4 11 17/s ~ -5/8 ~ 5/8
iz 3/z 5/8 i 1/s 3/~ ~/a 7/8
13 17/8 ~ - 3/8 .3/8
14 ~ 7~4 l 1~8 ( 3~ô 7/8
15 15/8 ’ - 7/8 ~ 7/8
16 15/ 1 15/16 0 1/16 ... 15/16
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