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FRACTIQNS CONTINUES ET POLYGONES RéGULIERS

par Michel WENDES FRANCE

1« Introduction

Cet exposé a pour but de préciser le théoréme suivant de DAVENPORT [2].

THEORE:E Q. = Soit € un nombre irrationnel, et soit p wun nombre premier. L'un

au moins des nombres

2 1 2 -1
p §.§..§+-5.§+;,---.§+*’T

admet une infinité de quotients partiels supérieurs ou égaux a p - 1 »

Notre théoréeme 2 ci-dessous montre qu'on peut ignorer le terme p2 g€ en sorte

guton a l'interprétetion géomeétrique suivantes

Soit P un polygone régulier 3 p cOtés,dessiné cdans le plan sur lequel un repe-
re des angles est donné. On prend pour unité d'angle l'angle plan: (1'angle total,
l'angle qui recouvre le plan)e Si l'un des sommets du polygone a un argument irra-—

tionnel, alors il existe un sommet dont l'argument posséde une infinité de quOtients
partiels > p -1 .

2+ Les résultats
~WV\~VWVWV

Soit € un nombre reel, et

. - T / % / 1/
g = CO(S) + /C,“(g),‘ + /Cz(g) H eee + /Cn g) + eee

son développement en fraction continue. Si € est rationnel, le développement se

termine au rang s par exemple. Si s > 1 , on supposera toujours cs(g) 22 sauf

mention contraire. Le nombre s (profondeur de E ) est noté Y(E) o

A tout nombre réel € , on associe de fagon "canonique" la suite finie ou infinie
des quotients partiels.

N
c(g) = (C‘]'<§) ;. 02(5) g oee g Cn(:g) " ooo) G’I:L'v .
Soit k > 1 un entier. On pose

I'(ky,€)={n=>13 cn(g)' >k} .

Le théoréme O de Davenport affirme que certzin I(k , g) est infini. On précise

ce résultat en étudiant card(I'(k , €)) et la densité supgrieure

. 1
6*(I'(k 4 €)) = lim SUP ., = ceard{m € n ; cm(g) >k} o
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Quand la densité existe, on remplace le symbole &% par § e«

THéORENE % — Soit € un nombre rationnel, et soit p un nombre premier. Alors

1 a i
ZS;O card I'(p - 1, € + -}-)-) ;-2-Y(.pg). L

CORDLLAIRE. — Quels que soient le nombre rqtionnel € et le nombre premier p,
il existe un nombre entier a € {0, T, «.o 4 p —1} tel que

1.
card T(p -1, € + %ﬂ ;,55 ¥(pg) = T

/7 N
THERREME 2, -~ Soit € un nombre irrationnel, et soit p wun nombre premier.

Alors

Ll . a 1, R 1+ -1 ‘
o8 Tle =1, 5+ '15—) 23T+ o Togp) O o= (2 log '_2'&) = 1,089 oo

La borne inférieure ne peut 8tre remplacée par (p/log 2) log(l + 1/p - 1) .

COROLLAIRE. - Quels gue soient le nombre irrationnel £ et le nombre premier p ,
il existe un_entier a € {Q, T4 eeo 4 £ = 1} tel que

i
4p(1 + o log p)

6* T(p =1, 8+32) >

Par ailleurs, pour tout entier be {0, 1, «su , p -1},

b 1 1 -1
8* T(p~1, € + ;) < 33575 log(1 + o= 1) < ((p-1) log2) .,

3. Démonstration du théoréme 1.

Soit £ € 3’, et soit p ummombre premier., Soient a1/qm . a2/q2 y ooe as/Cl.s
les convergents. d& p& . Ainsi s = ¥Y(pE) et as/q_ = pE , (ai , qj) =1 pour

s ,

. . 2
3= 142 eee s s Onseit aue g - (a/q ] < 1/d; .

Soit A ={t<n< ¥(pg) 3 p divise qn} « Comme Qqn ’ qn+m) =1,

card A < [¥(pE) e)y
Soit

B:.= {1 2.2 g oo , Y(PE) - 1} \A.

y = card B > ¥(pg) - 1 - [% ¥(pe)] »
Soit n € B « Alors (qn » P) =1 ; il existe donc bn € {0, 14 eeo g p—1}
tel que a, = b, q (mod p) «
Soit be {0, 1, «eo 4 p=1} « On définit
=1 = b} .
B(b) = {n € B [bn b}
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i
Alors Zg;) card B(b). = card B .
A tout n € B(b) , on fait correspondre r €Z tel que (xh , qn) =1 et telque
a, = bqn + PL_ - Ainsi
T
n 1
i< .
pd,  Ba
La fraction rn/qn apparait donc comme un convergent de E - b/p , le m-iéme par
exemple. Donc

g - 2-
p

S -
Cm(s~p)'ap—1 .

Ltapplication n#> m , définie de B(b) dans T'(p -1, € - b/p), est injective
donc

card I'(p - 1, € = b/p) > card B(b) «
Par sommation sur b , on obtient

-1
ZS=O card I'(p = 1 , g = b/p) > card B 2,% Y(pg) -1

Le théoréeme 1 est aliors établie. Le corollaire est immédiate

4, Trois lemmes.
MM’\I\NWVW

La démonstration du théoréme 2 repose sur trois lemmes. Donnons tout dtabord une
définition. Ainsi qu'on 1'a dit au paragraphe 2, & toyt g € R, om associe la suite
#s¥8 quotients partielf.

6(8) = (c4(E) » cp(E) 4 wee) € L

Dans NE on définit la distance d g

(Xq 9 X5 9 ese)
Y = (\Y1 9 Y2 ’ "')

X

-1
d(x , y) = (SUP{H‘E‘E X FYg e X =’Y2 9 see xn = Yn})
ou+ o si x, Ay, (voir 31).

On vérifie aisément que si a/q est un convergent de € , alors

a a -1

d(c(g). » c(®)) = (¥(2) =€), £ =04 1,

q q
Ce résultat se généralise sans trop de peine.
IEM:E 1o - Soit u> 0, et soit y(u) =1 si w<1 et

v(u) =4 + [£99-2] si u>1.,

log 2

Si Y(ﬁ) > y(u), alors
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€ - 2] <% = aele) 4 (@) € (@) - @) .
q q q ol
La démonstration est laissée au lecteur (voir toutefois [6]).

LEMVE 2. = Soit k> 1 un antier. Alors

o ¥ (ke) 1 . 1 +./5 v+l
Lim 1an(§)~m ¥(E) Z 2(1 + o log k) %% ¢°< (2 log( ;- )7* *

La démonstration du lemme se trouve dans [3].

LEMME 34 - Pour presque tout € ,

1 i 1.
6 r(k 9 §) - log 2 109(1 + k)’) < k log 2 .

La démonstration est classique, et se trouve par exemple dans [1], page 45,

S« Démonstrstion du théareme 2,
Soit E wun nombre irrationnel, et soit gv = Av/Q un convergent de g . Pour
Y
tout be’l s

G I O ) W [y R LB
g +2) - (g, *+2 1= l¢ gvlsQ% =

Dtaprés le lemme 1, les quotients partiels de € + b/p et de g, * b/p coinci~

2 Y
dent au moins jusqu'a l%ordre Y(gv + b/p) —vy(p ) « D'aprés le théoréme 1,

1 1 .
Zg:o cerd I'(p - 1, gv + iﬁ > §~YQp§v) -1 e
On divise les deux membres de 1'inégalité par Y¥(E ) = , et on fait tendre v
v
vers 1'infinie On obtient
Y
(pg. ) N 4 .
v ‘i’(g;) Z 4(1% + ¢ Log p) *

La seconde partie du théoréeme découle du lemme 3. he corollaire est immédiat.

Zgj) 8* T(p -1, ¢ +%)‘>%lim inf

Te Remarque finales

Notre corollaire du theorem& 2 n'est pas $aRs rappeler un résultat analogue de K.
MAHLZR [4] relatif au développement décimal. Quel GuUe soit le nombre irrstionnel

21 , .
€ o il existe un entier a , 1 <axg 10 tel que le developpement decimal de ag
contienne une infinité de fois tous les chiffres O, T, «.. , 9 « La borne 1027
nd peut 8tre remplacée par 108 (Le dernier point est trivial : considérer
£ =2

Le premier multiple de € qui contient toutes les décimales ure infinité de fois

< -n!
n=1 10 .
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est ag , ou a = 123456789 > 108). Il va sans dire que le résultat de MAHIER est

beaucoup plus difficile que le ndtre.

(1]
(2]
(3]
(4]
(5]

(el
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