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SUITES COLOREES
par Michel WALDSCHiiIDT

(d'aprés Ge V. CUDNOVSKLI [33)

le Introductione

En 1949, Ae Q. GEL'FOND [4] a créé une nouvelle méthode qui permet de démontrer
1'indépendance algébrique de certains nombres. La base de cette méthode est un cri-

tére (voir § 2 ci-dessous) coernant les suites d'approximations digphantiennes d'un

nombre complexe ; ainsiy, si § est un nombre complexe tel qu'il existe une suite

(Pn) de polyndmes non nuls de Z[X] verifiant

~

log|P_(8)| < - én° 5 deg P <n, logH(P)<n,
alors 0 est algébrique (et les Pn(e) sont nuls).

On souhaiterait agoir un critére analogue en plusieurs variables (pour simplifier,
nous ne considérerons que 2 variables).

(1) Si G4 9 6, sont deux nombres complexes tels qu'il existe une suite de po-

lyndmes non nuls Pm € Z[XT ’ x2] , avec deg Pn <n, log H(Pn).s n , et dont les
valeurs au point (91.9 32) sont suffisamment petites, alors 64 9 65 sont algé-
briquement dependants (et les nombres Pn(;:,11 » 9,) sont nuls).

Un tel énoncé n'est pas vrai sans hypothéses supplémentaires, comme le montre le
résultat suivant de Je Ve S. CASSELS (cf. [3], I, lemme 0.4).

LEMME 1.2+ — Pour toute fonction monotone croissante ¢ : R ~>:5* s il existe
une constante C > O et deux nombres complexes g0 02 , algébriquement indépen—

dants, tels que, pour tout H > C , l'inéquation

l2g, + ke, + c| < exp{— ()}

ait des selutions (2 4, b, c) € 2 avec

0< max{\al , lel ‘c\} <H.

De BROVWNAGELL (2] a eu 1'idée de combiner la démonstration du lemme de Gel'fond
et la notion, due & S. LANG, de type de transcendance ; il démontre sinsi (1.1) en

supposant que 84 @ un type de transcendance inferieur ou égel a T 4 et

. T {~ ~ - -
llEaM n lOngn\.u‘}! ? t.:z)l = 2 e

Ce critére de Brownewell (§3) a ¢té amélioré per Ge V. CUDNOVSKLJ [3] qui rem—

place 21 par T + 2 , grice aux "suites colorses". Nous démontrons ce résultat



1=
de Ge. V. 6UDNOVSKIJ’au.§4, a partir d'une traduction de l'article original en rus-
se [3] qui m'a été aimablement communiquée per D. BRCWNAIELL.

2+ Cas d'une variable j; le critére de Gel!fond.

L e e e o e et e e e e Y

Soit ¢ wun nombre complexe. On se propose de minorer les nombres P(5) , pour
P € 2[X] , en fonction de la taille t(P) = deg P + log H(P) du polyn8me P , ol
deg P est le degré de P , et H(P) sa hauteur.

(a). Si o est algébrique, on a, quand P(g):# 0 ,
(241) log|P(c)| 3 —cot(P) ,

ou ¢ >0 ne dépend que de €

Pour démontrer (2e1), on utilise généralement 1'inégalité de la taille ; on

obtient ainsi :

P(o) | 3 WM (n + 1) (A=) pNdge | gy=det

ou M est le degré de P , et H sa hauteur, d est le degré de 6 , et h sa
hauteur.

Il est trés instructif de démontrer (2.1). en considérant le résultantdu polynéme

P et du polyndme minimal Q de § sur Z ; ce résultat est un entier rationnel
non nul majoré par

alete) | jigf™ 1A%

ol ||+l est la norme euclidienne ; ainsi

1Po) | 3 oo w4 1)~laT)2 (g g2

(b) Supposons maintenant ¢ transcendant. D'abord, par le principe des tiroirs,

si N et H sont des entiers positifs, il existe un polyndme non nul P € Z[X] ,
de degré < N et de hauteur < H , tel qGue

(242) |P(e) s,jf Hf(N~4)/2 eNQmax{l ’ |6|})N .

Cette inégalité (2.2) montre qu'on ne peut pas souhaiter mieux Gue 1l'énoncé sui-—
vent 3

(243)-S1L 9 est un nombre complexe, pour tout polyndme non nul P € Z[X] , on a
1ogiP(6) ] »-c.t(P)” ,
oi ¢ ne dépend que de 3 .
Malheureugement,cet énonce (2.3) est faux : pour toute fonction croissante
+ 3 R =R
- ’\f*‘

~t

il est facile de construire un nombre ¢ € C tel que le systeme
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0< |® —pl| < exp{~ §(a)}

ait une infinité de solutions P/q € Q « Par conséquent, il n'existe pas d'estimg-

tion unifedme analogue a (2.1) dans le cas au & est transcendante

-

Néanmoins l'énoncé (2.3) est valable pour presque tout © € C , et, d'autre part,
les nombres transcendants "usuels" (e , m , log2 , e" ,‘...)'Vvérifkant des pro—
priétés analogues a (2.3) (plus precisément pour ces nombres on doit, actuellement,
remplacer l'exposant 2 par 3, 2 +¢, 3 +¢, 3 respectivement). Clest
pourquoi S. LANG a introduit la définition suivante.

DEFINITIONs — Soit T wun nombre reel positife Un nombre 9 € C a un type de
transoeendance inférieur ou égal & T s'il existe une constante ¢ =c(t 4 0) > O

telle que, pour tout polyndme P € Z[X] vérifiant P(g) # O , on ait s

log|P(6)| = = cet(P)T &

Ainsi on a T = 1 pour un nombre algébrique (d'aprés (2.1), T >2 pour un nom-
bre transcendant (d'aprés (2.2)), et nous avons vu qu'il existait des nombres com-—

plexes ayant un type de transcendance infinie

Nous avons dit que l'énoncé (2.3) €tait faux en toute géneéralite. GEL'FOND a mon-
tré que, 0 € C étant donné, les polyndmes P € Z[X] qui ne satisfont pas (2.3)

sont relativement rarese. Plus précisdment 3

(2+4) CRITERE de Gel'fonde —Soit 9 € C ; soit t, une suite de nombres réels

positifs, avec limhdr t, = +e= ; soit (Pn) une suite de polyn®mes non nuls de

=

2[%] , avec t(Pn) < t_ .« On suppose

(2.9) 1oglpn(a),| <=3t max{t 40t st ).

Alors G est algébrique, et Pn(e) =0 pour tout n tel que t >2 .

Dtautres formes de ce critére se trouvent dans [4], chape III, §4, lemme 7, [5],
lemmes 6 et 6', [1] théoréme 1, et [6], chepe 5 (en partieulier exercice 5e4(a))e

Des références supplémentaires sont indiquées au §9.5 de [6].

Schéma de la démonstrztion du critére (2.4). — La démonstration se fait en 3 éta-

PESe

(a) On montre l'existence d'un diviseur Qn. de Pn s puissance d'un pclyndme
irréductible tel que

lOngnC6)| < -»Ztn max{‘l‘.n__1 ’ tn ’ tnfﬂ} .

De plus, eomme Qr divise Prl ’
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(b) Le résultant de Qn et Qn+1 est un entier rationnel, dont la valeur abso-

lue: est majorée par

t £
max{ Q@) | 4 @ (&)1} x (¢ + ¢ ol ®hQ_ 4 <1

dés que

e tr+tn+1!
+t +1 < (‘5)

tn n !

' Y 3 -
clest-d~dire t +t ., >3 (disons n > n, )e

(e) Ainsi, pour tout n > my Qn est puissance d'un polyndme irréductible R

ne dépendant pas de n j écrivons Qn = an s alors

1 tn tn.-w
loglr(e)| = ——loglQ_(6)| ¢ —2 B—1%,
N 9
et q <t ; ceci montre que R(g) =0 , donc Qn(e) =0 pour tout n>n, .

Seul le point (a) mérite quelques explications supplémentaires. La majoration de
“Qn“ se déduit du lemme suivant.

LEMME 2.6. = Soient P1 s P, deux polyndmes de C[X] ; alors

PRl < 2572410, By

eu 6 gest le degré de P, P, .
Comme
H(P) < ||P! < H(P).(1 + deg P)¥ ,
et que
1 1
26'%-(‘_1' +§)2 < -29-- e® pour tout entier § >0 ,

on en déduit

1P +IP5]] < Svexp t(P, . By)

et
L'existence du polyndme Qn résulte du lemme suivante.

LEMME 2.8. — Soit ¢ € C ; soit P € Z[X] un_polyndme de tsille t , et soit

A=3 _g_n nombre réels On suppose

, 2
logiP(e) | € = at

Alors il existe un polyndme Q , divisznt P St puissance d'un polyndme irrcduc-
tible dans Z[X] , fel cue logla(c) € =(» = 1)t" .
(On utilise ce lemme avec A =3 mex{t_ _; » tn s tns1}/tn o)
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Démonstration du lemme 2,8+ Utiliser le lemme 3de [1], ou bien choisir x1=h2=1t/d
dans le lemme 5.3.5 de [6]+ Le lemme 2.8, sous sa forme primitive, est dd a A. O.
GEL'FOND ([4],. chape III, § 4, lemme VI) ; la démonstration de GEL'FOND contient

des idées tres originales qui sont a la base de la démonstration du critere de Cud-
novskije

Remarque 2% - On peut montrer, en suivant [1], que sous les hypothéses du cri-
tére (244), on a Pn(o =0 pour tout n .

Remarque 2+10e — On vérifie facilement que l'hypothése (2.5) peut &tre remplacée
par

log|P (6)| < =6, t —max{s _, t +6, %t 4326 t 36 t

n n n-1 n n n vnkt + 5n¢1 tn} ’

el 8, désigne le degré de Pn .

3. Le critére de Brownawell.

Comme 1'a remarqué D. BROWNAWELL, on peut remplacer, dans le critére de Gel'!fond,
ltanneau Z par un anneau A , a,condition de savoir minorer les éléments non nuls

de A . Pour A =‘%[91J s OU &4 aun type de transcendance. < T , on obtient 1'é—
noncé suivant ([2] theoréme 4.3).

(3e1), CRITERE.de Brownawelle - Soient T un nombre réel positify et 04 un nombre

complexe de type de trgnscendance inférieur ou égal a8 T « Il existe une constante

c, = C1(T , em) > Q avant la propriété suivante

Si 02 est un nombre complexe tel qu'il existe une suite (tn) de nombres reels

positifs et une suite (Pn) de polyndimes non nuls de Z[X1i s X,] » vérifiant

lim X+ =+ =
D n

t(Pn) < tn ’

et
(3.2) lealP (54 » €5 SCietlamax{t] 1 » t] » t] 4} »

alors ¢, 2st algébrique sur Q(¢,) , clest—a-—dire ¢, et e, sont algébrique-
ment dépendants.

(La taille t(P) de P est définie par t(P) = deg P + log H{P) , ou deg P
est le degré totzl de P ).

Schéma de la démonstration du critére (3.1)e

(a) Il existe un divissur Qn de Pn, puissance d'un polyndme irréductible dans
Z[X. X2] tel que
e ’

Q) < 2t



R1=-06
et

C
_ 1 .T T T T
loglQ (84 » 8) | € = ZetTemax{tl . , 7 , £ .} »
(b) Le résultant de Qn(i-)1 » X;) et de Qn*1(91 s X,) par @apport a X, est

un élément de Z[ehj s de taille majorée par 241:n t

net ? €T de valeur absolue

majorée par

max{ lQn(01' 9 e2)| ¢ IQn+1 (Bm 9 62)l}’exp(2t(\Qn)t(Q\n+1)), [ ]

Si C1 est chasi suffisamment grand, comme e1A & un type de transcendznce
ce résultant est nul.

<7

-~ 9

q
3 0y - n
(c) Soit R € Z{64 » X,] tel que Qn(em )y X)) = R(G,L » X,) o Alors a4, < 8

et
27
C, t C
_ 1 ™n Y 2=
109'3(91' [} 62)| s v ._qn S - —2& n .

Comme 7 > 1 , on en déduit R(e1 ’ 92) =0 .

Remarquons que le type de transcendance a été utilisé non seulement dans la pare

tie (b), mais aussi dans la partiz (a), pour démontrer l'analogue du lemme 2.8. 3
deux variables (cf. [2] lemme 4.71)e

Remarque 3.3« - On peut remplacer l'hypothése (3+2) par

L3 . T
LeglP (84 » 0p) | < = Cylmax{o, 4 b, +6n t 458, % 56, t 4 +6 41T,
ou 5, est le degré ftotal) de Pn .

v

4, Le critére de Cudnovskije

L'énoncé du théoréme principal de [3] est le suivante

(4.7%) CRITéRE de,éudnovskii, —Soient T un nombre réel positif, et e, un nombre

complexe de type de transcendance inférieur ou égal & T . Il existe une constante

C, = 02(7 ’ 91) > Q ayant la propriété suivantee.

Si 6, est un nombre complexe tel qu'il existe une suite (Pn) de polyndmes non
nuls de Z[X1 ’ XZ] verifiant

t(Pn) <n

T+
log‘Pn(91 ' 32) <-GCGn s

alors 54 9 8, sont algébriquement d<épendantse

Nous allons présenter une démonstrztkon de ce critére légerement plus simple que
celle de [3] : pour cela, nous zllcns nous ramener au critére (2.4) de Gel'fond.

La proposition suivante forme lfessentiel de cette démonstiration.
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PROPOSITION 4.2, — Soient 81 9 see s eq des nombres compkxes algébrigquement in-

dépendants , (tn) une suite croissante de nombres réels positifs, (Pn) une.

suite de polyndmes non nuls de Z.'{_)(‘L s evs o Xq] s 2t y 3 R —>B& une fonction

monotone croissante. On suppose

limM t, =+,
(4e3) lim q,(n)/tnﬂ to 2 300(2q + 3)
t(Pn) < tn ’
et

l°9lpn(e1; 3 ece eq) < "'1‘,'(“’)- .

Alars il existe une suite (hk) de nombres réels positifs, une suite (Nk)

strictement croissante de nombres entiers positifs, et.une suite (Rk) de polynd-

mes non nuls de Z[X-~1I s oo o Xq-m] s telles que, pour tout k suffisamment grand,

xk < 3tN +1| !
k
t(Rk.) < 18.‘tN +1\o)\k 9
k41
et
1 M
10g[Ry (04, 4 +ee 1 0q )| S = o554 (N, = 1')"NCN )

k+1

Comme on s'en doute en comparant le cas q = 1 avec le critére (2.4) (et la re-

marque 2.10), cette proposition 4.2 peut &tre raffinée. Mais ici, un tel raffine-
ment n'est pas utile,

Démonstration de la propocition 4.2 (d'aprés [3])e — Nous allons effectuer cette
démonstration en 4 étapes.

Premiére ¢tape (suite colorée). - Nous montrons l'existence d'une suite (Qn) de

polyndmes non nuls de ‘ELX1 g eee Xq] vérifiant, pour tout n suffisamemt grand,

t(Qn) < 3tm_

1
et
1
10g]Q (64 » «oe 4 3 )| < —y(n) ;
de plus

- ou kien Qn est puissance d'un polyndme irréductible,

- ou bicn Qn est premier 3 Qn_1 et 3 Q

n+1

Pour cela, nous colcrens la suite des entiers naturels de la maniére suivante :
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un entier n > O est bleu s'il existe un facteur Qn de Pn s puissance d'un po-
lyndme irréductible dans ‘E[X1 g see Xq] y tel que

1og|Q (84 5 see s 8 )l < = 2¥(n) 3

ﬂ.—x

un entier n > O est rouge sinone.

Montrons que, si n est rouge, il existe deux diviseurs P£1) et PSZ) de Pra
premiers entre eux dans Z[XT y see Xq] y vérifiant

(4.4) log|P£i) (em y see o eq)l < - %ﬁ(n) (1=1,2).

Pour cela, om: décompose Pn en produit de puissances de polyndmes irréductibles
deux-a-deux distincts

P =P co e ¥
Ny

n Nyl h?

avec
lpn’»];(e‘]; g oo sleq)‘ S eve £ lpn,h(e‘l. y cee eq)‘ .
Soit j wun entier, 1< j< h, tel que
(445) [P, (6408 ) = Py 5(04 ym 0)] <P
et

n,j+1 (~e 1 9 eq) haad pn,h(91 M 3 eq)‘

|pn,1(‘e1.7"96q) o pn,j——1.(‘e1i k A ] eq)| > lpn,j(e1 [ e 7 Oq) hld pn‘h(e1 [ Mad ] ‘:‘)q)| L]
Comme n est rouge, on a
1
log\Pn’j(e1 9 cce eq)‘ > —ﬂ(n? .

Or, on déduit de (4.5)

1
IPn’1(e1' boeee 0 8g) wee P (6 s ey eq)l < exp{~5¢(n)} ,
d'ou
P18 5 eve s 8g) wee By s g(eg s ee s 6| < o= 3 4(n))
On choisit p(‘I!) =P ees P . et p(2) =P . ®ce P H alors (4-4) est
n n,1 nyj—=t n nyJ n,h

vérifiée

Construisons maintenznt Qn par récurrence sur n (en partant par exemple de
QO =1 )e

Supposons QO s oo Qn—1 construits. Si n est bleu, alors Qn existe, et

1'inégalité t(Qn) < 21:n résulte de (Z2.7) (qui est encore vrai & plusieurs varie-

bles)e Si n est rouge, distinguons deux cass

(a) n+ 1 estbleu, donc Qn+1 existee

Commme le polyndme Qn—1’Q a un degré au plus 2t +t 40 il & au plus

n+1 n-1 n+
2tn__1 + th+1 facteurs irréductibles distinctse Comme les Ztn_1 + tn+1 + 1
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polyndmes

(1), o) .
P+ 1P (£ €Z, CANPEN R tn+1.)

sont premiers antre eux deux-a-deux, l'un d'eux, soit Qn , €st premier a

U Qn+1

La taille de Qn est au plus
2t + log(1 + max{2t _; » tn+1}).< 3t 41
(b) n + 1 est rouges

On construit Qn sous la forme Pg” + ,e,Px(12)' s avec 0L g £ Ztn_1) » premier a
Qn—1 « Au pas suivant de la récurrence, on construira Q

Qn sera premier i Qn_1JQ

n4q Premier 3 Qn y donc

n+1

Deuxiéme étape : Construction des suites (Nk) et (xk). - Remarquons qu'il

n'est pas possibleqﬁipartir d'un certain rang, tous les polyndmes Qn soignt puis—

, 9n
sances d'un méme polyndme irréductible. Sinon on aurait, en écrivant Q.n =95 ’

9 < 3tn*1 4

. ._1‘_.
logls(em 9 cee 'Cq) - 5qn “’(n) <= tn*‘I:

pour n suffisamment grand, et 84 9 s 9 6y seraient algébriquement dépendants.

Notons (Nk) la suite croissante des entiers naturels définie par les deux pro-
priétés suivantes : pour tout k ,

Q et Q sont premiers entre eux,
N N, ..
k ki

si > N

. \ A
Nk#l k¥ 14 alors pour N sm<RN 4, 1les polyndmes QNk et Qm sont
des puissances d'un méme polyndme irréductible (On remarquera que m. est alors
bleu) .

Nous noterons Kk la taille de Q .
Nk

Troisiéme étape : Construction d'une suite d'entiers (sk) o — Montrons l'exis-—
tence pour tout entier k

suffisamment grand, d'un entier positif Sy tel que

(4.6) s, oh < 3e(277 + 3) ty
k+1

et
1
lOQ‘Q (e‘!"°!5)l<’—0$(N -1 .
Nk 1 q 55k k41

Soit k un entier suffisamment grand. Si Nk+1 =N + 1 , on choisit Sy = 1.

1 .
Supposons Nk¢1 > hk + 1 « Alors QNk+1

polyndme irréductible Sk € Z{XT g see 9 X

-4 °t Q sont puissances d'un méme
'k

.
®

[

g
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Remarquons que

"
t(S,) g t(s.)
et que

by
t(\sk ) < (g + 1) b, t(Sk) .

Soit Sk le plus petit entier ;,ak/bk ; on a

Q) < Q) ¢ (a s Do 68,) <3ty g v 2a e D) By ) < (634 9) by

k+1
et
s, 10g|Q (6, » «es » 6_)| < loglQ (04 » soe 98] o
k N, 91 q Np g~ 01 q
Quatriéme étape ¢ Le résultant R, de Q et Q par rapport & X_ véri-
k= N = Ny a T/

fie les propriétés requisese. — En effet,

t(R,) < 6et(Qy, )et( ) < 18 A,e
K N, QNkH K hNk*1+1' '
et

1
l°9‘Rk(e1 1 ece g eqe1)‘ ST % w(Nk*t — 1) + 18 Mt e
k K+1
Dtaprés (4.3) et (4.6), on en déduit
1
log|R, (64 s +2v » 601-1” < - éb"i\l!(Nkm, -1

Finalement, en tenant compte de (4.6), on obtient le résultat annoncé.

Pour terminer la démonstration du critére (4.71), nous utiliserons le lemme sui-~

vante

LEiwE 4,7. - Sous les hypothéses de la proposition: 4.2, si (91‘, eee 9 0

un type de transcendance < T , alors

(N - 1) s C. T-‘l . T
Wt =1 <G Bt 6

ou C3 ne dépend gue de B4 9 see 95 T et q e

-1 °?
Démonstrztion du lemze 4.7. — L'hypothése signifie que, pour tout polyndme non
nul R e‘E{X1 s ses ermj s ON a

- Cy t(R)T € LoglR(ey 5 «ee s 8, g) s

ou CO ne dépend gue de 64 9 see 9 8 s T et g . On en déduit

g-1
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A
_ k AT T

tN k+1

T
+1 xk *
k+1 '

Comme A < 3tNk+1 et que Tt >1, le lemme 4.7 est démontré.

DRémonstration du critére (4.%). - Supposons 64 » 0 algébriquement indépendants;
en particulier 8, est transcendant, et ¢ > 2 . Utilisons la proposition 4,2 avec

+2
a=2, () =¢C,n'
suite de polyndmes non nuls R, € Z[X] vérifiant

s OU 02 est choisi suffisamment grand. On obtient une

t(R) < 19N, A

et

1 T+
log|R, (64)| < = 55505 Neyq M *

avec kk < 3Nk + 1 « D'aprés le lemme 4.7, on a

=1
Newo <Cq Ny o

au C,4 ne dépend que de 64 et T « On en deduit

T .
max{Nye Mg 0 Ny M0 Mo Mpeqd < 3N Mo <364 Ny

le critére (2.4) de Gel'fond nontre alors que 04 est algébrique, ce qui contre—
dit notre hypotheése.
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