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SUR LA REPALTITION DES DIVISEURS

par Gérald TENNENBAUM

Te Historigge

En relation avec le probléme des suites primitives, (c'est-a-dire telles qu'au-

cun terme n'en divise un autre), BESICOVITCH a montré en 1934 [1] que, si 1l'on

note da la densité naturelle de l'ensemble des entiers ayant un diviseur entre

a et 2a , alors
lim 1nfa_*w da =0 ,

E, 1935, ERDOS montre dans [2] que lim ., d =0, etsa démonstration (voir

(4], page 256) montre en fait la relation

d = 0(1/1log log a) «

En 1960, ERDOS publie, en russe, un article [3] consacré a une estimation asymp—
totique de la quantité

A(x) =cerd{fn < x 3 n=uv, u,Vvs<yx};

il démontre que, pour tout & >0 et x > xo(e) , ON a

e

2
— — < A(x) < X = avec ¥ =1 - l°q§igl§q ) _ 0,0860 oo
\log x)¥ (lag x)*
et il annonce que les mémes méthodes permettent une estimation du méme type pour

da ; cependant, aucune démonstration n'est donnégy et le résultat annoncé est
inexacte.

Nous montrons en fait que l'on a, pour tout € > O et pour tout a ;,ao(e) ’

1 <da< aa ]
log a)%* {log a)” J/1iog log a
ou ¢ est une ccnstanievabsolue.

2. Princive des démonstr:+inns,
g et o o vd

(a) Borne supériecure. - Posons

o (n) = 2 B s
2 pBE1n9P<a
na’\J(X) = Zﬂﬂxsﬁa(n)w o

On montre par récurrence gue
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x__ (log log a)¥
(1) na,v(x) << log a v !

lorque v << log log a et lorsque x est assez grand par repport a a

On pose ensuite

cardfn £ x 3 n=uv; as<

c
N
N
V]
-
I

1 2
v (x) = v (x) + v (x) ,
ou les entiers n comptés dans vj(x) (respe vj(x)) sont tels que
a

Qa(n) g icalog a

Tog 2 (resp. i(n) > lgg—lgg—i) .

log 2
On a alors
(2) ) S 2450 ogloge/Log2) Fa,1(22) Ty, 5(6/)

2 log 1 1 \
(3) va(x) s z:i>(logloga/1092) na,i(x) Sc Zi‘>(logloga/1092)-i32c_<;_§-(_291__%1:11- + RZ(X}

ou les n de R2(x) sont tels que ha(n) >m log log a .
Pour m sufiisamment grand ( m absolue) on peut majorer Rz(x) par x/log a .

On montre, grice 3 un exercice de [5], le lemme suivant :

LEMVME 1. = Pour O<b<1<a, ona

n
X ax -ax -1/2
() T 7 7 O
m
. X bx ,=bx =1/2
(ii) Enj — =0(e " b X ) .

On peut donc, gcdce 3 la majoration (1), estiner les quantités (2) et (3).

(b) Borne inférieure. — Nous aurons besoin du lemme suivant, dont la deémonstration

est donnée dans [6]. Hé a(_x) désigne le nombre d'entiers sans facteurs carrés
9

inférieurs ou ég.ux a x qui n'ont pas de facteurs premiers moindres que a .

LEM:E 2. - Soit P(a)

P =ﬂp<a P« On a la formule asymptotigue

1

1 -
npSa (1 - E) ﬂp>a (1 - ';2-)x + 0(/x @(P)) ,

=]
O=
-
[e}]
—
x
~
]

ou ¢ désigne la fonction d'Euler.

Le lemme suivant est particulierement simple :

LEM:E 3. — Scient deux familles d'entiers

ay < see < at

a‘ < L N <a'
1 u

si S désigne le nombre de quadruplets (i , j , T 4 s) tels que

a = a_a!
s

. at
i3 T



G14-3

et si N désigne le nombre de produits ay a5 discimcts, alors

(t )% < N.s.

Démonstration. — On appelle @ le nombre de couples (i , j) tels qu'il existe
exactement m representetions de a. al! , alors

2
ZC(m=N, me=tu" Zm am=s’

ce qui donne le résultat par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Le principe de la minoration est alors le suivant : on cherche deux familles
d'entiers

a<ga, < < 400 < a <2
.58 S a

X X
2o a1« y ¢ 2.
a a1| wee = Al £ 2a

telles que, conservant les notations du lemme 3, on ait
(%)) S < tu log® a

(@) tu 2 x/(1og®*" 3)

pour tout € >0, a > as(s) et x> x(a) .

Si les conditions (CJ) et (C2) sont réalisées, le lemme 3 montre alors que
2
o
ﬁlél_ > x(log a) 2¢

ce qui montre bien le resultat attendu.

N >

Cd

Pour que les conditions (C1) et (C2) puissent &tre réalisées, nous allons choisir
les ag et les a3 de fagon trés particuliere :

Si b,< by < «se est la suite finie des entiers sans fucteurs carrés qui ont

exactement T = [log log a/2D log 2] (avec D = [log log a])
dans chaque interwalle

facteurs premiers

. o
I(a , i) = (exp exp(%-log log a) , exp exp(™ g log log 2a)( pwur 1€igD-2,

et qui n'ont pas dfautres facteurs premiers, alors les a; seront les entiers de

1'intervalle (a , 2a) qui sont de la forme bi p. avec p. premier et les
ay seront les entiers de l'intervalle (x/4a 4 x/2a) qui sont de la forme

bi N ou les Ch sont tous des entiers sans facteurs caBrés qui n'ont aucun

facteur moindre que 2a .
On montre dans ces conditions (voir {3] ou [€]) que l'on a

2 %— > (log a)‘h-(m/'ﬁ)_E et by << a®
et donc que J i

2a a - a
t=2.40() -n(&) = .
e bj bj 3 log(0:72)+e R

tais on a aussi
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Pour x assez grand, le lemme 2 montre donc que

X =Z1‘ X
u>>——-—.— —> I3
=z 2 ?
a log a bj a(log a)la/ )+€
on a donc
X
tu > ———=——— pour a~(e) et x=x(a),
(log a)¥ 2e “0

ce qui exprime que, pour le choix des a; et des a3 s la condition () est réali-
Séeo

Les calculs, conduisant & la majoration (C1) de S , smt particuliérement longs
et penibles. On en trouvera une rédaction détaillée dans [6].
3. Problémes liése

Si, pour tout entier n , nous définissons

p,(n) = d et p,(n) = > 4
T d‘ L,f?(r 2 dln'd.a“
les méthodes précédentes permettent une évaluation asymptotique de

On obtient ainsi la formule asymptotique valable pour x 2 xo(s)

Znsx p,(n) o

3/2 3/2
X Z X
—_— P (n) <c ’
o 1. —
(log x) *e nex (log x)% /log log x

ou ¢ est une constante absolue effectivee.

La minoration est une conséquence directe de la minoration de la quantité A(x)
par ERDOS., La majoration s'obtient en majorant va(x) lorsque a est de la forme
J§/2k , k< (log log x)/log 2 .

Par des méthodes analogues (voir [6]), on obtient en effet que lorsque a est
de cette forme, on a

Va(x) £c ax —
(log x) J/log log x
De 1l'inégalité
X x3/2

on déduit facilement la majoration annoncée.

Remarque 1 : L'estimation de Z p1(n) montre qu'en moyenne p1(n) est proche
de ./n/log'n . On peut cependant montrer (voir [6]) que, pout tout p = la
densite des entiers m tels que p1(n) >> n/logan est nullee.

Remarque 2 : L'$tude de Znsx pz(n) est plus facile gue celle de Z p1(n) .
On montre 4lémentzirement la formule asymptotique (vcir aussi [6]) s
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2 0 _x X
p,(n) = + O( ) .
n<x 2 12 log x 1092)(

Ce dernier resultat exprime cue les nombres n qui sont prépondérants dans cette

moyenne sont ceux pour lesquels p2(n) est grand, c'est-a-dire en fait les nom—
bres n qui ont un "grand" facteur premier.

Dans la somme Zn<x p1(n) au contraire ce sont les entiers n qui ont bkeaucoup
de petits diviseurs qui sont importents, et en fin de ecompte les deux moyennes

sont essentiellement constitu é es par des ensembles disjoints.
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