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Séminaire DELANGE-PISOT--PGITOU G901
(Groupe dtétude de Théorie des nombres) )
1Te année, 1975/76, n° G9, 10 p. 5 janvier 197%

INVARIANTS DES GROUPES MODULAIRES DE HILBERT
SUR UN CORPS QUADRATIQUE

par Marie-France V.IGNERAS

On connait 1'intérét de la théorie des formes modulaires a une variable dans la
théorie des fonctions automorphes et dans l'arithmétique des nombres rationnels.

Nous allons aujourd'hui parler des formes moduleires de Hilbert ety en particulier,
de leurs liens avec les thémes suivants 3

1° Exemples de fonctions 3 plusieurs variables.

2° Exemples de variétés algébriques (cf. HIRZEBRUCH pour les surfaces modulaires
de Hilbert) possédant des propriétés remarquables.

3¢ Nombre de représentations d'un nombre algébrique par des formes quadratiques

a coefficients entiers algébriques. Nombre de classes de ces formes quadratiques.

Quoique les considérations que nous ferons s'étendent a tous les corps totale-

ment réels K , nous allens nous restreindre, dans cet exposé, aux corps réels
quadratiques K =Q(/). , D>aQ.

1« Les surfaces modulaires de Hilbert.

Soit K = QLJB); un corps réel quadratique, de discriminant D > Q . Le nombre
D est entiery, congru @ O ou 1 modulo 4 , et sans facteurs carrés impairse.

Les premiers discriminants possibles sont D=5, 8 , 12 , 13 , 17 , «eo

On note © =2Z[1, w] l'anneau des entiers de ‘gﬁjﬁ) , et ¢ 1l'unité fonda-
mentale de O .'gi a e gﬁjﬁ) , on note a' son conjugué par le Sfeutomorphisme
non trivial de gﬁ/ﬁ) ; L'application a -> (a , a') définit un plongement ¢ de
3@/6) dans B? « On dit que a est totalement positif, a>> 0, si a et a!
sont tous les deux positifs. Soit

00
T={ye(yg dety=1};

alors T = I/{+ 1} est le groupe modulaire de Hilbert (classique). Par 1l'exten—

. . +,042 .
sion naturelle de ¢ & T , le groupe I se plonge dans GLZQE) . Soit X le
demi-plan supérieur j; le groupe GLE(R)% opére sur X% de la fagon suivante : si

2 2
3=1(9; 4 %) €G (R)° et z=(2, ,2%) ek , onpose gz = (925,09 2)
aveg

a. z. +b ai bi |
=;—k-—£——-i = { . . - b. >0 i= 0 .
93 %3 c. z. + d. 93 ‘e d.) v 3y dl bl S5 r 1 '
i i i1

. . . - < - . .
Liopération ci~dessus introduit une opérztion de T sur ¥ disccntinue, Soit
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. . 2 =
$ un domaine: fondamental, représentant la surfsce modulaire de Hilbert ®R°/T «

Ce domaine $ n'est jamais compact, il posséde des pointes (ou points paraboli-

ques), crest-a—dire des points qui sont les images des points fixes des transfor-—
mations paraboliques de T « Il est facile de voir que P1 K est 1'ensemble des
points fixes des transformations paraboliques de I «Le nombre de pointes est le

nombre de points fixes (paraboliques) TI'—inéquivalentse

THEOREME 1o - Le nombre de pointesest h(D) .

(On note h(D) le nombre de classes de Q(/D) «)
Par exemple, § n'a qu'une pointe « , pour
D=5,8,12 , 183 , 17 4, 2% 4,29 ,33 , 37 , 44 ...

Par contre, ¥ a deux pointes pour D =40 , €0 , .es

Ce domaine & posséde des singularités qui correspondent aux points elliptiques
(points de %2 dont le groupe d'isotropie dans T n'est pas nul)s On note a. le

nombre de points elliptiques dans S admettant un groupe d!'isotxopie dans T

d*ordre r « Le nombre a. est relié aux nombres de classes des corps quadratiques

imaginairess Soit €. une racine de 1'unité d'ordre r si r est un nombre pre—
mier impair, d'ordre 4 si r =2

THEOREME 2, ~ Si (K(g ) :Kl>2, a_ =0, sinon

ar = (2) Zo'greo h? (\O)

au la semme porte sur les ordres O des extensions quadratiques totalement imagi-

naires de QQﬁS) contenant ¢ ; h‘(O) est le nombre de classes de O divisé
par h(D) (ce nombre est un entier), et on pose

2 si [N(OX) $ E°] =1,
o]

| d

]

L si [N(O¥) 3 E°] =2 ,

(N = 1a norme de Q(/D , gr) sur Q(/D) , et E = (¥ " s neZ} est le groupe

~~ ~~ ~ 2
des unités de Q(/MD) , 0* le groupe des unités de O . L'indice [N(O*) : E7)
est l'indice de Hasse de O )

En utilisant la formule de Dedekind, on exprime h'!(0) en fonction du nombre de

classes relatif de QQﬁS . gr) qui est un nombre de classes d'un corps quadratique
imaginaire dans les cas qui nous intéressent..On obtient comme conséquence le co~
roellaire suivante.

COROLLAIRE.

Pour

D on a
D=8, ona

N N
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D=1 , 0on a a,2=2,a3=11,a1.6=1..
Pour D#5,8, 12 , on a a2=)\,2h(\-—m)
ay = Ay h(~3m)

oli_on a posé

D

m si D=1 mod 4
D

4dm si D=0 mod 4 .

Les valeurs de A ety dépendent des congruences de m. modulo 8 ef 9 .

Par exemple, si les indices de Hasse des corps Q(/D ,.-1) et Q(D , /<3)
sont égaux a 1 , on a

(11 m=7% mod 4

'3 m= mod 4
2 7Y

4 ms= mod 8

L1-O ms= mod 8

!/1 m=0 m0d3

)\3 =13 m= mod 9

-9 = mod 9

Soit z = x + iy e ® et (21_ , 22) € 3(,2 « On introduit la forme de Gauss-Bonnet
1 dx.]; A dy1‘ . dx:2 A dy2
@w=""2 2 2
Am Y, Yo

(élément de volume invariant par l'action de T ).

Rappelons que, pour le groupe modulaire classique SLQ(Z.)/[:F 1} 4 on a

J'WSLQ(AZJ): (- 5 gx_/\;{qx = 2 (- 1) = - /6

La formule du volume de § pour  géneralise cette relatione

THEOREME 3. - js 0= 2,;9&/5)(, 1)
La méthode la plus simple pour calculer gK(- 1) est la relation

D—x2
N

1
2= =35 le|2<D xn(2) ! A )

Par exemple 3

D 5 8 42 ‘3 17T ... |

L
]
i
!
!
'

20 (= 1) /15 /6 /3 1/3 2/3 ... |

2 = . . <y s fy s e
Les surfaces ¥ /T compactifiées, dont les singularités ont été résolues, don—



G9-04

nent des surfaces algébriques non singuliéres Y(D) dont le genre arithmétique
est défini par

X =T =g+ 9
ou gi est la dimension des formes différentielles holomorphes de degré i sur

Y(D) (i=1,2) « En fait, ici g4, =0, et g, est la dimension des formes pa-

raboliques de poids 2 pour T « Il est donné par une formule contenant des termes

provenant du volume, des singularités et des pointes (voir le paragraphe 2). Il est
relié au nombre: de types T(D)

des ordres maximaux des corps de quaternions sur
QQﬁS) non ramifiése
~

THEOREME 4, - Si D =p est un nombre premier, on a

-1
= T(p) = EZQQC/ﬁ) + Z a =& !

T

COROLLAIRE, - Le genre arithmétique de Y ( p) est égal au nombre de classes des

formes quaternaires quadrstiques paires de déterminant p

premier congru & 5 modulo 8 .

si p est un nombre

Car si p=5 mod P, on sait que T(p) est le nombre de classes des formes
quaternaires quadratiques de déterminant p « On retrouve ainsi que p=5, p =13
sont les seuls €as ou il n'existe qu'une forme quaternaire quadratique paire de

discriminant p ( p=5 mod 8 , premier)e Ce sont les formes

2 10 o\ /2 10 O
2 1 i1 2 1 0
{ i i

;‘o 12 1;/ \0 1 2 1
0 o 1 7 O 0 1 4

Les oonsidérations que nous venons de faire se généralisent aux groupes

q
L ={x= Qi g) det x > 0, det x € E} ,

ou T est un idéal sans facteurs carrés et m@me aux groupes
O d-1

Tna =0 (g o)

o d est un idéal de
ol R

det x >> 0 , det x € E}

‘ECJE) « On peut également les faire opérer sur ¥ x %
est le demi-plan inférieur.

On note g et Xﬁ les genres arithmétiques des surfaces modulaires (sans
9 !

singularités compactes) obtenues avec ¥ /Fn 1 et ¥ x x /T

a* Ces surfaces sont
homéomorphes si ge! = = 1 « On démontre le résultat suivante

THEORESE 54 - Si ee' = - 1 , on a

X, q = T 0) +

6
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] =T
ou Iﬁﬂ)) est le nombre de types des ordres d'Eichler de niveau % dans le corps
de quaternions totalement défini sur QQﬁS) non ramifié.

T,(D), = }(2ggm(- )2 a B2 s on= (1),

sinon Iﬁ(D) est donné par une expression analogue. Remarquons que ce théoreme

implique que Xn,a O% Xg,q + Xﬁ,ﬂ selon le cas sont indépendants de d .

On pourrait également considérer 1'involution T(Z1l’ 22) ==(z2 ,,21) et les sur—
faces YO(D)/T « Signalons le résultat suivant (lettre de PETERS a EICHLER, 1975) s

soit % le genre arithmétique de Y (D)/t « On: suppose p premier, p congru a
S module 8 ,

/7 . o~
THEOREME 6. = Soit T(p) le nombre de type des. ordres maximaux symétriques du
corps de quaternions sur K non ramifié, on a, si
gru 3 1 modulo 8

p est un nombre premier con-

%= 21) - Te) + 1 = Jx - B5E)

En particulier, comme le nombre de classes des formes quaternaires, paires, qui
représentent 1 , est égal 3 T(p) ; on en déduit que =1

si, et seulement si,
toute: forme quaternaire paire [de discriminant p ] représente

T e
Ceci est vrai pour p< 18 et p = 197 , 29, 269 , 293 , 317,

2. Formes modulaires de Hilberte.

Par définition, une forme modulaire de Hilbert est une fonction holomorphe

f: B x¥ >C

vérifiant
£(yL), = McZ + d)™% £(2)

pour tout vy ='(2 2) el (eu T est le groupe modulaire de Hilbert classique) ou
N(Z) = Z1|22 si Z = (21 ’ 22) e‘gz s et ou k est un nombre entier appelé le
poids de f « Il n'est pas utile d'imposer une condition aux pointes de T , la
fonction f ainsi définie est réguliere aux pointes. Si le terme constant de son
déveleppement en série de Fourier est nul, pour chaque pointe, la forme est dite
parabolique. On note Mk:F) 1'espace des formes modulaires de Hilbert de poids Kk
pour T , et SkQF) 1l'espace des formes paraboliques. On a

dim. r.tn(y) = h + dim sk(\r), .

En. chague pointe, on définit une série d'Eisenstein (non nulle pour cette pointes

mais nulle aux autres)e Si {I;} est un systeme de représentants des classes des



idéaux de Q(/D) , on pose, pour k>3 ,
I, % =k
Gk(z'] ] Z‘2 2 ﬂi) = Nﬂi Zm,nea, (m'n)#(o’o) non. aSSOCiéS(an‘I + n) (m 22 +n )

(On définit ainsi 62(2-1! ’ Z2 ’ a.l); avec le "truc de Hecke").

Si k= r est un nombre entier pair > 2 , la dimemsion de Sk(r‘) est donnée
par la formule de Shimizue. On a

dim Sr(r)' =r(r - 1) ZQQ(\/B)(- 1) + by

ol up ne dépend que de la classe de r modulo le pe. pe Ce me des ordres des
greupes d'isotropie. des points fixes elliptiques. Si r est un multiple des grou-—
pes d'isotropie des points fixes elliptiques, on a

Bp =X ¢
La dimension de 82(1") s'obtient par la relation
x = 1 + dim 82(1“) .

Remarquons que dim. 52(1") = 0 est équivalent a y =1 « Alors le corps des fonc-

tions automorphes pour TI' est une extension transcendante paire. de C de degré
de transcendance 2 .

Exemple s Formes modulaires de Hilbert sur Q(\/g.),. - Le nombre de classes de
Q(A/g)v est 1, 1'unité fondamentale ¢ = (+ 1 +A/E-zl)/2 vérifie ¢eg' = 1 4, ltappli-

cation (m , n) € 22 = mg + neg' € O est un isomorphisme de 22 sur O .

~

La série d'Einsenstein, unique, de poids k > 2 , admet un développement en série

de Fourier s

B (Zy 5 2,) =14C, 3 3 1) axpl2in S22
k% r B =1+ G VA/5>>0yv€0( (w)/v N(u)™) exp (2 NE
(o) k2 |
avee C, = (2m)* 57 (k) ggw)(k.) .
Par exemple 02 = 120 , C4 =240 .
On pose, pour simplifier,
vZ, + V'Z,
exp(2im —'-:/—5-——— = (m. , n) si y =meg + net o

On a

==Y oo la trace de ) .
o= =m-n (latrs =

Remarquons que le coefficient de (m , n) est aussi celui de (-=n, -m) (qui
correspond & ' )e On Trange les termes suivant les valeurs croissantes de la trace

- de \,/ﬁ (I1 y a un nombre fini de y donnant ¢ , dar on a la condition

JWf5>>0)
52‘1: + E'
o = 1 ccrrespond a exp(2in T) =(1,0a) ,e (0, -1

g =2 eorrespond 3 y = 53 s 2€ ,/5 (et les conjugués) clest a dire (3, 1),
(2 ’ 0) ’ (1 y — 1) (et les cenjugués)
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o =3 correspond 3 (4, 1) , (3 ,0) ,(2, -1 (et les oonjugués)e.

On a

Ey(ZysZy) = 1+ 120[{(1,0) + (C.=D)} + {(3,1) + (~1,=N)} + 5{(2,0) + (0,-2)}
+ 6(1,-1) + 6{(4,1) + (=1,-9)} + 10{(3,0) + (0,=3)} + 12{(2,~1) + (1,-2)} + o(4)

ot O{4) est la série des termes tels que Trace(w//5) > 4 «

On a EZ(Z y Z) = G, la serie d'Einsenstein & une variable

2 3
52(2., Z) =1 + 240 Zh>1 03(n) Q% =1 +240(q + 99 + 28G° + ees) o

On: a E4(Z1 ’ 22) = Eé(zm ’ 22) s car la dimension des formes parab®liques de
poids 4 est nulle.

Une autre fagon de construire des fo¥mes modulaires de Hilbert est de définir la

série th&ta associée & une forme quadratique Q entiére ppire & 2m variables

Xq 9 eoe 2 X définie positive, de déterminant une unité totalement positives.

On pose X = t(xT 9 see xzm) « Alors Q(X —-l tX AX 4, ou A est une matrice

-2
3 coefficients dans O , les coefficients de la diagonale appartenant a 20 . la

série théta, ascociée a Q , est 3

Q(X) ez, + Q(X)'e %,
VR )
si, et seulement si, le nombre de variakles est divisible par 4 .

I1 existe une seule classe a 4 variables 3

.

9(Z1I ' 22 H Q) =Zxé2m exp(Qin

Il existe Q

i 2 -1 0 1-¢

-1 2 =1 g1

Q, : et
0 -1 2 =g

11 existe deux clssses & 8 variables Q4<3 Q4 et Qg., ou Q8 est a coeffi~
cients dans Z

2 1 0 1
T .
Qg 2 1 0 1
.0 1.2 10
01 2 2
L 1 o b 2!

A2y 0 2 3 Q) = By(Zy 4 Z5)
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On en déduit les nombres de décomposition des entiers de O par Q4 et Q8 .

Ltalgébre graduée CMk(r) est engendrée par E, et trois formes paraboliques
X5 0 Xg 1 X145 de poids écrit en indice (dans la notation de Resnikoff)s. Si nous
nous limitons aux poids pairs, l'algébre graduée est engendrée par X§.1X6 » X5 X15
dont on connait le développement en série de Fourier (RESNIKOFF, Mathe Annalen,

te 208, 1974, p. 161=170),

Si on considere le groupe

y _ (@b a=d= 1(2)
r {(c d) € SI‘Z(‘O) b=c¢=0(2)
ce groupe a 5 pointes (0 4y o 4 T 4, & 4 ¢') 3 On note

YOvY1|9Y2aY3oY4
les séries d'Eisenstein (de poids 2 ) en ces pointese. Alors l'algébre des formes
modulaires de poids pair pour T est

Clyg s ¥q 0 Yo 0 Y3 9 Y41/ (0p 9 0,) »
al o (1 £ 1< 5) sont les fonctions symétriques de Yo » s+ s ¥, o Les formes

modulaires pour SLQ(O) sont les formes invariantes par g le groupe icosaédral
(le groupe alterné & 5 éléments d'ordre 60 ). On en déduit

@MZk(I') =E[O'1! ’ 0'3 ’ 0'5 9. A]/AZ 1]

ou 04 903 905 sont algébriquement indépendants, et ou A = rg<i(yi - yj)
vérifie A% = PQ31 y O3 9 05) s OU P est un polyndme.

La dimension des formes paraboliques de poids pair est donnée par

2 1
- i \ — .3
dim. S (SL,(9)) =.(_1<_»6_O_12_ +%+{3 k#1 mod
O k=1 mod3
{ 25' k= 0,2 mod 5
+—'§' k.=3,4 mod S
’. O k=1 mod 5
x 1246810121416182022.

dimsk<sx.2(o))[o 011 2 3 4 5 5 T ..

L'espace des formes irvariantes par l'involution 71 = (Z1 , 22) -> (22 ’ 21) de
poids pair ect Clo, 4 o5 » 051 . La forme parabolique A de poids 20 est le

premier exemple de forme ron symetrique.

3« Bibliographie.

Pour 1l'histoire du développement des formes moduleires de Hilbert avant l'annee

1912, ol est paru le travaeil de HECKE : HShere idodulfunktionen und ihre Anwendung

auf die Zahlentheorie (Mathe. Annalen, te. 71, 1312, p. 1=37), je renvoie & l'intro-
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duction de HECKE dans cet article. Dans les oeuvres de HECKE (Mathematische Werke.

Géttingen, Vandenbroeck & Ruprecht, 1959) se trouvent d'autres articles sur ce
sujet

- Uber die Konstruktion relativ-Abelscher Zahlkorger durch Modulfunktionen von zwei
Variablen (Math. Annalen, t. 74

, 1913, p. 465-510 ; et Math. Werke, p. 69-114),
- Analytische Funktionen und algebraische Zahlen, I und II (Abh. mathe Semin. Hambae

Unive, te 1, 1921, p. 102-126, et te 3, 1924, p. 213-236 ; et Math. Werke, p. 336~
360, et Pe 3811—404)-

Les séries d'Eisenstein a plusieurs variables ont été étudiées par KLOOSTERMANN

dans : Theorie der Eisensteinschen Reihen von mehreren Veridnderlichen (Abhe. mathe

Hamburge Univ., t. 6, 1928, p. 163-188).,

La théorie des opérateurs de Hecke et la généralisation de la théorie de Hecke-
Petersson pour les formes modulaires de Hilbert a été faite par HERRMANN, en 1954,
dans s Uber Hilbertsche Modulfunktionen und die Dirichletschen Reihen mit Euler-

scher Produktentwicklung (Math. Annalen, t. 127, 1954, p. 357-400).

La dimension de l'espace des formes paraboliques est obtenue comme une applica-

tion de la formule des traces de Selbergs. La premiére démonstration compléte pu-

bliée est de SHIMIZU : On dismntinuous groups operating on the product of the

upper half planes (Annals of Math., t. 77, 1963, p. 33=71).

Les formes modulaires de Hilbert sur le corps QC/D) ont été étudiées par

GOTZKY Uber eine zahlentheoretische Anwendung von iModulfunktionen zweier Verinder-

licher (Math. Annalen, t. 100, 1928, p. 411-437), leurs relations avec les formes
quadratiques de déterminant % et 4 de 8 variables par MAAS : liodulformen und gua-

dratische Formen Uber dem quadratischen ZahlkOrper Rng)
t. 118, 1941-43, p. 65-84).

modulaires sur QC/%) c'est—~a—-dire la détermination des générateurs et de toutes

les relations entre eux a été fzite par KESNIKOFF en 1974 : On_the greded ring ef

Hilbert modular forms associated with QQ/gl (Math. Annalen, t. 208, 1974, p. 161-

170) par spécialisation des formes modulaires de Siegel (les coefficients que nous
donnons sont calculés dans cet article)

en 1941 (Mathe Annalen,
La structure de l'clgebre graduée de toutes les formes

. Ce travail compléte les résultats de

FAMMOND : The modular groups of Hilbert and Siegel (Amer. J. of idath., t. 88, 1966
p. 497-516), de GUNDLACH :

Die Bestimmung der Funktionen zur Hilbertschen Modular-
Kuppe des Zahlkdrpers Q(/53 (Mathe Annalen, t. 152, 1963, p. 226-256), et de BUSAii.
Ls siructure de 1'algébre graduée de toutes les

formes modulaires de poids pair sur

QC/E) a 8té aussi obtenue par HIRZEBRUCH comae une application de 1'étude de la

surfate modulaire de Hilbert paur le groupe principal de congruence associé€ a
1'idéal (2) : Hilbert modular surfaces and class numbers ("Colloque Analyse et to—
pologie [197%. Orsay] en l'honneur de Herri Cartan", Astérisgue n?® 32-33, p. 151-
164).

L'étude des surfaces mocdulaires de Hilbert est principalement faite par HIRZE-
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SRUCH: dans : Hilbert modular surfaces (L'Enseign. meth. 2e série, t. 19, 1973,
Pe 183-281) [et aussi dans HIRZEBRUCH et ZAGIER : Classification of modular sur-

faces (Preprint 1974)], ou l'on trouve toute la bibliographie propre a ce sujete.
Jrei fait la relation entre les genres arithmetiques et les nombres de classes des

corps de quaternions totalement définis dans : Invariants métriques des groupes

modulaires de Hilbert (Math. Annalen, 1975, 3 paraitre). La relation entre les

classes des formes quaternaires de discriminant premier et les types des ordres des

corps de quaternions est de KITAOKA : Quaternary even positive definite quadratic

forme of prime discriminant (Nagoya math. J., t. 52, 1973, p. 147-161) et PONOMAREV:
Class

methe SoCey te.79, 1973, p. 534-598) et A._correspondence between gquaternary gquadra-
tic forms (1975).

number of definite quaternary forms with non square discriminant (Bulle Amer.

(Texte regu le 6 décembre 1976)
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