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INVARIANTS DES GROUPES MODULAIRES DE HILBERT

SUR UN CORPS QUADRATIQUE

par Marie-France VIGNÉRAS

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU

(Groupe d’étude de Théorie des nombres)
1fZe année, 1’975/7~ n~ G9, 10 p. 5 ianvier 1976

On connait l’intérêt de la théorie des formes modulaires à une variable dans la

théorie des fonctions automorphes et dans l’arithmétique des nombres rationnels.

Nous allons aujourd’hui parler des formes modulaires de Hilbert et, en particulier,
de leurs liens avec les thèmes suivants : .

1 ° Exemples de fonctions à plusieurs variables.

2° Exemples de variétés algébriques (cf. HIRZEBRUGH pour les surfaces modulaires
de Hilbert) possédant des propriétés remarquables..

3° Nombre de représentations d’un nombre algébrique par des formes quadratiques
à coefficients entiers algébriques. Nombre de classes de ces formes quadratiques.

Quoique les considérations que nous ferons s’étendent à tous les corps totale-

ment réels K , nous allons nous restreindre, dans cet exposé, aux corps réels

quadratiques K = D > Q .

l.,r. Les surfaces modulaires de Hilberto

Soit K = un corps réel quadratique, de discriminant D > O . Le nombre

D est entier, congru à 0 ou 1 modulo 4 , et sans facteurs carrés impairs.
Les premiers discriminants possibles sont D = 5 , 8 , 12 , 13 , 1~? ~ ...

On note 0 = oj] l’anneau des entiers de et e l’unité fonda-

mentale de 0 . Si a E on note a’ son conjugué par le Q-automorphisme
non trivial de Q(D) ; l’application a ~ (a , a’ ). définit un plongement cp de.

Q(s/b) , dans On dit que a est totalement positif, a » 0 , si a et a’

sont tous les deux positifs. Soit

alors r = r/(-t- l!) e.st le qroupe modulaire de Hilbert (classique). Par l’exten-
sion naturelle de m à I" , la groupe I" se plonger dans GL+2(R)2 . Soit K le-

demi-plan supérieur ; le groupe opère sur K de la façon suivante : si

g = (g1 , g2 e et z =- (z1 , z2) e K , on pose gz = (g1 z1 , g2 z2)
ave~

L’opération ci-dessus introduit une opération de r sur K discontinue~ Soit



S un domaine fondamentale représentant la surf ace modula ire de Hilbert ~i~ /h .
Ce domaine S n’est jamais compact, il possède des pointes (ou points paraboli-

ques) t c’est-à-dire des points qui sont les images des points fixes des transfor-
mations paraboliques de r . Il est facile de voir que P1 K est l’ensemble des

points fixes des transformations paraboliques de r . Le nombre de pointes est le

nombre de points fixes (paraboliques) r-inéquivalents.
~ ,

THEOREME 1:. - Le nombre de pointes est h(D) . -

(On note h(D) le nombre de classes de ~.)

Par exemple, S n’a qu’une pointe ~ , pour

D = 5. , 8 , 12 , 13 , 17? , 21. , 29 , 33 , 37 , 44 ~,.

Par contre, 3 a deux pointes pour D ~ 40 , ~ f ...

Ce domaine S possède des singularités qui correspondent aux points elliptiques

(points de ? dont le groupe d’isotropie dans r n’est pas nul). On note a 
r 

le

nombre de points elliptiques dans 5 admettant un groupe d’isotropie dans r

d’ordre r. Le nombre ar est relié aux nombres de classes des corps quadratiques.

imaginaires. Soit ~r une racine de l’unité d’ordre r si r est un nombre pre-

mier impair, d’ordre 4. si r = 2 .

THÉORÈME 2. - Si K( ); ; K] > 2 , a = 0 , sinon

où la somme porte sur les ordres 0 des extensions quadratiques totalement imagi-
naires de Q(D) contenant 03B6r ; h’(O) est le nombre de classes de (3 divisé

par h(D) (ce nombre est un entier), et on pose

~,N = la norme de p) n E ZJ est le. groupe

des unités de Ql/Î), , 0* le. groupe des unités de 0 , L’indice {N(O*) : E2]
est l’indice de Hasse de O .)

En utilisant la formule de Dedekind, on exprime h~ ~0) en fonction du nombre de

classes relatif de ~~D ~ qui est un nombre de classes d’un corps quadratique

imaginaire dans les cas qui nous intéressent..On obtient comme conséquence le co-

rollaire suivant.

COROLLAIRE.-

Pour D = 5, on a a2 = 1 , a3 = 1 , a5 = 1 ,
D = 8 , on a a2 _ y ~ ~ a4 _ 1 = a~ = 1



ou on apos e

D =m si D= 1 mod 4

D ô 4m si D - 0 mod 4 .

Les valeurs de 03BB2 et 03BB3 dépendent des congruences de m. modulo 8 ef 9.

Par exemple, si les indices de Hasse des corps -1) et 
N IV

sont égaux à 1 , on a

1~ m ~ 1~ mod 4

! 3 m ~ 2 mod 4
~2 ‘

4 m ~ 4 mod $

1,Q m ~ 3 mod 8

,1 m = 0 mod 3
. 3 _ 603BB3 = 3 ID = : mod 9

5 m = 9 mod 9

Soit z = x + i Y et (z1;’ z2) E H2 . On introduit la forme de Gauss-Bonnet

(élément de volume invariant par l’action de 0393 ).

Rappelons que, pour le groupe modulaire classique 1i~ ~ on a

La formule du volume de S pour 03C9 généralise cette relation.

THÉORÈME 3. - == 203B6Q(D)(-1).
La méthode la plus simple pour calculer 03B6K(- 1 ) est la relation :

Par exemple :

13 ! ’5 8 ; 2 ’, 3 17 .... !

i 2c,,(-1t)!l/15 1/6 1/3 1/3 2/3 ... 

’

Les surfaces H2 /I‘ compactifiées, dont les singularités ont été résolues, don-



nent des surfaces algébriques non singulières Y(D} dont le genre arithmétique ~
est défini par

où est la dimension des formes différentielles holomorphes de degré i sur

Y(D) (i = 1 , 2) . En fait, ici 0 ,et  est la dimension des formes pa-

raboliques de poids 2 pour. ~ . Il est donné par une formule contenant des termes

provenant du volume, des singularités et des pointes (voir le paragraphe 2). Il est

relié au nombre:de types T(D) des ordres maximaux des corps de quaternions sur

non ramifiés.
-

,l , 

THEOREME 4. - Si D = p est un nombre premier, on a

COROLLAIRE. - Le genre arithmétique de Y ( p) est égal au nombre de classes des

formes quaternaires quadratiques paires de déterminant p si p est un nombre

premier congru à 5 modulo 8 .

Car si 5. mod P , on sait que T(p) est le nombre de classes des formes

quaternaires quadratiques de déterminant p . On retrouve ainsi que p = 5 , p = 13

sont les seuls as où il n’existe qu’une forme quaternaire quadratique paire de

discriminant p ( p = 5 mod 8 , premier). Ce sont les formes

Les considérations que nous venons de faire se généralisent aux groupes

où N est un idéal sans facteurs carrés et même aux groupes

où OL es ï un idéal de QD) . On peut également les faire opérer sur H  H- ,

où ? est le demi-plan inférieur~

On note ~N ,fl 
et ~’N ,J les genres arithmétiques des surfaces modulaires (sans

singularités compactes) obtenues avec 36 et H x *’ Ces surfaces sont

homéomorphes si e e’ = - 1 . On démontre le résultat suivant.

THEOREME 5. - Si ee~ == - 1- ~ on a



oû est le nombre de types des ordres d’E.ichler de niveau fi dans le corps

de quaternions totalement définL sur non ramifiée

sinon T~(D~ est donné par une expression analogue:. Remarquons que ce théorème

implique que ou A +~’N,A selon le cas sont indépendants de CL .

On pourrait également considérer l’involution 03C4(z1 , z2) = (z2 , z1) et les sur-

faces YO(D)/03C4 . Signalons le résultat suivant (,lettre de PEIERS à EICHLER, 1975) t

soit X le genre arithmétique de Or: suppose p premier, p congru à
5 module 8 .

THÉORÈME 6. - Soit le nombre de type des ordres maximaux symétriques du

corps de quaternions sur K non ramifié, on a, si p ast un nombre premier con-

qru à 1 modulo 8

En particulier, comme le nombre de classes des formes quaternaires, paires, qui

représentent 1~ , est égal à ’r~.p.~ p on en déduit 1~ si, et seulement si,
toutes forme quaternaire paire [de discriminant p ~ représente 1~ i

Ceci est vrai pour p  1193 et p = 1;9~1r , 229, 269 , 293 t 317..

2. Formes modulaires de Hilbert.

Par définition, une forme modulaire de Hilbert est une fonction holomorphe

vérifiant

pour -y = ( C CL ,) e r r es t le groupe modulaire de Hilbert classique) où
- 

= Z~ si Z - ~ (~ ~ ~ ~ e C’ , et où k est un nombre entier appelé le

poids de f . Il n’est pas utile d’imposer une condition aux pointes de r , la

fonction f ainsi définie est régulière aux pointes. Si le terme constant de son

développement en série de Fourier est nul, pour chaque pointe, la forme est dite

parabolique. On note l’espace des formes modulaires de Hilbert de poids k

pour r ~ et ~~ 
x 
(r) l’espace des formes paraboliques. On a

En. chaque pointe, on définit une série d’Eisenstein (non nulle pour cette pointe,

mais nulle aux autres). Si est un système de représentants des classes des



idéaux de Q(D) , on pose, pour k  3 ,
G.(Z, , Z2 , (l. ) == NAki 03A3m,n~A,(m,n)~(0,0) non associés(mZ1 + n)-k (m’ Z2 + n’)-k

(On définit ainsi- G2(Z1 , Z2 , GL. ) avec Le "truc de Hecke" ).

Si k = r est un nombre entier pair > 2 , la dimession de S (r) est donnée

par la formule de Shimizu. On a

où n, ne. dépend que de la classe de r modulo le p, p, c. m, des ordres des

groupes d’isotropie des points fixes elliptiques. Si r est un multiple des grou-

pes d’ isotropie des points fixes elliptiques, on a

La dimension de S~(r) s’obtient par la relation

Remarquons que dim. 52~~’~, - 0 est équivalent à X - ~~ ~ Alors le corps. des fonc-
tions automorphes pour r est une extension transcendante paire, de degré
de transcendance 2.

Exemple : Formes modula ires de Hilbert sur Q ~.~, ~ - Le nombre de classes de*~’ 

_

Q(5) est 1. , l’unité fondamentale. a = (+ 1 + 5)/2 vérifie ee ’ 1 = 1 , l’appli-

cation (m , n) E Z’ ~ m~ + n~’ ~ O est un isomorphisme da. Z- sur O .
~~

La série d’Einsenstein, unique, de poids k > 2 , admet un développement en série
de Fourier :

On pose, pour simplifier,

Remarquons que le coefficient de n) est aussi celui de (2014 n , - m~ (qui

correspond à B~ ).. On range les termes suivant les valeurs croissantes de Ici trace

j de (Il y a un nombre fini de B? donnant j , dar on a la condition

03BD/5 » 0 )
o = 1. correspond à e.xp(2i-n ~Z1 + ~’Z2 5) = ( 1 $ et ((3 , -1j

cr = 2 correspond à ~ == e ~ ~e  ~ (et les conjugués) c’est à dire. (3. , 1 ) ,

(2i , o) , d’ , - 1 ) (et les conjugués)



03C3 = 3 correspond à (4. , 1) , (3 , (3) , (2 , - 1) (et les conjugués).

On a

où 0(4-) est la série des termes tels que ’~race ~,~/,~5~ ~ 4 .

On a E2(Z , Z) = G4 la série d’Einsenstein à une variable

On a Z~) _ ~ ,Z ~ i Z ~~ ~ car la dimension des formes paraboliques de
poids 4. est nulle.

Une autre façon de construire des formes modulaires de Hilbert est de déf inir la

série thêta associée à une forme quadratique Q entière ppire à 2m. variables

x~ ~ .... , 
, 

~, définie positive, de déterminant une unité totalement positive.

On pose X = ... , Xr) ) . Alors Q(X) =~ ~’ T( AX , où A est une matrice

à coefficients dans 0 , le s coefficients de la diagonale appartenant à 20. La

série thêta, associée à Q , est :

Il existe Q si, et seulement si, le nombre de variables est divisible par 4 .

Il existe une seule classe à 4 variables :

Il existe deux classes à 8 variable s Q4 p Q4 et où Q8 est à 

cients dans Z
N



On en déduit les nombres de décomposition des entiers de 0 par CL et CL ~
L’algèbre graduée ~Mk(0393) est engendrée par E- et trois formes paraboliques

poids écrit en indice (dans la notation de Resnikoff). Si nous
nous limitons aux poids pairs, l’algèbre graduée est engendrée par ~5, ~6 , ~5 ~15
dont on connaît le: développement en série de Fourier (RESNIKOFF, Math. Annalen,
t~ 208, 1974, p. 161-170).

!!i on considère le groupe

ce groupe a 5 pointes (0 , co , 1: , ~ ~ et) ; on note Y , , Y~ ~ y~ , Y
les séries d’Eisenstein (de poids 2 ) en ces pointes. Alors l’algèbre des formes
modulaires de poids pair pour r est

où 03C3i (1  i  5,) sont les f onctions symétriques de ... , y., . Les formes
modulaires pour sont les formes invariantes par le groupe icosaédral

(le groupe alterné à 5 éléments d’ordre b0 ~~ On en déduit

~LL cr. , o-o ~ o’~ sont indépendants, et où ~ = y. )vérifie ! A ~ == P(a~ ~ 0 0~ ~ 0~) ~ où P est un polynôme. 
KjL l J

La dimension des formes paraboliques de poids pair est donnée par

L’espaoe des formes invariantes par l’involution 03C4 = (Z1 , Z2) ~ (Z2 , Z1) de

poids pa ir La forme parabolique 0394 de po ids 20 e s t le
~ i 5

premier exemple de forme symétrique.
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corps de quaternions est de KITAOKA : Quaternary even positive definite quadratic

forme of prime discriminant (Nagoya math. J., t. 52, 1973, p. 147-161) et PONOMAREV:
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