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QUOTIENT D’HADAMARD DE SÉRIES RATIONNELLES

À PLUSIEURS VARIABLES NON COMMUTATIVES

par Khyra GÉRARDIN

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU

(Théorie des nombres)
17e année, 1975/76, n° 5, 1 1 p. 3 novembre 1975

Le but de cet exposé est d’ étendre un résultat de Martine PATHIAUX, concernant le

quotient d’ Hadamard de 2 séries rationnelles à une variable, au quotient d’Hadamard

de séries rationnelles à plusieurs variables non commutatives.

Rappelons les notations : Soient X un ensemble fini appelé alphabet, et X* le

monoïde libre qu’ il engendre. Pour tout f E ( désigne la longueur du mot

f , c’est-à-dire le nombre d’éléments de X qui interviennent dans l’écriture de

f , si f E XX* . Si f = ~ le mot vide de ~~’ , on dit que ‘f j B -- 0 . Lorsque

~ X ~ - 1 , alors ~~ _ N .

Dans ce cas, on a le théorème suivant :

THEOREME 1 [’3’]. - Soit a == 1 ....J"B a n 
Xn une série rationnelle à coefficients

entiers algébriques. Soient P1 , P2 deux polynômes à coefficients entiers algé-

briques. ~,~ deux entiers algébriques. Si

est un entier algébrique pour tout n  0 , alors la série 03A3n b Xn est ration-

nelle.

Si 2 , soit une série rationnelle sur X , pour tout

f E X* t ( a , f) est le coefficient de f dans le développement de la série a .

On suppose que ~ a , f) est un entier algébrique pour tout f E X~~ . Soient P 1
et P2 deux polynômes à coeff icients entiers algébriques. Soient ~,1 et ~,2 deux

entiers algébriques. Si

est un entier algébrique pour tout f E X* , on a alors le théorème suivant :

THEOREME 1,’ , - La série b ~ ~ ~b , est rationnelle.

Démonstration. - Soit K = ~~~~ une extension algébrique de degré s ? contenant

les coeificients de a , les coefficients des polynômes P1 , P2 , ainsi que 1 ’

2 . Si x E K , g = x(1) , x(2) ... s ont les conjugués de x sur .

Ceci permet de déterminer les cas suivants:

1er cas: ~~x ~ ~ i~ ~



2e c as : est une racine de l’unité.

Premier cas :

Or, pour tout r :> 1 , on a :

Pour tout r > ~ , la série de terme général

est rationnelle. En effet, c’est une combinaison linéaire de produits de Hadamard

de séries rationnelles ~4~.

Examinons la série de terme général :

Soit

On désignera par D f le déterminant de Hankel associé à la série c et au mot

de la manière suivante : Sur X* , an adopte l’ordre suivant g ~ f si t )g! t  f ~ ~
ou si g ! - ~ f ~ , alors g précède g lexicographiquement.

Etant donné un mot de X* , on notera D f le déterminant de Hankel associé à la

série c et au mot f le déterminant , dont les lignes et les colonnes sont inde-

xées par les mots g, g E ~~ et g $ f . L’élément (g, h) de ce déterminant

est le coefficient du mot gh dans la série c . Or ce coefficient n’est autre que



on peut écrire simplement le terme proportionnel à cet élément, que nous noterons

Soit ~é le déterminant dont les éléments ~~é~ (g,h) sont: 
_

L’idée de la démonstration est de montrer que -.-> 0 f lorsque Ifl l 2014~ oo .

Df étant un entier algébrique, on en déduit que Df = 0 à partir d’un certain

mot f . Donc la série c est rationnelle [ 1]. D’où la série b est rationnelle

comme somme de séries rationnelles.

Soit p = t ~ t . Suppo s ons X = (x , y) ; ‘ = 2~’ , ~ n > 0 . So it q le

nombre de mots g tels que

Dans le déterminant on peut mettre en facteur, dans chaque ligne d’indice

g , le coefficient et, dans chaque colonne d’indice g , le coeffi-

cient on a donc

où Dr est le déterminant de Hankel associé à la série de terme général
(a , (a , 
est un entier algébrique pour tout couple (g, h) .

On va démontrer que Dé --> 0 lorsque p 2014> oo . Or

Evaluons D’~ : Posons pour tout g 

où (b , g) est le coefficient de g dans la série b , et, par définition,

Or (D"f) ,B == (d , gh) + (c , gh) . D" est donc la somme (le D’ et (le D"’f
f ~~h; ~ f 

~ 

f f

(où D"’ est le déterminant (le Hankel associe à la série 2- #(d , g) g ) et d’unef 
, ~=X"

somme de déterminants dont une colonne au moins est une colonne de D f , et une
colonne au moins est une colonne de D f= .

La fonction déterminant étant continue, on écrit qu’ elle est continue au voisina-

ge du point dont les coordonnées sont les colonnes de 

La série 03A3g~X* (d , g)g étant rationnelle, on a :



Or on a vu que D~ 2014-> 0 très vite lorsque [f) Î -> oo .

Les déterminants ~ dont une colonne au moins est une colonne de D" et une au

moins une colonne de D"’f , ont une somme qui tend très vite vers 0 lorsque

) f) ( 2014~> co . D’où

Or la série b - ~ ~b ~ f)f est à coefficients entiers algébriques. D’où

Donc la série b = 1 ..(b ~ f )f est rationnelle. Ce qui démontre le théorème 1 ~
f~X~

dans le cas où le degré des polynômes P et P~ est 0 .

(B) Les polynômes P et P~ sont de degré non nul, et i > t~~) : Soit

On démontre que la série de terme général (b ~ f) x x 
* est ration-

nelle.

On suppose qu’on peut lui associer une représentation inversible. Le théorème de

Cantor permet de conclure [ 2]. Soit

Sauf au plus pour un nombre fini de termes f E X* , on a :

D’ où, en éliminant ces termes f0 , ... , f n tels que on peut écrire

De la même manière que précédemment on démontre que le déterminant de Hankel de

la série de terme général

tend vers 0 très vite lorsque if) l --~-> ~ .

Soit Df le déterminant de Hankel dont les lignes et les colonnes sont indexées

par les mots (g , h~ , où g  f et h ~ f .

Soit q le nombre de termes f. tels que fi  f et = = p .



Sans perte de généralité, on peut supposer que

D’où

où D~ est le déterminant de Hankel jusqu’à "l’ ordre ~ Il de la série de terme

général

D’où D f -.-> 0 très vite lorsque ~ f ~ .~-> ~ .

De la même manière que précédemment on montre que le déterminant de Hankel D f
jusqu’à ordre f " de la série de terme général

tend vers ~" très vite lors que ) f ~ ( crott.

Comme D f e st un entier algébrique, on a donc

0 pour f ~ 1 assez grand.

Donc la série de terme gênerai (b’ , g) est rationnelle. On suppose qu’on peut
associer une représentation inversible à la série de terme général 
Donc la série de terme général (b ~ g) est rationnelle.

Deuxième cas : est une racine de l’unité.

On énonce un certain nombre de lemmes faciles à démontrer :

Soit m un entier, m > 1 , alors pour tout i ~= [0 , 1 , ... , m - 1] on a le

lemme suivant :

LEMME 1. - La série / , B 
f est rationnelle.

2. - Soit a = X f)f une série rationnelle, alors pour tout

i e [0 , 1 , ... , in - 1] , la série ai = (mod m) 
f est rationnelle.

Démontrons le théorème l* dans le cas où p. Y)!, est une racine de l’unité. Soit

On démontre que pour tout i , 0 ~ i  m - 1 ~ la série



est rationnelle : on en déduit que la série ~ ÎE~ ~~~b , f)f est rationnelle comme

somme de m séries rationnelles. 
feX

Soit i, 0  i ~ m - 1 , et soit f un mot tel que f ~ _ i (mod m) .

où R. ( )f) ) est un polynôme, d’où, si )f) z 1 (mod m) , on a1

La série f)f est rationnelle. On suppose qu’on peut lui as-

socier une représentation inversible, d’où la série / . )(b , f)f est

rationnelle,

Or 03A3f~X*(b , f)f " 03A3|f|~i (mod m)(b , f)f est rationnelle consomme
de ni séries rationnelles, ce qui démontre le théorème l’ dans le cas où 2014 est

~1
une racine (le; l ’unité.

Démontrons un lemme préparatoire.

LEMME 3. - La série c = 03A3 (c, f)f est rationnelle si, et seulement si, la
~

série

est rationnelle.

Démonstration. - L’application A 2014> où A est 1’ anneau des entiers algé-

briques et A’ l’anneau des entiers de jQ(c,) ~ définie par x )20142014> s: ~ ~ est un
homomorphisme d~ anneaux qu’on peut prolonger facilement à l’anneau des matrices

M~(A) sur M~(A’) , V N ~ 1 .

° En effet, pour toute matrice M de M~(A) ~ est la matrice dont les coef-

ficients (i , j) s’écrivent (M(03BD)i,j) ,  (M. J étant le coefficient (i , j) de

la matrice M.

Ceci permet d’éliminer les cas suivants :

et est une unité, Dans ce cas où est une racine de l’unité, on est



ramené au deuxième cas. Démontrons donc le théorème 1 t dans le cas où

t = ~~, ~ ~ [ 1,2i...,s~ et ~, ~, 1 n’est pas une unité.

L’idée de la démonstration est la suivante : les déterminants de Harikel, associés

à la série

tendent vers 0 lorsque ~f ~ l -~--> ~ . Ces déterminants sont des entiers algébriques..
ns sont donc nuls à partir d’une certaine longueur Donc la série b est

rationnelle.

Sous ces hypothèses il existe un nombre premier p , et v E ~ 1 , 2 ,., ., g~ ~
tels que :

-~

t 

Soit | (03BD)2/ (03BD)1|Ip 1 == of  1 . On montre que, pour un certain r , la série de

tonne général

est rationnelle. Grâce au théorème de Cantor en variables non commutatives, la

série
.. *

est rationnelle et on procède comme dans le deuxième cas.

Pour tout r >, 1 , ~n a :~ / B

Or la série de terme général

est rationnelle comme combinaison linéaire de produits d’Hadamard de séries ration-

nelles. Examinons la série de terme général



Majorons le coefficient (d , f)~’ . Cela permettra la majoration du déterminant
de Hankel associé à la série de terme général (d ~ f) ’ ’ ,

Grâce à la formule du produit pour les valuations , on en déduit que les détermi--

nants de Hankel de la série de terme général (d , f) " sont nuls à partir d’Un

certain rang. D n la série de terme général ((1 ~ f) ’~ est rationnelle. D’où la

série de terme général :
, B

est rationnelle.

Or (a : f~~~~ étant un entier algébrique , ~P2(~f~~~~~~ étant un entier algé-

brique, on a donc 
’

pour toute valuation p-adique , où p est un nombre premier.

Démontrons un lemme qui permet la majoration d’un déterminant connaissant la ma~

joration des coefficients de ce déterminant.

Démonstration. - Elle se f ait par récurrence sur n : Si n = 1 ~ alors

|D| ‘ = |a11| , la formule est immédiate; Supposons la formule vraie pour n - 1 .
D’où, en développant le déterminant D par rapport à la 1re ligne, et en notant

~j ~ 
~.e mineur associé au coefficient a~ . ~ on a :

Or A. , est un déterminant d’ordre n - 1 . On a

Cas particulier du lemme 4. - Si K est un corps muni d’une valuation ultra-

métrique, notée } [ , on .a la majoration suivante :
~

La démonstration se fait par récurrence sur n : Si n == 1 , alors )D) == |a11|p
La formule est immédiate, or D = Il 1jn a, . x A... A.. étant un déterminant

1~3~ 1 ~ 3~ 1 ~ ?1



d’ ordre n - 1 , on a donc

Etudions la série de terme général

On notera D(03BD)f le déterminant dont les lignes et les colonnes sont indexées par

les mots (g , 11) ~ où :

e étant le mot vide (le X~ ~ et le coefficient (g ~ h) de ce déterminant D
étant D(03BD)g,h = (c , gh)(03BD) .

Supposons X == (s: , y) , tf{ == q + 1 . Soit t le nombre (le mots g ~ IX. tels

que

(P ( f t )) ~’ ~ (P ( f ! )) ’~ sont des entiers algébriques. Il est immédiat qu’à

partir d~une certaine longueur ~f~ on a la relation

d’où

étant un entier algébrique et c~ étant tel que 0  1 ~

Il existe donc une certaine longueur f © l du mot f à partir de laquelle

D’où. pour tout mot f tel que on a l’inégalité suivante :
~. ~ ~tt , ~~t ,



Utilisant le lemme 4 en p-adique, on majore la valuation du déterminant

1 
en prenant q :> + l .

Majorons les valeurs absolues de valeurs absolues prises dans c , où
j é [ 1 , 2 , ... , s ] .

pour tout J , le lemme 4 permet d’écrire

En notant k = 2( - 1 + ( q - l) 2~-) + (q + l)t , le second membre de l’inégalité
s’écrit :

où 03C31 03C32 *.. o désigne les 3-isomorphismes (le k == Q( C) dans C , Or

est un entier algébrique. Il existe donc un certain entier ~ et un certain entier

r tels que

( ) (u . )
d’où |D(03BD)f|p1 |03C01is Df 1| 1 à partir d’une certaine longueur du Or

Df est Un entier algébrique. D’O" ’ |Df l 
p 
/ i pour tout nombre Premier P . On a

donc "p ’ |Df| p |D03C3if| 1  i pour tous les nombres premiers P . Donc Df = ° .

La série de terme général (c , f)(03BD) est rationnelle. D’où la série de terme

généra (a , f)/(P1(|f|) |f| - P2(|f|) |f|) est rationnelle. Ceci termine la dé-

monstration du théoréme 1 ’ dans tous les cax.

Note: Si n = ÎXÎ ? 3 , il suffit, dans les majorations données, de remplacer 2

par n , ce qgi démontre le théorème 1’ dans tous les cas où X est un alphabet

fini.
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