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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 5-01
(Théorie des nombres)
17e année, 1975/76, n® 5, 11 p. 3 novembre 1975

QUOTIENT D'HADAMARD DE SERIES RATIONNELLES
A PLUSIEURS VARIABIES NON COIIUTATIVES

par Khyra GERARDIN

Le but de cet exposé est d'étendre un résultat de Martine PATHIAUX, concernant le

quotient d'Hadamard de 2 séries rationnelles & une variable, au quotient d'Hadamard

3

de séries rationnelles a plusieurs variables non commutatives,

Rappelons les notations : Soient X un ensemble fini appelé alphabet, et X* le

monoTde libre qu'il engendre. Pour tout f € x* ’ |f| désigne la longueur du mot

f 5 c'est-a~-dire le nombre d'éléments de X qui interviennent dans 1'écriture de
f 81 fe€ XX* .81 f =¢ 1le mot vide de X s on dit que \fl = 0 . Lorsque
‘Xl = 1 , alors X* = l\l .

Dans ce cas, on a le théoréme suivant :

THEOREME 1[3]). - Soit a = Zn;O a, X" une série rationnelle & coefficients
entiers algébriques. Soient P1 ’ P2 deux polyn8mes & coefficients entiers algé-
briques. Soient TRRERRNT deux entiers algébriques. Si

b = "

n n n
P, () = P (m))

est un entier algébrique pour tout n > O , alors la série Zﬁ b X" est ration-
nelle.

Si \XI > 2 s 80it a= 2 (a , T)f une série rationnelle sur X , pour tout

fex*, (a,yf) est le coefficient de f dans le développement de la série a .

On suppose que (a » £f) est un entier algébrique pour tout f € x* . Soient P

1
et P2 deux polynbmes & coefficients entiers algébriques. Soient My et o deux

entiers algébriques. Si

(b ’ f) = (a . f) t
p (Dl <2 (e D)’

est un entier algébrique pour tout f € x* , on a alors le théordme suivant :

THEOREME 1', - La série b = 2 X*(b s £)f est rationnelle,

Démonstration., — Soit K = Q(g) une extension algébrique de degré s , contenant

les coefficients de a , les coefficients des polynfmes P
By e Si xe€eK, x = x(l) ’ x(2) coe x(s)

1 ’ P2 » ainsi que p,l ’
sont les conjugués de x sur Q.

Ceci permet de déterminer les cas suivants :

ler cas : Ip,ll # |u21
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2e cas @ pz/pl est une racine de 1'unité.
3e cas

lp'(z\))‘ = I“ﬁi\))‘ 4 V Vv € (1 ’ 2 9 oece I S) 9 e't U‘Jpl nlest pas une
unité,

Premier cas @ |u1| # |u2i .

(A) Les polyndmes P1 et P2 sont de degré nul, c'est-a-dire P1 =cy
P, =c, 5, et I l > | | .« Soit
2 2 ] Mo
(a:f)
b f) = -
(b 2) = 57 -
1 ¥ 2 B2
c

(b.f): (atf) _(a,f) (_C_Z)I‘ (E‘g)rlfl.

° “ifl[l - (°2/°1)(“2/“1)lf‘] i ° “ng =

Or, pour tout r >1, on a

Hq
6,0 =leafr L eIl (Bt iy
1

0 c
01 By 1 1 1

(a, £)  Sovr  Movr|f] o Mo £
Fotlet x () % (D) x 1/(1 == (=)"") .
e, wlf °1 Ky v °1 M

Pour tout r > 1 , la série de terme général
c c
a s f - 2y | - R !
feaf) 14 @I 1 (D« DIl
Cy Hy 1 1 By
est rationnelle. En effet, c'est une combinaison linéaire de produits de Hadamard
de séries rationnelles [4].

Examinons la série de terme général :

(a2 9) . 227« 2y7lel Ly - 2 &y

c 1 1 1 ¥
L p‘l - : (8. ) f) % (_C_g)r N (_p'_?_)r[ft .
°y “[fw = 5 “éfl ! *1
Soit
c "
* T et s iy« G < DT e
1 W T G2k 1 1

On désignera par Df le déterminant de Hankel associé & la série c¢ et au mot
de la menidre suivante : Sur X* , on adopte l'ordre suivant g < f si legl < l£] ,

ou si |g| = lf| » alors g précéde g lexicographiquement,

Etant donné un mot de X© , on notera Df le déterminant de Hankel associé a la
série ¢ et au mot f 1le déterminant, dont les lignes et les colonnes sont inde-

xées par les mots g » g € x* et g<f . L'élément (g , h) de ce déterminant

est le coefficient du mot gh dans la série c . Or ce coefficient n'est autre que



(a , gh) " (ig)r . (Eﬁbr(|g|+lgl) ]
c, u{él+[hl - e, uég(+!hl c, by

On peut écrire simplement le terme proportionnel a cet élément, que nous noterons
(Df)(gth) '
Soit D% le déterminant dont les éléments (D%)(g,h) sont :

a b '
(D%)(g,h) - (a _» gh) N Caf)r[lgl+‘h‘] .

W[ Tele T

L'idée de la démonstration est de montrer que D§ =—> 0 » lorsque l£] —> = &

D% étant un entier algébrique, on en déduit que Df =0 & partir d'un certain
mot f . Donc la série c¢ est rationnelle [1]. D'ou la série b

comme somme de séries rationnelles,

est rationnelle

Soit p = Ifl . Supposons X = (x , y) ; d'ou an! = 2" s Yn>0.80it q 1le
nombre de mots g tels que
gst et lgl=1f]=p.

Dans le déterminant Df » on peut mettre en facteur, dans chaque
g » le coefficient (uz/pl)r‘g‘

cient (pz/ul)r €l . On a donc

ligne d'indice
s et, dans chaque colonne d'indice g , le coeffi-

D! = ((2)1‘[2+n2n+...+(p—1)2p‘-1] " (E'_Z_)rxpxq)2 x DN

- ’
ol Dg est le déterminant de Hankel associé a la série de terme général
(2, gh)/(cl uigl+|h| - e, uLg|+lh|> , or (a, gh)/(cl u|1g|+lh| - e, uLgl+‘h|)

est un entier algébrique pour tout couple (g y h) .

On va démontrer que DL —-> 0 lorsque

£ p —> o, Or

' - “_2. L 22P(P"'2) 2+4+(P‘2) "2p+1+2PQJ n
Df (U* ) x D o
1

Evaluons Dg ¢ Posons, pour tout g € x*,

(b,g):(d,g)+(c,g),

o (b, g) est le coefficient de g dans la série b , et, par définition,

(d- ? g) =iu‘_§.+ x [1 + ((:—2)(-L-l,--2-)‘gl +eooet (;—2-)1‘—1 X (_E_f_)(!‘—l)‘g‘l .

¢, Tl
c1 ] 1 1 1
or (Dg)(g n) = (@ 5, gh) + (¢ 5 gh) . D! est donc la somme de D! et de D'
s
(ou D? est le déterminant de Hankel associé a la série 2 X*(d y 2)g ) et d'une

somme de déterminants dont une colonne au moins est une colonne de Dg sy et une

colonne au moins est une colonne de D%’

La fonction déterminant étant continue, on écrit qu'elle est continue au voisina-

ge du point dont les coordonnées sont les colonnes de D? .

La série 2 (a , g)g étant rationnelle, on a :
gex™



D}' = 0 pour ifl assez grand.
Or on a vu que D% -=> 0 trés vite lorsque |f] —> o

Les déterminants, dont une colonne au moins est une colonne de Dg

moins une colonne de D%! s ont une somme qui tend trés vite vers O lorsque
|f‘ —> 0 Dtou

et une au

DY —> 0 lorsque |f]| —> e .

Or 1a série b = 2 (b s T)F

est a4 coefficients entiers algébriques. D'ou
fex®

Dg =0 pour |f| assez grand.
Donc la série b = z%ex*(b s £)f est rationnelle. Ce qui démontre le théordme 1’

dans le cas ou le degré des polyndmes P1 et P2 est 0 ,

, :
- (& 9 f)
(b 0) 2 (et = 2y(leh ‘f‘

On démontre que la série de terme général (b , f) x Pl(lfl) x ulfl
nelle,

(B) Les polyn8mes P, et P sont de degré non nul, et Ipll > l“2| ¢ Soit

est ration-

On suppose qu'on peut lui associer une représentation inversible. Le théoréme de
Cantor permet de conclure [ 2]. Soit

(632) = (0s2) = (6, (£l = (a1 = (122 (12D) = (/17

Sauf au plus pour un nombre fini de termes f € x* , onac:

[2,C£1)/2 (12D x (/i) E] 5 1

D'ouy en éliminant ces termes fo 9 eee 9 fn tels que lfil < n , on peut écrire

p(le])
(5148) = (2s8)/[1 = 52y * €171
1
p(l£]) p,(l£])
- (wt) < [+ 2y <GB < /1 - ey » DT
p(lel) b (1) 2 lel5
= (ast) +§TW ] (w_j)lfl x (as2)/[1 ‘*U‘Tf (2 )

De la m8me manidre que précédemment on démontre que le déterminant de Hankel de
la série de terme général

P,(l£])

p,(l£])
AN p'2)|fl x (a, £)/[1 - -:?j?ﬂj' Ef‘lf]]

tend vers 0 trés vite lorsque [f] —> = .

Soit Df le déterminant de Hankel dent les lignes et les colonnes sont indexées
par les mots (g sh) you g<f et hgf.

Soit q 1le nombre de termes fi tels que fi <f et |fi| = lf\ =D .
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Sans perte de généralité, on peut supposer que

I1>2(l £]) E{)‘f[‘<1’ orext .
Dtou

(( ) Xu s X (t2)‘fl)2 % - dig)(22p(p—2)2+4+(p—2)x2p+1+2pq) « D
1 My

ou Di est le déterminant de Hankel jusqu'a Ml ‘'ordre
général

f " de la série de terme

P(lel)_ 2 (leD)
(a » g)/[1 - Pl(lg|)] x Pl(TéT7 .

D'olu Df -=> 0 trés vite lorsque lfl —_—> o,

De la m&me manidre que précédemment on montre que le déterminant de Hankel Dg
jusqu'a M'ordre f " de la série de terme général

P, (lgl) P(lel)  w
(o 9+ ey < D]« (o L - iy < €Dl

tend vers 07 trdés vite lorsque |f| croft.
Comme DZ est un entier algébrique, on a donc
DE = 0 pour |f| assez grand,

Donc la série de terme général (b! , g) est rationnelle. On suppose qu'on peut

associer une représentation inversible & la série de terme général (b,g)P,(lgl)

Donc la série de terme général (b , g) est rationmelle.

Deuxidme cas ¢ “1/“2 est une racine de 1l'unité.

On énonce un certain nombre de lemmes faciles & démontrer

Soit m un entier, m > 1 , alors pour tout i € [0 5, 1 5 eee ym = 1] on ale
lemme suivant ¢

LEMME 1, = La série Zlflzi (mod m) f est rationnelle.

LEMME 2, -~ Soit a = Z%GX*(a s £)f une série rationnelle, alors pour tout

1ie[04y 1) 400 rm=1], laséric a, = Zlf\gi (mod m) T est rationnelle.
Démontrons le théordme 1! dans le cas ol pZ/pl est une racine de 1'unité. Soit
( )m— et 3141, Vosism-1.
!
On démontre que pour tout i, 0<Li<m-1, la série
(a y £)f

>
#* £
lflzié%mod m) Pl(]fx)uif] - P2<‘f‘)“2 !

zlf\si (mod m)(b » £)f =
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est rationnelle : on en déduit que la série 2

. X*(b y £)f est rationnelle comme
€

somme de m séries rationnelles.
Soit iy O0Lig<m=1, et soit £ un mot tel que \fl =1 (mod m) .
f £ f H2y 4
1:’1(Ifl)ul1 - P2(|fl)u£ - ““1 . [e,(le]) = 2 (1)) ~ (;—1-)1]

R (1£])

ou Ri(lfl) est un polyndme, dtou, si |f|

i (mod m) , on a

i

Il

(b5 £) x By (I£]) = (a; » £) .

La série Ziflsi (mod m)(a s T)f est rationnelle. On suppose qu'on peut lui as-
socier une représentation inversible, dtou la série Zlflzi (mod m)(b ’ f)f est
rationnelle,
or 2 by £)f = ) . i
f%X*( s T) 26S1$m—1 z|f151 (mod m)(b sy £)f est rationnelle commezsomme
de m séries rationnelles, ce qui démontre le théoréme 1! dans le cas ou -— est

: e Hq
une racine de l'unité,
Troigzgge cas ¢ ngv)| = lugv)] y Yvells eee s8] ( s étant le degré de

1textension _g(g) )e

Etant donnde une série : ¢ = 2 (¢ y £)f , on notera 2
fex®

C(\)) = Z (C 9 f)(\)) f .
rex®
Démontrons un lemme préparatoire.

LEMME 3, = La série c¢ = Z%ex*(c » £)f est rationnelle si, et seulement si, la
série

c(\)) = 2 (c , f)(\)) f
fex®
est rationnelle,

Démonstration, - L'application A —=> A!' , ou A est 1l'anneau des entiers algé-—-

briques et A' 1'annean des entiers de Q(f) , définie par X b—> X v) s est un

homomorphisme 4!annesux qu'on peut prolonger facilement & 1l'anneau des matrices
Me(a) sur M (a') , TN 1.
En effet, pour toute matrice M de MN(A) ’ M(v) est la matrice dont les coef=-

ficients (i , j) s'éerivent (Mij%) ’ (Mi,j) étant le coefficient (i , j) de

la matrice M .
Ceci permet d'éliminer les cas suivants :
lugv)l # ‘ugv)l pour un certain v € [1 5 2 5 eee 9 S
luév)‘ = }ugv)l s Y veE[L s 23 eee 58]

et “2/”1 est une unité, Dans ce cas ol uz/ul est une racine de 1'unité, on est
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ramené au deuxidme cas. Démontrons donc le théoréme 1! dans le cas o

‘u(\’)l _ ‘u(\’)l ,

Vve[1929¢0098] et u2/p1 n'est pas une unité.

L'idée de la démonstration est la suivante : les déterminants de Hankel, associés
a la série
b = Z (a ] f)f
3 Bl ‘fl '
rex” P (l£)u" ' - 2,012y

tendent vers O 1lorsque lfl -> ®» , Ces déterminants sont des entiers algébriques.

Ils sont donc nuls & partir d'une certaine longueur
rationnelle.

|f] + Donc 1a série b est

Sous ces hypotheéses il existe un nombre premier P, » et veE[l 2 geees 8]
tels que @

WA G, T

Soit lu(v)/ulv)! = o <1 . On montre que, pour un certain r , la série de
terme général

(o, £)V)
(e, (gDl - 2 (£ [‘“ o) *

[Pl(lf\)(”)]r

est rationnelle., Gréce au théoréme de Cantor en variables non commutatives, la
série
(a , f)(“) £
* NTWRE] £y (v)
rex” (2, (leDu,™t = 2y(lehuy ")

est raticnnelle, et on procdde comme dans le deuxi®me cas.

Pour tout r > >1,°n az

((a f)P (Je)mH W)
(e, (leDuy™' - P2<\f|>u;f‘>‘vf

= (a:)™ Tt fe(l2]) B (12T w W L lE ()

XN
(p (lfl)ulf' - e (lehuy H

+ () (DI O)
1

Or la série de terme général
(a » f)(v) (P (l€]) x P (‘f‘)r-l—l N u£fli " p‘-;lfl(iﬂ))(\))

est rationnelle comme combinaison linéaire de produits d'Hadamard de séries ration—

nelles., Examinons la série de terme général

) _ (a,e)M) o (ERyUeDy() Poleh) (v)
(dsf) ( f) ((ul) ) Pl(lf‘)uif‘ - PZ(‘f‘)ung



5=08

. Cela permettra la majoration du déterminant
? f)(v) .

Majorons le coefficient (4 , f)(v)
de Hankel associé & la série de terme général (d

Grfice & la formule du produit pour les valuations, on en déduit que les détermi-
sont nuls & partir d'un

nants de Hankel de la série de terme général (d . f) v
certain rang. D n 1la série de terme général (4 , f)(v) est rationnelle. D'ou la

série de terme général :
((a 5 2) x 2(12))") )

(2, (eDWlTT =2 (2T

Bayrlely(v) |
(G2mIh

est rationnelle.
or (a f)(v) étant un entier algébrique, (P2(|f|))(v) étant un entier algé-—

brique, on a donc
e s O s p(1eh ™| <

pour toute valuation p-adique, ou p est un nombre premier.
Démontrons un lemme qui permet la majoration d'un déterminant connaissant la ma~-

Jjoration des coefficients de ce déterminant,
Soit D = (ai.j)lsisn,rsjsn o aij € C.
17 .

lai,l‘ + e s e + ‘ai,j‘ + ® 00 + lai'n

IEME 4, = On a |D| Sﬂls'isn[
: 31 n=1, alors

Démonstration, — Elle se fait par récurrence sur n :
ID\ = lalll s la formule est immédiate. Supposons la formule vraie pour n - 1 .
D'ous en développant le déterminant D par rapport a
le mineur associé au coefficient al’j s ON a 3

Je1
- 2 .
D= Scian ®1,5 % Bt

n-1,.0na

la 1lre ligne, et en notant

A

est un déterminant d'ordre

iAjgll < nge [Iai’ll Fouot iai,j-ll + lai,j+1

[

Or Aj,l
| +o0at Iai’n\]

< ﬂi;Q [iai,l 1 + lai,jl + lai,j+1l +e 0ot |ai,n‘] s

Jsor D= 2i<j$n alsj x Aj,l
nizZ lay,1

(Iai’l\ F oeoe + lai,n‘) .

l

pour tout
| +e0ot ‘ai.nl)zlsjsn \al,j

Pl < 2 sn 1oy, s
est un corps muni d'une valuation ultra-

Cas particulier du lemme 4., — Si K
s on a la majoration suivante :

métrique, notée | lp
ID\P < ﬂlsi,an maxlai’jlp °
La démonstration se ‘fait par récurrence sur n ¢ Si n =1 , alors lDlp = |a
i 2dd = . o . s A.
La formule est immédiate, or D leaﬁﬂ al,J x A3,1 31

11‘P

étant un déterminant
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d'ordre n - 1 4 on a donc

1<ksn
ix2

Or . < Tot
maxl\qssn'#a’lézlailklp ~ maxl\ Sn,ingai,klp  Diou

ol s maxla | lay 1

< . [l
< max]al,alp x - maxlai,klp
ix2
Di_ <
plys T sarleg ), -
1<isn

Etudions la série de terme général

o (e 0™ rlepn®)

(¢ o F -
,(2D) =t = 2,(12]) %y N

Yoyrlely(v)
((“1> )

On notera D(V) le déterminant dont les lignes et les colonnes sont indexées par

les mots (g » h) y OU 3
es<gsft
eshg?f

¢ étant le mot vide de X'

y et le coefficient (g ’ h) de ce déterminant ng)
étant D( ) = (c & gh)(V)

Supposons X = (x , ) » |£]
que

=q+ 1. Soit t 1le nombre de mots g € ¥ tels

g<st et lgl =1f

(Pl(lf\))(v) ’ (P2(|fl))(v) sont des entiers algébriques. Il est immédiat qu'a
partir d'une certaine longueur |f] on a la relation

e CleDulfl = 2,z = 1,y Wl THOL
1
d'ou
r\fl

I(P (1£]) u‘fl)(\))l

Pl(lfl) étant un entier algébrique et « étant tel que O <a<1.a.

e f><v>x

I1 existe donc une certaine longueur |fol du mot f A& partir de laquelle

AR

D'ouy pour tout mot f tel que |f] \f ! » on a 1'inégalité suivante :

(CRERN cotmolel WOl
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Utilisant le lemme 4 en p-adique, on majore la valuation du déterminant
|D v)l en prenant q > ‘fol + 1.

P, < T merl(e s e ™)

esbhee
(v) =11 (v)=1y2 r- (v){=1\2i r=1)( (v)|=-g=11t
|£% lpl.s (o xlpl |p1) xooox (o 1x‘“1 lpi)Z ...x(a( q+1)x1u1 )|p? )
|p(v) < [ar-”ugv) |;1]2(-1+(q-1)2q)+(q+1)t .

1
Majorons les valeurs absolues de Dgg)

» valeurs absolues prises dans C , ou
06[132300. ’s]o

Pour tout ¢ , le lemme 4 permet d'écrire

P T e, v e @l v i sl @]
eset
L, T < G e
c#(v)

(o) (0,)
avec B = nleiss x ﬂaggSf;E$h$f [l(c s &) | + eoe + |(c 5 ef) 1].

En notant k =2( -1+ ( q - 1)2%) + (g + 1)t , le second membre de 1'inégalité
stécrit

Myn et 1Coom ) enlomm) e Clean 1o fosh 1721 @, (51

ol T4 G, ess O désigne les Q-isomorphismes de k = Q({) dans C . Or

(6 s 8)) wee (o s 1)) Lx e x (o B ) e (o hsk>>°s

est un entier algébrique. Il existe donc un certain entier 4 et un certain entier
r tels que

o} o . i
nsh.sfl((c’hl)”'(c’}ﬁc)) 1...((c,h81)...(c,hsk)) | la Hul)pi‘ <
(o)

dtol ID(V)‘ ln1<i$s Df i | <1 a partir d'une certaine longueur du mot f . Or

Df est un enéler algébglque. Dol ,Df|p < 1 pour tout nombre premier p . On a
i : =0 .

donc ﬂpinlp h@’iSSlDf l < 1 pour tous les nombres premiers p . Donc Df 0

La série de terme général (c , f)(v) est rationnelle. D'ou la série de terme

général (a » f)/(Pl(lf|)u R Pg(lfl)plf ) est rationnelle, Ceci termine la dé-
monstration du théoréme 1! dans tous les cas.

Note : Si n = |X] = 3 , il suffit, dans les majorations données, de remplacer 2
par n , ce qui démontre le théordme 1! dans tous les cas ou X est un alphabet

fini,
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