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FONCTION GÉNÉRATRICE ET CONGRUENCES
(APPLICATION AUX NOMBRES DE BERNOULLI)

par Daniel BARSKY

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU

(Théorie des nombres)
17e année,, 1975/76, n° 21 , 1 6 p. 8 mers 1976
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RESUME. - On montre que la fonction génératrice des nombres de Bernoulli général~-
ses s relatifs s au caractère X f,

est, pour tout nombre preriier p , un élément analytique au sens de KRASNER sur un

quasi-connexe de C contenant l’idéal maximal de Cp . On détermine les parties
, 

~p ,~p
singulières de F 

X 
relatives aux différents trous du quasi-connexe. Ceci permet,

via le théorème de Mittag-Lôffler p-adique, de retrouver la théorie de KUBOTA et

LEOPOLDT sur les fonctions L p-adiques des corps de nombres abéliens totalement

réels. Puis on étudie la fonction génératcice

on montre. que, si )( n’est pas le- caractère trivial (resp. si X 0 est le caractère

trivial), J J (X) - uJ (uX) ,où u ~ Z et u == 1 est en-

core un élément analytique sur un quasi-connexe de C contenant son idéal maximal*
~-~p

Ceci permet de montrer, via le théorème de Mittag-Löffler p-adique, que les fon-

tions L p-adiques sont liées à l’algèbre d’Iwasawa. La mé thode employée est en

fait une interprétation p-adique de la méthode de Elle se généralise aisé-

ment.

Notations. - Soit p un nombre premier, N , Z, Q , Z , Q ont leur signi-
fication habituelle C est le complété de la clôture algébrique de Q . La

,~p 
~ ~ 

^,p.
valeur absolue p-adique sur Zp , Q , l , est normalisée par

~p~ 1 === p 
~ 

. On désigne par s et p des nombres réels positifs* On note, si
a e C ,

Np

la boule ouverte (resp. fermée) de centre a et de rayon p ~ On pose

Si C = on note H_(B) (resp. l’ensemble des éléments analytiques
sur B (resp. nuls à l’infini si B n’est pas borné), c’est-à-dire le complété
pour la norme de la convergence uniforme sur notée i~ ;~ , de l’espace des

fractions rationnelles de C (X) sans pôles dans 3 . Si’ m appartiennent
~p 

_



à N , on note:: (m , n). le plus grand commun diviseur de m et n .

Introduction.= - Les nombres de Bernoulli, Bn,~ , relatifs au caractère de Dirich-

let modulo ont pour fonction génér-a tr-ice de Hurwitz [7],

On note, ’ ~O . le caractère triviaL, On a à = R , n; n-ième nombre de Bernoul-

lLi ordinaire. On sait que, Si LS , x>. = est la fonction L complexe

attachée au caractère x , L(.,l - n , x) =. - B.. /ni pour tout entier ni e N*
njx -

,

(,N* = - (Q) ) ., KUBOTA et LEOPOLDT, suivis par de nombreux auteurs (cf. [I l.] »,,
- -

ont montré que, pour tout nombre premier p , la suite

est,. pour n e N* , ri ~ 0 mod (,p - 1!). , la restriction d’une unique fonction!

L (s , )() , méromorphe dans le disque B,( 1 , p)** (je C au p = 03C1 1-" (p-1) si
p > 2 (resp. p == 4 si p == 2) , avec pour seul pôle simple le point s = 1 avec

résidu zéro si B ~ ~0 et 1. 2014 p si B = ~0 . Puis ces auteurs ont donné une

expression de L ( 1: , ~) anaLogue a celle de L(1= , )() c-onnuedans le cas complexe.
f

Ultérieurement, IWASAWA a montré que L p(s , ~) appartient à "l’algèbre d’Iwasawa"

si )( et (p , f) = 1. , et que (u " 2014 1’) JL (,s appartient à "1 ~algèbre
d’Iwasawa" où u ~ Z et u - 1|  p-1 Ll’1’1 et [7].

~p

Mous montrerons que

Mous en déduirons immédiatement que F est un élément analytique sur un quasi-

connexe de C contenant B(O, 1)- . En étudiant la décomposition de F en.

somme de ses parties singulières rela tives aux différents trous du quasi-connexe

(théorème de Mittag-Löffler p-adique [.1’] ou nous montrerons que

est un élément analytique, pour tout entier k, sur

nul à l’infinie Ce résultat nous redonnera grâce au théorème de Mittag-Löffler p-

adique le fait que L (1 - n , )() =-n’ ’ R (1 - )((p) p ) est la restriction,
p 

’ 

* t~B

pour n = 0 mod(p - 1;) , d’une fonction méromorphe sur p) n’ayant qu’un



pôle simple en 1 avec résidu zéro résidu 1 - p-1 si ~ = .
Nous montrerons ensuite que si )( j~ ~ , ~,~, ~ f) = 1 ~

où an dépend de u et an e Z . Ce qui nous redonnera le fait que L (s , )(), y.
si- x ~ et ~,f , p) - 1 appartient à "l’algèbre d’ Iwasawa" généralisée (resp.

que (us-1 2014 1)Lp(s , ~0) appattient à "l’algèbre d’Iwasawa").

La méthode employée. pour obtenir ces résultats est en fait une interprétation p-

adique de la méthode de KUMMER [,9]. Elle est fondée sur un analogue formel de la

transformation de Laplace et sur le théorème de Mittag-Löffler p-adique ([1] ou

[1~Q] ) qui remplace l’intégrale de Cauchy pour les fonctions de variable complexe.

.Cette méthode est en fait très proche de la méthode des mesures p-adiques de Katz.

Elle peut s’employer dans. d’autres cas, par exemple : nombres de Bell [4] et

nombres de Bernoulli-Hurwitz [5~ ~

~~. Eonction génératrice des nombres de Bernoulli.

Soit )( un caractère de Dirichlet de conducteur f == f . On sait que [7]

Transformons le troisième membre ; il vient

la dernière série convergeant X-adiquement. Considérons le C 2014endomorphisme,  ,
de Cp[[X]] continu pour la topologie X-adique et c: éfini par

(une telle série s’appellera une série de 

Remarquons que, si k e C ,
~P



On a donc

et

car f est continue X-adiquement. Donc

soit finalement

PROPOSITION ! 1~ - Pour tout nombre premier p , F (,X) = Z ~ EL X~ ast un
201420142014201420142014201420142014201420142014"2014201420142014 

X n~O n,x 
2014201420142014

élément analytique sur E(0 y 10" ~ C .
~

C.’ est évident sur la formule: ( 1’) ~ En effet,

Nous allons montrer que F est un élément anlytique sur des quasi-connexes
X

strictement plus grands que B(.Q. ,, 1)- ..

où [p] est le plus grand entier inférieur ou égal à p .

or

donc.



D’où Le résultat en posant )X ) 1 = avec O s e  1 .

Remarquons que, dans les lemmes 1 et 2, si k,$ k Q> et r 5 rO ,. alors la dépen--

dance de la valeur absolue est de la forme p-cn , où c est une constante réelle

positive non nulle.

THÉORÈME 1;. - Pour tout nombre premier p , F. (,x) = 03A3n0 EL Xn Ést prolon-
x n, . nsx 

"

geable en un élément analytique nul à l’infini sur

sutrement dit F ~ H0(Cp. k) .X psk
Posons..

applique las lemmes 1 et 2. Ce qui prouve que 

On pourrait montrer le théorème 1. (ainsi d’ailleurs que les lemmes 1 et 2) en

util isant le s résulta ts généraux d’ sur les f onctions localement analyti-

ques [2]. En effet, on peut remarquer que



ce n’est donc pas autre chose que le n-ième coefficient d’interpolation sur la

base normale des polynômes (xp) de la fonction de Z dans C :
n ~,p ,~~, 

°

COROLLAIRE 1.. - F est une fonction analytique sur C - Z 1 . En effet.
X 
’ -P -P 

201420142014201420142014

et pour tout entier k, F 
X 

est un élément analytique sur Cp,k [1] ou 

Rappelons que, d’après le théorème de Mittag-Löffler p-adique [ 1 ] ou [10], tout
élément analy ti que sur un quasi-connexe C s’écrit de manière unique comme la

p
somme de ses parties singulières relatives aux différents trous Considé-

. p
rons le quasi-connexe

les trous de, (g sont les boules B(i , p ) , pour 1i i  - 1ï , et le trou~ ~ p ~ ~ p

a l’infini Cp - B(0 , 1) 
* 

que l’on notera p-1)+ . l) après le théorème 1j,t ~ q ~ ~ p ) p a

F est un élément analytique Notons F~,i,0 la partie singulière de

F~ relative au trou B( i , p-1)+ , 1 i  p - 1 ou i == co , elle est. caractéri-

sée. ([1] ou [10]) par le fait que F 
x 
- F~,i,0 est un élément analytique sur

03B2p,0 ~ B(i , p-1)+ .

COROLLAIRE 2., - Pour tout nombre premier p g la partie s ingul ière (je F , rela-
tive au trou B(i , p-1)+ , 1  i  - 1 ou du quasi-connexe (B $s p ~ ~ p ..... ~ _ ~,_.-- p~u
a pour expression

Qù 03A3*k désigne une sommation sur les entiers k tels que | (a + kf)-1 - i | Î S p-1où Lk ésigne une sommation sur es entiers k tels que |( .a + kf - i|  P

si 1,  1 6 p - 1 (resp. sur les entiers k tels que la + kf | 1 ,$ p-1 si 1 = aJ ) .

En effet, on reconnaît dans la quantité Ç?>- 1)k -i - a + le

n-ième coefficient d’ interpolation [2] sur la base normale des polynômes (,§) de

la fonction de À§ dans Cp : t "’ = (1 - (a + tf)X)-1 03C8i(t) où 03C8i(t)
est la fonction caractéristique de la boule de Z ée centre 16’l - ia)-1 fi Si

-P

[(i; - ia)-1 fi|  ’l et i s 1 s p - -i (resp. la fonction identiquement nulle si

((1 - ia)-1 fi Î > ’l ) et de rayon |pf-1| , si 1 = CJ , c’est la fonction caracté-

ristique de la boule de Z de centre - af-1 et de rayon |pf-1 Î(Îa ) S Îf Î) .
~-P 

.

Il est clair que cette fonction f (t) est analytique sur toute boule de Centre
X

x e Zp et de rayon |pf-1| . El le e t donc localement analytique au sens d’AMICE

[2] , de rayon d’analyticité locale |pf-1 1 , en autre



(ici t e C car on peut prolonger de manière évidente fX( t); sur B(O, 1) c~C ).
~~P X ~p

Alors, d’après un résultat généraL [,2j $

D’après les inégalités de Cauchy {,1j, si

on en déduit que

Donc la fonction

appartient à Bj(i , p-1)+) , en outre il e.st facile de voir que F - F .
se prolonge analytiquement sur p ) . Donc, diaprés l’unicité de la décom-
position en parties singulières du théorème de Mittag-Löffler p-adique, on en dé-

duit que F~,i,0 est la partie singulière de F 
x 

3rela tive au trou B(i, p )
On pourrait par le même raisonnement donner les parties singulières de F 

x
relatives qux trous du quasi-connexe 

COROLLAIRE 3 (Von Bn est p-entier si p - 1 ne divise

pas n et (- 1)p mod (p) si p - 1 divise n .

En effet, compte tenu de ce que (p - 1 ) î = - 1 mod (p) ~Et .

D’où le résultat.

On peut aussi obtenir à partir de la fonction génératrice F d’autres con- -
Xa



gruences classiques sur les nombres de Bernoulli.

2. Etude de la fonction génératrice des nombres de Bernoulli.

Nous allons donner une autre forme pour les parties singulières de F relatives

aux trous qui nous redonnera la théorie de KUBOTA et LÉOPOLDT~.
On a l’identité évidente suivante

On en déduit facilement que, pour tout entier k E N ,

t 

désigne une sommation sur les indices a tels que ~a ~ p) = 1..a

Après transformation de Laplace formelle, il vient

Montrons que G est un élément analytique, nul à l’infini, sur
X

On peut supposer, sans perte de généralité, que ~~ ~ - ~ pour le lemme 3 seule-

ment.

La démonstration est immédiate. Donc, dans tous les cas,

Courue le degré du numérateur est inférieur strictement à celui du dénominateur,

on. en déduit que G ast nul à l’infini sur p, h .X P~

 ~

THEOREME 2. - Pour tout nombre premier p , pour tout entier h e ÎJ ,
~s-~



C’est immédiat d’après la formule (2) et les inégalités du lemme 3. On peut aussi

montrer la dernière inégalité en remarquant que

Ce théorème est le résultat-clef pour l’étude des nombres de Bernoulli. Grâce au

théorème de Mittag-Loffler nous obtiendrons les résultats de KUBOTA et LEOPOLDT.

PROPOSITION 2. - Pour tout nombre premier p,

OÙ I§ désigne Une Sommation sur les entiers k > - mod(p) Si- la Î ’f ’ 1
(sinon sommation vide).

La première égalité est évidente, la seconde provient de la proposition 1 et de

l’unicité de la décomposi tion en parties singulières du théorème de Mittag-Löffler

p-adique.

3. - Pour tout nombre premier P ’ la suite n ~ Bn,~(1 - x(p) pn- 1)
est, pour n = j mod (p - i) , o  j % p - 1 , ia restriction d ’une fonction

~~~ ~~’ ~P~ ~ ~~P ’ ~~ ~P 
= ~~ ~ ~ ~ ~~

Puisque p,0) , le théorème de Mittag-Löffler p-adique permet d’écrire

de manière unique :

La formula (2) permet même de donner une expression explicite des Gi,~ .



Comme G, = H0(Cp - B(i , p ) ) , elle possède une représentation unique sury /~ ~~~~

C - R(i , p ) sous la forme

Donc d’après les inégalités de Cauchy et le théorème de Mittag-Löffler, on a

Donc, en développant,

Considérons la suite de fonctions

Pour chaque in fixé, c’est une fonction analytique sur la boule B(0 , p )
f

si p) > 2 (resp. sur C2 ), où p 
= p 

1-1 /(p-1) si p > 2 , respectivement

03C12 
= 4. (cf. [2]). Cette suite de fonctions analytiques converge simplement vers

la convergence est uniforme sur 13(0 ~ p), y et par conséquent d’après des résultats

généraux [,1J sur les limites uniformes de fonctions analytiques, on en déduit que

f. (s) = 7 ~ f. (s) est une fonction analytique sur B(0 , p ) . On en déduit
i ~L~ ! 

. 

p
que la suite

est ia restriction à N de ia fonction g, (s) = / i-j f, (s) aui est analy-
- à,x 1*1 

’ 

1 
’

tique sur B(O, p ) . Le reste du théorème découle des propriétés élémentaires de
j [7.] .

,x

PROPOSITION 3 .

~ ’ ~~~~~ ~~~~~ sur °

En effet, d’après le théorème 2, on a uniformément sur p,h et pour tout entier
p,

k y 1; g



rappelons que 03A3
1 

désigne une somma tion sur les a tels que (a , p) = 1 .

a

Or, d’après le lemme 3, le troisième terme de la formule précédente converge.

uniformément sur p, h 
vers zéro, le second terme converge uniformément sur

B 
h vers 03A3’pkfa=1 1 2~(a) (1 - aX)-2 qui converge. uniformément vers zéro sur D 

,

lorsque k tend vers + car

On a donc, uniformément sur ? ~ .p,h

COROLLAIRE. - On a, uniformément en n,

Ceci découle de la proposition 3 et des inégalités de Cauchy sur B(O , 1 )
appliquées à G . Le lien est donc fait avec la théorie de KUBOTA et LEOPOLDT

X

3. Fonctions L 

Les résultats de la première partie vont nous servir à montrer l’existence des

fonctions L p-adiques des corps de nombres abéliens totalement réels. Puis nous

montrerons directement que les fonctions L p-adiques existent et qu’elles sont

liées à "l’algèbre d’ Iswra s a,wa" .

4. - Pour tout nombre premier p s il existe une et une seule fonction

L (s , )() méromorphe sur le disque B(1 , 03C1p) , où 03C1p =p1-1/(p-10) si p > 2 ,

et P2 = 4. , telle que

(ii) Cette fonction a dans B(1 , p ) un seul pôle simple pour s = 1 avec

résidu zéro si ~ ~ Xn ’ et résidu 1-p -1 si B == 

~0 .

Ceci découle du théorème 3 et du principe de prolongement analytique. Nous

allons montrer que L ( s , ~) , x ~ ( ~  P) = ~ ’~



on u = Z et ju - 1 ) f p" ) appartient à "l’algèbre d’Iwasawa". Nous util ise-

rons la définition suivante de "l’algèbre d’Iwasawa" qui est une très légère géné-
ralisation de celle de SERRE j_11] pour des raisons de commodité.

DÉFINITION 11. - "L’algèbre d’Iwasawa" E est j’ensemble de&#x26; limites uniformes

pour s = Z des combinaisons Linéaires finies d’éléments (Je;
~20142014 

~p 
201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014.2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014.2014

de Hk = (u e Z~ § ju -2014 1.)  4 j si P = 2) à coefficients dans A.
anneau des entiers de ~ ~

Cette définition équivaut à dire que g e L si, et seulement si, sa fonction

génératrice 03A3n0 9(n)X est la limite uniforme sur B(0 , 1), ~ Cp de combinai-

sons Linéaires finies à coe.fficients dans A de fractions rationnelles
P

( 1 - uX.) ’" ’ , où u ~ U. (resp. u ~ UL) si p > 2 p = 2 ) .

On supposera désormais que le conducteur de B est premier à p , (,f ~ p) = 1 .

La fonction génératrice de Hurwitz des n" B 1:) 
n~X

puisque: I§_i xa>, = o -
on posera

Après transformation de Laplace formelle, il vient

PROPOSITION 4. - Pour tout nombre premier est un élément analytique’ 

u - 
’

Faisons tout d’abord la démonstration pour

où a E ~ puisque p) = ~. ,, Après transformation de Laplace formelle, il
n ^~?



vient

ce qui, compte tenu des lemmes 2 et 3, démontre la proposition pour 

Si X - Xo ’ alors

convergence ayant lieu X-adiquement,. et Z- ..

n ~p

Donc, après transformation de Laplaoe formelle, il vient

La proposition est démontrée.

Pour montrer que L ( s , )() (resp. (1 - I. (s , appartient à

"l*algèbre d’Iwasawa", on peut, soit utiliser les résultats du paragraphe 2, 
cité de la décomposition de Mittag-Löffler et les résultats de [6], soit Daisonner

directement, ce que nous ferons.

Soit alors

, 

désigne une sommation sur les entiers a tels que (a , p): - 1 .
a

Donc après transformation de Laplace formelle K ~X~, = J (X) - x(p) J ~p~), ~ Il
X X X

est clair que K 
X 

est un élément analytique Décomposons, K , x par le
théorème de Mittag-Löffler, en somme de ses parties singulières relatives aux

trous Les trous sont les boules

Soit K , s 1  i  p - 1 ou bien i = ~ , la partie singulière de K rela-
X,1 X

tives au trou B i p-1)+ , dans la décomposition de Mittag-Löffler. On a



après transformation de Laplace formelle,

L’identité précédente montre que

~.

La première égalité s’obtient par dérivation successive de l’idendité précédente,
et un prenant la valeur de la dérivée n-ième en zéro. La deuxième affirmation

provient de ce que, d’après les lemmes 1 et 2,

donc aussi Kx , et le résultat de ce Que K~,~ 
= 0 .

r "

THEOREME 5. - Si le conducteur du caractère ~ est premier â p , alors
Lp( s , X) 9 respectivement (us-1 - 1;) Lp( s 9 ~0) , appartient à "l’algèbre d’ Zwa-
sawa".

En effet:

désigne une sommation sur les k tels que k ~ 0 mod (p) , le troisième

membre convergeant uniformément sur le quasi-connexe

La démonstration est analogue à celle du corollaire 2 du théorème 1. Décomposons

K 
X 

sur le. quasi-connexe p,k en somme, de ses parties singulières relatives aux

trous du quasi-connexe, il vient

Or  pk+1 , comme il découle de la formule donnant K 
X 

puisque.

|ap|  1. q ou bien d’après le principe du 
n



et

la dernière inégalité découlant du lemme 1. Or

Dona

On a donc uniformément sur B(0 , 1) ,

remarquons que À .. dépend de k. Donc, diaprés les inégalités de Cauchy,

L (1 - n , )() est la restriction., pour n = (3. mod (p - 1) , d’une fonction de
l’algèbre d’Iwasawa, le principe du prolongement analytique permet de conclure. La

démonstration est analogue pour (~u s20141 - 1) L (s y ~ ) . Le théorème est démontrée

Ce théorè me démontre, dans le cas p) = 1 
, aussi l’existence de la fonction

L p-adique associée au caractère ~ .

Remarque. - On peut montrer que la mesure  , associée par KATZ à L (s , ~) ,

respectivement à (u s20141 - 1 ) L (s ; est la mesure où est la

fonction caractéristique dans Z de la couronne de Z , LL = fx = Z ; )x ) = 2},
et où 03BD est la mesure qui a pour coefficient a sur les générateurs ( ) du

dual C’ (Z y C ) de espace des fonctions continues de Z dans
~’p ~-’p -~p ’~~p ~’p

Cp , et ((xp)* , (xm)) = 0 si m ~ n et = 1 si m = n ( si f e Cz te),
~p n ’ m -p ~p

f) = (v , 03C61 f) , et f) désigne la valeur de la mesure v au point

f , ~ eC’(~ , C ) )~
~p 
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