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Os Résumé,

P désigne la fonction plus grand facteur premier. On recherche des minorants ef-
fectifs pour les suites P(n(n + k)) , PGTOsi<k(n + 1)), k étant un entier >0
donné et, plus généralement, pour P(f(n)) , f &tant un polyn8me & coefficients
entiers ayant au moins deux zéros distincts ; on s'intéressera aussi aux cas parti-
culiers suivants : f cyclotomique, homogéne & deux variables, de la forme
aX" + bY" . Ces résultats, joints & quelques théordmes sur les fractions continues,
permettent d'étudier les suites d'entiers de facteurs premiers donnés, lLes techni-
ques utilisées sont essentiellement basées sur la méthode de Baker peur laquelle on
renvoie aux chapitres 2, 3, 4 de son livre : Transcendental number theory (Cambrid-
ge, Cambridge University Press, 1975).

le Résultats élémentaires et résultats non effectifs,

(1.0) La lettre p est réservée aux nombres premiers. On note, pour tout entier

n, wn)=%, 15 o) = zf“ln 1; u(n) = npln p; m(n) = Zisn 13
6(n)=zp<nlogp; \)(n)=p. Pe C, I, (1:2:-..911);

g(n) = log v(n) =2 o log D
P In
a Vé Ve .
vp(n) = sup(a , p*|n) ; et, comme prévu, P(n) = SUP_ |y P o On désigne par (pn)
la suite croissante des nombres premiers., On écrit log2 pour log.log , 1og3

pour 1log.loeg.log ...

(1+1) La double inégalité e(pw(n)—l) + log P(n) < log n g q(n).log P(n) , et les
théorémes classiques sur les fonctions w et  (cf. [22],'ch. 22) montrent que,

* ’ 7 rd rd [
( ) Exposé des conférences prononcées au Groupe d'étude de Théorie des nombres
les 25 novembre 1974, 13 et 20 janvier, 24 février, 10 mars et 9 juin 1975.
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pour tout réel ¢ >0 , la densité de 1l'ensemble des entiers n vérifiant
(1.1.1)  (1-¢) log n/log, n < log P(n) < log n = (i~¢) log, n log 3 n

est égale & 1 (la densité considérée est la densité naturelle, il en sera toujours

de m8me dans la suite).

Remarque : Le résultat précédent ne donne aucun renseignement sur le réel
log P(n)/log n ; en fait, 1'ensemble de ces réels est partout dense dans [0 , 1] ;
on le voit aisément en associant, & tout réel x (0 < x < 1) et & tout nombre

premier p , l'entier p exp([(l - x)log p/x log 2]Jlog 2) .

(1.2) Les autres inégalités w(n) < m(P(n)) et logn < (supp vp(n)).B(P(n))
fournissent de moins bons résultats mais joueront un r8le essentiel dans la suite.

Signalons toutefois que 1'inégalité, vraie pour presque tout n ,

.L
- 2
(1.2.1) log2 ne-a (log2 n)

~

1
< wn) < log, n + an(log2 n)%

(ot a, désigne une suite quelconque de limite infinie) reste valable quand on y
remplace n par f(n) , f &tant un polynBme quelconque & coefficients entiers

(ef. [18]) ; ainsi, pour tout réel ¢ >0 , 1'inégalité
P(f(n)) > (1 - e).log2 n.1ogy n
est vraie au moins pour presque tout n .

(1.3) Soit f un polyndme & coefficients entiers ayant au moins deux zéros dis-
tincts. Les théordémes de Thue et Siegel ont permis de prouver, d'abord dans le cas
=2 » puis dans le cas général, que P(f(n)) tend vers 1'infini avec n (cf.
[37]s [52] et [53]). Plus généralement, mais avec des méthodes comparables, MAHLER
(cf. [30]) a montré que, lorsque sup(n , n') tend vers 1'infini (n , n' enHers
premiers entre eux), il en est de m8me de P(f(n , n')) , f désignant maintenant
un polyndme homogdne & deux variables et & coefficients entiers comportant su moins
trois facteurs linéaires non proportionnels. Vingt ans plus tard, MAHLER prouvait
le méme résultat avec f(X , Y) = aX +bY (m>2, n>3; a#08, b#0
entiers) (cf. [33]). Tous ces énoncés sont malheursusement ineffectifs. Hormis les
théordmes du §2, les seuls résultats effectifs antérieurs aux travaux de GEL!'FOND et
BAKER concernent SUP P(£(n)) (f € X]) et non P(f(n)) ; ainsi, ERDOS a
prouvé 1'inégalité

sup P(f(n)) > x.exp((log x)°) (¢ cte >0)

ngx
(non publié, un résultat un peu moins fort et les références relatives aux travaux
antérieurs se trouvent dans [127]) ; les méthodes utilisées sont le crible de
Selberg et ses extensions aux corps de nombres ; le cas f(X) = X2 + 1 aveit déja
ét§ étudié par CEBICEV et LANDAU (cf. [267, §147).

(1.4) Soit f € ZX] ; des majorations de infn>x1(fﬁﬂ ont été obtenues par
SCHINZEL (cf. [44]). L'idée est la suivante : si 4 désigne le degré de f ,
SCHINZEL prouve llexistence d'un polyn8me f!' {e ZX]) de dogré d - 1 tel que
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f , f' ait dans Z[X] un facteur de degré a° = 24 . En poursuivant cette cons-
truction, on voit qu'existe, pour tout entier m > 0 , un polynSme f(m) € Z[X] de

degré u vee U (avec u =4d~-1, u; = u2 - 2) tel que f o f(m) ait un

1 1 i+l i
facteur g(m) de degré Uipg ® I1 suffit alors de donner & n des valeurs de la

forme f(m)(n') pour majorer P(f(n)) par
aup(B(e™® (1)) 4 2(£ o £ (01)/6™ (m1)))
et obtenir
lim log P(f(n))/10g £(n) < = .

Dans le cas de polyn8mes de la forme aXd +b (a, v entiers # 0) , on ebtient

un meilleur résultat :
X d
lin  log Plan + b).log3 n/log n < «
en se ramenant au polyn8me Xd -~ 1 de factorisation immédiate,

(1.5) Soit k wun entier nen nul, du résultat précité [ 37] de POLYA, on déduit
aussitdt que la suite P(n(n + k)) tend vers 1'infini avec n ., En d'autres termes,
si 1'on désigne par (n ) 1la suite croissante des entiers dont les facteurs pre-
miers appartiennent & un ensemble fini donné, on voit que la différence n +1 - n
tend vers 1'infini avec i . Les travaux de SIEGEL et MAHLER (cf. [29] et [51])
permettent de donner une formulation plus précise de ce résultat : pour tout réel
t <1, 1'inégalité n, ,=-n; > nz est vraie & partir d'un certain rang (non

+1
effectivement calculable). Signalons enfin qu'on établit aisément que

/ng =1

im 1+1

(ef. [37] ou 84).

(1.6) Pour tout entier k > 1, soit P(n , k) =P((n + 1)(n + 2)..o(n + k)) ;5 1le
théoréme de Sylvester établit 1'inégalité P(n , k) > k (pour tout entier n >k );
historiquement, cela est apparu comme une généralisation du résultat de CEBICEV sur
la conjecture de Bertrand (n(2n) > n(n)) « On trouvera une démonstration du théo-
rdme de Sylvester (ainsi que divers corollaires élémentaires utilisés dans des

travaux récents) dans 1'annexe 1.

La fonction (n , k) > P(n , k) a fait 1'objet, ces dernidres années, d'acti-
ves recherches lides & une conjecture d'ERDOS. Soit ¢ un réel > 0 , on sait (cf.
[23]) que 1'inégalité Ppyq = Py < pg/12)+€ est vraie & partir d'un certain rang
et que la conjecture de CRAMER [7] s'éerit

— 2
llmnw(Pn+1 - pn)/(log n)“=1.,
D'autre part, on montre que, pour tout entier k > 0 , on peut trouver un entier
-2
pey <% et p . =p > logn.log, n.log , n.(log3 n)~
(cf. [43] et [47] pour ce résultat et les diverses valeurs de la constante). Soient
m un entier >0 , (un(m)) la suite croissante des entiers vérifiant P(un(m))>m

et gm) = sup un+1(m)- un(m) {pour les valeurs prises par eg(m) squand m est

n vérifiant k < P, <P
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un entier petit, voir [137]) ; comme lim P(n(n + 1)) = » , & partir d'un certain

rang (déterminé ultérieurement, cf. (2.4.1)) Ny s on a un+1(m) = un(m) + 1,

clest-a-dire g(m) = SUP,n n+1( m) - (m) . Soient my le plus petit entier tel
Qe py, >m (done Py, = U (m) )y et n, l'entier défini par unl(m) = 2pm »
ERDOS conjecture que

g(m) = sup

u . (m) = u (m) = sup (p.,=1,) »
n<n1 n+1l n m<pn<pn+1<2m n+1 n

soit, en appliquant la conjecture de Cramer, g(m) = (1 + 0(1))(log m)2 (cf. [10]).
L'étude de la fonction g se raméne & celle de (n , k) —> P(n , k) o En effet,
il est clair qu'on a inf,, (m) P(n , g(m)) > m ; réciproquement, soit h une

fonction continue strictement croissante telle que

T, (inf ) P(n s K (D721,

on vérifie alors aisément qu'on a Tim__ g(m) (™ (m))™! < 1 . Par exemple, le théo-
réme de Sylvester montre que 1im g(m)/m <1 . En fait, on peut déduire des calculs
de Sylvester 1'inégalité (pour n >k ) (cf. Anmexe 1) :

k.(1 - log ¥/1log(n + k)) < n(P(n , k)) 3

soient alors r et r' deux réels vérifiant 7/12 <r<r'<1, onvoit facile~

ment que, si k < n’ < (n + k)r s 1'on a, pour k assez grand,
P(n ’ k) (1 = r').k.log k

tandis ques si k >n' , 1'on a, pour k assez grand, P(n 5 k) > n . En d'autres

termes, on a prouvé 1'indgalité TEEQ@ g(m) {logm)/m < 5/12 (poser
h(x) = (1 - r').k.log k ).

La minoration donnée précédemment de 1'ecart Py ~ Py permet d'écrire 1'inéga—-

1ité g(m) >> log m.10g, m.1g, m.(log3 m) pulsque ul(m) = P, et uz(m)=pm_+1.
]

(1.7) J. M, DESHOUILLERS [8] a dressé une liste avec références bibliegraphieues
des diverses majorations obtenues pour 1l'infiniment grand g(m) (me) ;3 on trouvera
dans [60] un exposé historique détaillé valable pour les résultats antérieurs a
1972 ; on peut aussi consulter [ 39]. Aujourd'hui, deux méthodes sont utilisées pour
minorer P(n , k) : ‘

1° des méthodes de crible (par exemple, effectuer une double évaluation de
Zi>0 8((n + x)/1i) - o(n/i) puisqu'on a P(n , k) >n/i si n((n + k)/1) > n(n/1))
qui donnent un minorant de P(n » k) en fonction de k seul, valable pour n vé-
rifiant k72 <n<n () (quand n < Y2
(2/3) > (7/12) (ef. (1 6)))s minorant d'autant meilleur que n (k) est petit.
Ainsi, on prouve (cf [24]) que, pour k assez grand, P(n ’ k) k. log2 k avec
n (k) = exp((10g ¥)¥/%) .

sona P(n, k)>n puisque

2° des méthodes effectives ddtaillées dans les §2 et 3, qui fournissent des mino—
rents de P(n , k) en fonction de n et k » bona surtout quand n est grand
devant k . Ainsi, on prouve (cf., [28]) que 1lim - P(n,k)(log2 n)-—1 >k .
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La taille des intervalles sur lesquels ces minorations sont valables est aussi
importahte que la valeur des minorants eux-m@mes. En effet, pour obtenir des résul-
tats sur la fonction g , il est nécessaire d'avoir une minoration de P(n , k) en
fonction de k valable uniformément en n . Par exemple, l'apparition du résultat
précité [24] a permis de prouver g(k) = 0(k. log3 k.(log k. «log, k)~ ) non & cause
de 1'amélioration gpportée par le minorant k. log k mais a cause de la plus grande
valeur de n (k) que celle (exp(log k. .log, k)) utilisée amparavant, ce qui a
permis de substltuer 4 1'inégalité P(n , k) >> k.log k. +logy k.(log4 K)~1 (pour
i ) ) 1'inégalité P(n , k) > k.log k. .log, k.(log3 k) (pour

) )

qui s'obtient pareillement.

> exp(log k.log
n gvexp((log k)5

2. La méthode de Stérmer.

(2.1) Le lemme suivant, relatif & 1'équation de Pell-Fermet, a été prouvé par
STYRMER en 1897 (cf. [587).

(2.1.1) LEMME., - Soient d un entier > 0 non carré parfait, (xo ’ yb) la so-

lution fondamentale de 1l'équation de Pell~-Fermat x2 - dy2 =1 (33_ -1 ) $ alors,

ou bien l'ensemble des diviseurs premiers de Yo est inclus dans l'ensemble des

diviseurs premiers de d , ou bien il n'existe aucune solution (x , y) de 1'équa-

tion satisfaisant a cette condition.

(2.2) Montrons les conséquences de ce lemme en prouvant le théoréme suivant.
(2.2.1) THEOREME. - lim p(n® & 1) =

Avant de prouver ce théordme, remarquons que cet énoncé implique
lim sup(P(n) , P(n + 2)) =

et donc, en prenant n pair, lim sup(P(n) y P(n + 1)) = » énoncés dont Stfrmer,
le premier, a donné les démonstrations. Soient Q; » G, see g, des entiers premiers,
prouver le théordme revient A montrer la finitude de 1l'ensemble des solutions de
1'équation
X, X X

(E) ¢y .q22. cee .qrr = x2 + 1.

Soit D 1'ensemble de cardinal s = 3° formé par les entiers de la forme
r& q:i avee 0 < ai.s 2 « I1 est clair que le membre de gauche de (E) peut &tre
écrit de fagon unique sous la forme d.m2 » avec d € D , quand on impose la condi-
tion supplémentaire ¢ p divise m implique p divise d . On est donc ramend
& résoudre s équations de Pell-Fermat x° - dn? = + 1 avec la condition supplé-
mentaire précédente ; le théordme suit alors aussit8t du lemme. Le théordme précé-
dent est effectif puisque la recherche de la solution de 1'équation de Pell~Fermat

se ramdne au calcul du développement en fraction continue de dl/2

(2 3) En 1934, S. CHOWLA redécouvrait le lemme (2, 2.1), et prouvait 1'inégalité
P(n +1) > c.log, n {cf. [6]) gréce em lemme ci-dessous,
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(2.3.1) LEMME (SCHUR). - La solution fondamentale (quand elle existe) (xo , yo)

de 1'équation de Pell-Fermat x° - dy2 = =~ 1 satisfait & 1'inégalité

log sup(x. , yo) << dl/z.log a.

0

Le m8me résultat concernant P(n2 + 1) a été prouvé indépendamment par MAHIER

(efe [31]).
(2.4) Soient m1 'Oy 0 eee s My n1 » Ty 9 ees 3 D 9 8y b des entiers >0 ,
et ¢ un entier égal & + 1 ou + 2 . La démonstration du théordme (2.2.,1) montre

que 1'équation
x1 2 *r y1 Y2 Vs

aml m2 s mr "'bnl n2 o0 nS =C

n'a qu'un nombre fini de solutions (effectivement calculables), D. H., LEHMER a
repris cette question, et a étudié en outre le cas ¢ =+ 4 ; en d'autres termes,
D, H. LEHMER cherche & déterminer tous les entiers de la forme n(n +1) n(n+2)
ou n(n + 4) ayant des facteurs premiers donnds Qy # Qy # ees » g » Pour cela,
il remplace le lemme (2,1.1) par ¢es résultats voisins de la théorie des fonctions
de Lucas et, pour le cas des entiers de la forme n(n + 4) , utilise une extension
de (2.3.1) due & HUA (les références concernant ces lemmes sont donndes dans [29]).
Dans le m8me article [29], D. H. LEHMER obtient des majorants pour l'ensemble des
entiers n tels que n(n + i) (i=1,2, 4) ait tous ses facteurs premiers

pami q1 9 q2 9 eoce 9 q't . Par exemple,
(2.401) pour i=1, legngMH(2+ 1ee(8Q))(2QY2 = 2 log 2
(2.4.2) pour 1=2, logngM(2+10g(49) ¢¥/2 = 10g 2

avec M = sup(3, (1 + sup, qj)/z) y Q= rh<j<t ey - En particulier, on voit que
lim o sup(P(n) , P(n + i)).(log2 n)_1 > 2 (avee i=1, 2 ). Toute cette théorie
est accessible au calcul ; on trouvera, toujours dans [29], des tables numériques

dressées pour les petites valeurs de Gy ? Gy 2 see 2 Gy o

(2.5) Des indgalités (2.4.1) et (2.4.2), on va déduire une minoration de P(n,k)
(ef. (1.6)). On va montrer en effet que toute inégalité de la forme u(n(n+1));h(n)
(od h désigne une fonction tendant vers 1'infini avec la variable) fournit une

minoration pour P(n , k) . Il suffit de remarquer qu'on a 1'inégalité
(2.5.1) 2i<i<k log u((n+2i~1)(n+2i)) < 6(P(n,2k)) + 2k.log k + O(k) ,

ce qui implique 1l'existence d'un entier i tel que u((n + 2i - 1)(n + 2i)) soit
majoré par 6(P(n , 2k))/k + 0(log k) , d'oh 1'inégalité

P(n , %) > (1 - ¢).k.h(n) pour n z,no(e » k)

Prouvons maintenant (2.5.1) 3 si p>2k, p ne peut diviser qu'au plus un

entier parmi n+ 1 ,n+ 2, ... » n+ 2k , par conséquent, on peut &crire

Zisis2k §§Jn+i,p22k log p < 6(P(n , 2x)) - p(2k) ;
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d'autre part,
; = - Zk.log k 2k )+0(k
leigk Zplmi’ka log p Zp<2k log p. ([ X7 [ 1) < Z.log k+6(2k)+0(k)
d'ou 1l'on déduit le résultat puisque
zi$i$k log u((n + 21 = 1)(n + 21)) = ZﬁsisZk z?ln+i 10g D »
Par exemple, les inégalités (2.4.1) et (2.4.2) étant de la forme
log n << (P(n(n + i))).(1og u(n(n + i))).ul/z(n(n + 1))

et le terme prépondérant du membre de droite étant le terme en u(n(n +1i)) , on

obtient, en modifiant convenablement 1'argument précédent, 1'inégalité

lim P(n , k)/log, n 2k (cf. [28]).

3. La méthode de Baker.

(3.1) Les travaux de BAKER concernent avant tout la minoration des formes li-
néaires de logarithmes (pour un historique de ces minorations, consulter [67]) ; on
sait que ces calculs ont permis de donner des majorants effectifs pour les valeurs
absolues des solutions des équations diophantiennes de la forme yn = f(x) (n > 2,
f € ZX] ayant au moins deux (ou trois suivant les énoncés) zéros distincts) et
glx»y)=n (g€ 2X, Y] homogdne de degré 3 ). Ces différents aspects des ré-
sultats de BAKER vont intervenir dans les applications & 1'étude de la fonction

P ., Par exemple, on a le théordme suivant :

(3.1.1) THEOREME. - Soient t un réel < 1, et (kn) une suite d'entiers # O
telle que
1° lkhl < nt y alors sup(P(n) , P(n + kn)).(log2 n)"! reste supérieur i une

constante strictement pesitive effectivement calculable ;

2° lk l (108 n) » alors, pour tout réel ¢ > 0 , sup(P(n),P(n+k )). (log2 n)~ -1
est supérieur 3 (1 - t)/(5 +¢e) a partir d'un rang effectivement calculable.

Pour prouver 1°, on forme le logarithme du rationnel (n + kn)/n écrit sous la
forme d'un produit de puissances de nombres premiers, et on applique & la forme li-

néaire ainsi obtenue la nouvelle minoration obtenue par SHOREY (ef., [SO]). I1 vient:

Log(mwie )/l = 12, by Tog pyl = b | 12, (-b,/b )1og p,-10g p |

> exp(- wa(/\ log A B)2 (10g\ 10g B))Bw) ’
ou w= win(n + Kn)) , C constante, A = FI log p; € < (1og P)¥ avec P—P(n(n+kn)),
B = o (hauteur bi/bw) << logn .
I1 suffit alors d'appliquer 1'inégalité w < n(P) , et d'observer que

|10g(n + kh)/n| <« n*!

pour obtenir le résultat cherché,
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La deuxidme partie du théordme dépend de la majoration trouvée par STARK (ef.
¢ . . . 2
[56]) pour les solutions de 1'équation diophantienne y~ = £+ k (k#¢) . En
appliquant le lemme chinois, on voit qu'existent des entiers m , x , ¥ tels que
3

5 - — 2 ° 4 (3 '- z -t
0<mc< (np|n(n+kn) p) , m =x" , m(n+ kh) =y~ 3 on en déduit 1'inégalité

1
log n < (mkn)l+€ (¢! réel > 0),

d'oh aisément le résultat. En modifiant un peu l'argument précédent, on voit qu'on
peut remplacer le minorant (1 - t)/5 par (1 - t)/4 avec 1'hypothdse
lknl < (1og n)t/2 (cf. [28]). En particulier, quand kn est constante, on obtient

. -1

lim sup(P(n) , P(n + kn)).(log2 n)"* > 1/4
soit un moins bon résultat que celui donné dans (2.4) quand kn =+1 ou + 2.
Remarquons cependant que cette technique fait apparattre u(n(n + k)) seul et non
associé avee P(n(n + k)) ; plus précisément, on a déduit le résultat de (3.1.1)-2°
de 1'inégalité

log, 1 < (1 +¢€').(5 1og u(n(n + kn)) + t log, n) + Cte ,

d*ou

lim  log u(n(n + kn)).(log2 )~} > (1 =1t)/5,

alors que la technique de (2.4) donne, dans le cas ol kn ne prend que les valeurs

+1 et + 2, en majorant P(n(n + kn)) par u(n(n + kh)) ’
. -1
lim log u(n(n + kn)).(log2 n)" " >2/3.

(3.2) Comme on 1'a vu dans (2.5), il est naturel d'attendre de nouveaux résultats

sur P(n , k) déduits de (3.1) 3 par exemple, on prouve 1l'inégalité
. -1
1lim © P(n ’ k).(log2 n) > k/8

gréce & (3,1.1)-2°, De la méme manidre, la premidre partie de (3.1.1) peut &tre
utilisée : en formant le logarithme du ratiomnel (n + 1)/n s on obtient une rela-
tion de la forme lag2 n < F(w sy log P) avee w= wn(n + 1)) » P = P(n(n +1)) »
ou F est une fonction croissante de limite infinie en chacune des variables, et
d'ordre plus élevé en la premiére qu'en la seconde. Or, en remarquant, comme dans

(2.5), qu'un diviseur premier p > 2k de [l (n +1) ne peut diviser cu'au

1<igzk
plus un terme du produit, on voit que

% cige o((0421-1) (1421)) < (B(ns2K)) = n(26) + 5 [2E2E] - [2]
< 7(P(n , 2)) + k.log, k + o(kx) ,

ce qui prouve 1l'existence d'un entier i pour lequel w((n + 2i - 1)(n + 21)) est
majoré par w(P(n , 2k))/k + O(log2 k) . I1 suffit alors d'appliquer 1'inégalité
initiale & n + 21 - 1 , et de développer F par rapport & la premidre variable
(prépondérante) pour conclure. Il est en fait préférable d'utiliser dans ce cas une
variante de 1'argument précédent due & RAMACHANDRA (cf., [40]). On éerit cha ges
n mei
= pdc p ?

entiers n+i (1<1i<k) sous la forme m, m} en posant m;
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de sorte qu'il est clair que Z1gi<k w(m!) < n(P(n ’ k)) - ﬂ(k) o D'autre part, en
désignant par ;o4 le produit ﬂ m, ou l'on a oublié, pour tout pr <k , un
terme mi tel que vp(m ) = supj vp(mj) sy ON & rﬁ mi < (k - 1)! (cf. Annexe 1).
On vérifie aisément que (k - 1) < (k/e) a4 partir d'un certain rang. Le produit
comporte au meins k - n(k) termes, c'est-a-dire, pour tout ¢ >0 , au moins
(1 - )k = k' termes d®s que k est assez grand ; on prendra cependant k! =k/2
pour simplifier les notations. Soit I 1'ensemble des entiers 1 (1<1ig k)

tels que m, figure effectivement dans » et soit majoré par (lf/e)4 3 le com~

i
plémentaire de I ayant au plus k/4 éléments, card I est au moins k/4 . Le

m8me argument montre l'existence d'une partie I' de I ayant au moins k/8

é1éments vérifiant tous w(mi) < (S/k)(n(P(n y X)) = ﬂ(k)) « Soient i1<12<"'<iz
2:\j<£ ij+1 - ij <k , il existe un entier j tel que
- ia 8 o En résumé, on a mis en évidence un couple n?! =n + 1 s nl=n+i

les éléments de I' , comme
ij+1 +
o n"-n' <8 tel qu'on puisse derire (n'/n") sous la forme (m /m )e (m'/m'g
avec hauteur (ml/mz) < (k/e)4 et w(mi) + w(mé) < (16/x) (n(P(n , k)) - n(k)) y CE
qui permet, en décomposant mi/mé en produit de puissances de nombres premiers,
d'appliquer le résultat précité de SHOREY dans des conditions plus favorables. On
obtient ainsi 1'inégalité P(n , k) > k.log2 n pour n > ek ce qui, joint au ré-
sultat é1émentaire P(n , k) > k.log k , permet de voir que 1'inégalité

3/2 « La

P(n , k) > k. log2 n est vraie pour tout couple (n y k) tel que n >k
m8me technique peut &tre appliquée aux résultats de (2.4) ou de (3.1.1)=1°, on
obtient alors des inégalités valables dans le domaine plus vaste défini précédemment

(mais moins bonnes pour n infini et k fixe).

(3.3) Un perfectionnement de 1'argument précédent (dfi & RAMACHANDRA, cf. [42]) et

un énoncé "type Baker" sur les expressions de la forme |2 .log qil » OU les

bi sont entiers et les ¢y rationnels voisins de 1 (dﬁ1<1§HOREY, cf. [42] et
[49]) permettent d'obtenir une minoration de P(n , k) lorsau'on impose une condi-
tion de la forme nl(k) <ng n2(k) « Comme dans (3.2), on recherche un couple

(n' y n") (n<n"<n! <n+k) tel qu'en formant log n'/n" (< ¥/n) on tire 1le
meilleur parti de cet autre résultat de SHOREY (lequel a été d'ailleurs congu plus

particuli®rement pour cet usage).

On écrit comme précédemment chaque entier n + i (1 < i <k) sous la forme

mi mi afin de limiter au maximum le nombre de termes figurant dans la forme liné-
aire de logarithmes. On raisonne ensuite ainsi : si P(n , k) est assez petit, on
peut trouver x/16 (par exemple) entiers i tels que les ensembles non ordonnés
d'exposants obtenus en écrivant les mi sous la forme de produits de puissances de

nombres premiers soient tous les mémes (observer qu'il y a au plus

(3.3.1) exp((8/1) (n(P(n 4 X)) - (k) (Log,(n,(X)) - 1og, X))

tels ensembles d'expasants, et que ce nombre est un o(k) si P(n , k) est suf-

fisamment petit). On est alors ramend & choisir deux entiers i1 et i2 paemi les

précédents tels que my /my  soit voisin de 1 et m! /m! de la forme
1 %2 12



G22~10

nﬁ p§1)/p§2) ou les p(l) ’ p(Z) sont des nombres premiers, ce choix étant fait
de sorte que les rationnels pg )/p§2) soient le plus proches possible de 1 . On
applique alors le résultat de SHOREY qui montre que P(n , k) ne peut &tre trop
petit ; par ce procédé, on est limité par la condition expression (3.3.1) = o(k) ;
toutefois, on obtient des résultats intéressants : si n (k) = exp(log k.log2 k)
(resp. exp(exp((log X)'**)10g k)) et n (k) = exp(exp((10g X)) (resp.
exp(exp((log k)1+b).log k) avec 0<a<b<l- a) ’ P(n ’ k) est minoré par
c.log kilogy k.(log4 )~ 1 (resp. c.(log k)1+a.(log2 k)™!) ob ¢ est une constante

absolue effectivement calculable.

(3.4) Soit f wun polyn8me & coefficients entiers ayant au moins deux zéros dis—
tincts. On va montrer que les résultats de BAKER et STARK sur les équations dio=-
phantiennes fournissent trés simplement des minorants pour la suite u(f(n)) » Par
exemple, quand f(X) = aX2 +bX + ¢, s0oit v

n
4af(n) = (2an + b)2 + dac - b° = v, y3 avec y entier, ce qu'on peut dcrire

le plus petit entier > 0 tel que

(v y)3 - (v_(2an + b))2 = v2(4ac - b2) » permettant ainsi d'appliquer le résultat
n n n q

de STARK (cf. [56]) sur 1'équation X3 - Y2 =k , il vient

log2(2an +b) < (1+¢').2 log v, + Cte (et réel >0) ,

d'ol, comme v, < u2(f(n)) s 1'inégalité 1log u(f(n)) > ((1 - e)/4).log2 n valable
& partir d'un certain rang effectivement calculable en fonction de £ (quelconque

>¢' ). La mBme technique convient pour les équations de degré > 2 : on obtient

log u(f(n)) > log, n pour le degré 3,

(3.4.1)
log u(f(n)) > 1og3 n pour les degrés > 3 ,
les constantes sous-entendues dans (3.4.1) étant explicites., En modifiant un peu
les résultats de BAKER et par des arguments moins simples, SPRINDZUK a mantré (cf.
[55]) que, T étant un polyndme i coefficients entiers de degré > 3 ayant au

moins trois zéros simples, 1'inégalité
log u(f(n)) > (3(2d)9 + )t log, n (ou a=4° f)

était valable A partir d'un certain rang effectivement calculable. Dans le cas de
polyn8mes f de la forme aXd +b (a4 > 3) , ces résultats peuvent &tre améliords
par des arguments aussi élémentaires que ceux décrits au début de cet alinda (3.4) :
en envisageant le plus petit entier v fel qu'on puisse derirve v yd - and =D,
et en utilisant les majorations obtenues par STARK pour les solutions de 1'équation
de THUE g(x , y) =m ( g homogdne ), on trouve 1'indgalité

log u(f(n)) > (2d2 + g)-l log2 n (pour n assez grand) (cf. [27]).
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(3.5) Les résultats de (3.4) sur u(f(n)) permettent d'en obtenir d'autres sur
P(£(n)) grhice A 1'indgalité log u(f(n)) < o(P(£(n))) . Les formes p-adiques des
travaux de BAKER dues a COATES et SPRINDZUK (qui ont en fait déja été utilisées
dans 1'article de Sprindzuk cité dans 1l'alinéa précédent) permettent d'obtenir di-
rectement des indgalités concernant P(f(n)) et plus généralement P(g(n , nt)) ,
ou g est un polyn8me homogdéne irréductible & coefficients entiers et n , n!
premiers entre eux. Il es§ clair en effet, que toute majoration des solutions de
1'8quation g(x , y) = mpl1 cee prr (m , Py oo+ Py donnés) fournit une minoration
pour les entiers de la forme g(n 4, n') (cf. [54]). On prouve notamment les inéga-

1ités P(g(n 5 n')) > (logz(n + N 4 quand g est de degré 4 et
P(gln 4 n')) > logz(n + n').(logB(n + at))"t

quand g est de degré > 4 (pour ces résultats et la bibliographie correspondante,
consulter le "survey" de W. SCHMIDT [46]). Une modification de la démonstratien
donnée par SPRINDZUK des résultats précédents a permis a KOTOV (cf. [25]) de
montrer, dans le cas d'un polynfme f d'une seule variable, 1'inégalité

P(f(n)) > log, n . Cette dernidre inégalité peut encore 8tre déduite du résultat
précité de SHOREY (cf. démonstration (3.1.1)-1°) ; plus généralement, SHOREY a
montré, avec TIJDEMAN, 1'inégalité (cf. [51])

i -1

avec k < (log n)®, a>0, ¢(f, a) effectivement calculable (cf. [51]). Dans
le cas de polyn8mes de degré 2 , on a, par les méthodes treés simples exposées au
début de (3.4), le résultat meilleur suivant : Soient (fi) (1 <1igk) des po~
lyndmes du second degré premiers entre eux deux & deux et un réel ¢ > 0 , alars,
1'indgalité 1>(I'I1 f, (n)) ((k = ¢)/4). (1og2 n) est vraie pour n>n, (f ,...,fk)
effectivement calculable (ef. [27]).

(3.6) On sait que les premiers résultats sur les formes lindaires en logarithmes
sont dus & GEL'FOND (ef. [17]), et 1'application de ces iddes a 1'étude de suites
comme P(f(n)) a été apergue avant les développements donnés par BAKER. Ainsi,
SCHINZEL, dans un important artlcle (ef. [44]) ay entre autres choses, résolu ef-
fectivement les équations : qll ...qi + T “1 LN 73 = s* (q1 see Gy # Ty een rj
nombres premiers donnés, s entier # O donne) solt un problédme un peu plus géné-—
ral que celui résolu par STYRMER, amélioré des résultats de MAHLER [ 32] et NAGELL
[35], relatifs a P(ax2 +bx +¢) et P(ax3 +b) , certaines de ces améliorations
étant toujours actuelles,

4, Suite des nombres ayant des facteurs premiers donnés.

(4.1) Soient a et b deux entiers ayant les m&mes facteurs premiers. ERDOS ot
SELFRIDGE ont conjecturé (cf. [14]) que 1'écart a - b était supérieur & une fonc—
tion croissante da a ou b , plus précisément qu'il existait une constants ahso—
lue c¢ telle qu'on ait a-b > (log b) pour tout couple (a , b) ; cette con—~
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jecture a été récemment démontrée a partir du résultat déja cité ([507, cf. (3.1.1)~
1° et (3.5)) de SHOREY sur les formes lindaires de logarithmes ; on va en donner
une autre démonstration basée sur les résultats de STARK sur 1'équation diophan—
tienne x3 - y2 =k o Soient donc a et t deux enti-rs tels que u(a) = u(b) H
comme dans (3.1.1)—20, on voit qu'il existe un entier v < u5(a) tel que va

(resp. vb) soit un carré (resp. cube) 3 par suite, v(a - b) est de la forme

X - y2 et donc, pour tout réel ¢' >0 , log a < C(e').(v(a -~ b))1+€’ y d'ol,
puisque v < us(a) < (a - b)5 s log a < C(g):(a - b)6+e . Une variante de cette
démonstration se trouve dans [287] ; en combinant les deux, on peut, si 1'on dispose
de renseignements sur les classes modulo 6 des entiers vp(a) et v (b) , amé-
liorer 1l'exposant 6 + ¢ . L'avantage de cette démonstration sur celle (ef. [15])
basée sur les travaux de SHOREY est de fournir une valeur explicite pour 1'exposant;
elle est toutefois insuffisante pour domner uns réponse i une autre question, posée
par ERDOS et SELFRIDGE : existe~t-il toujours un nombre premier compris entre deux
entiers a et b tels que u(a) = u(b) ? En effet; si 1'on pouvait substituer a
1'exposant 6 + ¢ un nombre inférieur & 1/2 , on pourrait répondre par 1'affirma-
tive (en appliquant la conjecture de CRAMER (cf. (1,6))) . Signalons cependant

qu'il en est ainsi si 1'on admet les conjectures de HALL sur la courbe x3-y2 = k
(ef, [20]), et PILTZ sur 1'dcart Ppey = Py
Pryq =Py < (pn)e est vraie pour n assez grand), car on prouve alors 1'inégalité

a=-b> (a+ b)1/16 (ef. [287).

(pour tout ¢ >0 , 1'indgalité

(4.2) Soient S un eﬁsemble fini de nombres premiers, de cardinal > 2, et
(ni) la suite croissante des entiers engendrds par S , c'est-a~dire la suite des
nombres dont les facteurs appartiennent & S (uf. (105;)0 Les résultats qui suivent
sont dus, pour la plupart, & TIJDEMAN (cf. [61], [62], [63]) ; signalons cependant
qu'avant les développements apportés par BAKER:; CASSELS [4] avait déduit des tra—
vaux de GEL'FOND la possibilité effective de celculer un rang no(t) & partir du—
quel 1'inégalité ni+1 - n; > (ni)t est wvalable ( t rdel < 1 )» rang dont
1l'existence avait été prouvée antérieurement par SIEGEL (ef. (1.5)). Montrons que
1'inégalité ni+1 -n; > ni.(log ni)s ( s constante <0 effectivement calcula~
ble dépendant de S ) est une conséguence facile des résultats de BAKER, I1 suffit
de remarquer que :

(ni+1 - ni)/ni > lag ni+1/ni = IZ?ES bpalog pl > exp(- C(S).log sup bp) ,

ou pour tout ke g, !bpl < log kni/log 2 . Un caleul analogue peut 8tre fait
pour déterminer le rang no(t) défini précédemment ; on trouvers ces deux démons-
trations complédtes dans TIJDEMAN [61], mais il conviendra de reprendre les calculs
en utilisant les résultats de SHOREY (précitd [50]) ou RAMACHANDRA (of. [41]) de
préférence & ceux de FEL!DMAN [16] et BAKER (Mathema“ika, t, 15). Toujours dans
[61], TIJDEMAN, grfice au principe des tiroirs, prouve que la constante s ne peut

8tre supérieure & 1 - card S - Ce mBme principe et les résultats de BAKER lui per-

mettent également de prouver l'existence, pour tout réel +t < 1 s d'un ensemble
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S(t) infini d'entiers tel que la suite croissante (ni) engendrée satisfasse,

pour i assez grand, a 1'inégalité n, ., =0 > (ni)t 3 la construction de s(t)

+1
se fait par récurrence, les k - 1 premiers éléments de s(t) étant définis, et

n, étant un rang tel que, n{ désignant la suite engendrée par ces k - 1 élé~
t
ts a4 e 2 N - T 1
ments, 1'inégalité nf , - n} > (ni)
un k-idme 41ément de sorte que la méme inégalité soit vraie & partir du méme rang

soit vérifiée pour ni 21, 2 on construit

n, pour la suite engendrée par ces k éléments, Ce résultat résout une conjecture
de WINTNER et est en quelque sorte le meilleur possible ; en effet, la démonstra—
tion de 1'inégalité s > l1-card S permet de prouver qu'étant donné un ensemble in-

fini de nombres premiers S! engendrant une suite (n{) s 1'inégalité

a ‘
! —_n! 1 ]
Diq — B4 > ni.(log ni) ( a réel quelconque)

est fausse une infinité de fois.

(4.3) Cet alinéa est consacré & des rappels relatifs aux fractions continues.
Soit x wun réel irrationnel, un rationnel r/s sera dit une bonne approximation &
gauche (resp. & droite) de x si r-sx<0 (>0) etsi r'/s'<x (>x) avec
s' < s implique lr - sxl < lr' - g! xl « Une bonne approximation est un rationnel

:/s tel que ir - sxl < inf lr’ - g! xl $ une bonne approximatien r/s est

s'<s
donc une bonne approximation & gauche ou a droite suivant le signe de r = sx , la
réciproque étant en général fausse comme on le verra. Comme x est irrationnel, si

1l'entier s > 0 est donné, il y a un unique entier r tel que

|r - sx| = inf |rt - sx|

riez

en d'autres termes, si 1'on note ||y]] = inf - n| , on peut caractériser les

ezl ¥

dénominateurs s des bonnes approximations par la propriété |[sx|| < inf s x| .

el
L'application classique de Dirichlet du principe des tiroirs montre que, pour tout
réel ¢ (0 <g < 1) , il existe un entier positif s < 1/e tel que llsx|| < e s ce
qui prouve l'existence d'une infinité de dénominateurs de bonnes approximations.
Soient S, cette suite croissante ainsi attachée & x , et T la suite des numé-
rateurs associés ; la suite rn/sn converge vers X , et on montre qu'elle coin-
cide avec la suite obtenue & partir du classique développement en fraction continue
de x (si x = [ao » 8y reees B 1ee. ] » avec ay = [x], a; = [(x - ao)-lj s eee
on a rn/sn = [ao Yoeed an] si x~-[x]<1/2, et rn/sn = [ao Yeoes an+1] si

x =[x]>1/2) ; clest d'ailleurs ainsi que CASSELS introduit les fractions conti-
nues dans [3] (pour 1la présentation "classique", voir par exemple PERRON [ 36]). Si
x - [x]<1/2 (resp. >1/2) , la suite r2n/s2n crott (décrott) vers x tandis
que r2n+1/s2n+1 déerott (crott) vers la m8me limite, ce que traduit la relation

= (= 1) (resp. (- 1)™1)

Spe1 Tn = °n Tyl « Do cette dernitre égalité, on déduit
aisé = i =

sément Sn”Sn+1 x| + sn+1”3n x| =1 5 et les relations Spe1 = 8 Sp t Sy
Toe1 =8, Tyt T lesquelles perwmettent de retrouver la suite a, précédemment

définio (& wn ddcalage Swomtnel de 1 prés) (on peut encore écrire

ay = Lllegy =li/llsy =3).
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Soit n un entier tel que rn/sn <x < rn+1/sn+1 » et considérons les fractions
) quand a décrit les entiers de 0 a a

ne1 t T )/(asn+1 n+1
une suite de rationnels dont on démontre qu'ils sont de bonnes approximations &

(ar » on obtient

gauche de x j; réciproquement, on prouve que toutes les bonnes approximations &

gauche peuvent 8&tre ainsi obtenues. On caractériserait de m8me les bonnes approxi-
mations & droite. Tous ces résultats sont contenus (certains implicitement) dans

1'ouvrage de PERRON, quelques uns d'entre eux sent rappelés dans [63].

(4.4) Soient p et q deux nombres premiers (p #q) 5 et n; la suite crois-

u
sante des entiers de la forme p q ( u , v entiers 2()). Supposons ni =p .v

-

et p (n )1/ » soit rn/sn la suite des bonnes approximations attachée a

l'irratlonnel (et m8me transcendant) log p/log ¢ , et désignons plus précisément
U=s_  V+r

par n 1l'entier tel que s, su< Syl * Le nombre n' =p P.q 2 est entier

et tel que llog n’/nil = log ¢.
(4.3),

r, - sn(log p/log q)l ; par conséquent, d'aprés

|10 n'/n,| < (1og a)/s,,, < (log a)/u < 2(1og p)(log q)/10g n, .

On a donc prouvé 1'indgalité |n' - nil << ni/log n, c'egt=d-~dire

1nf(ni+l -1, 1y - ni~1) << ni/log n; .
Montrons maintenant 1'existence d'une constante c' , fonction de p et gq ,
?
telle que Spep < (sn)c s ce qui permettra de prouver qu'on a toujours

t
(ni+1 - ni) < ni(log ni) ( t constante <0 ),

Y1 Vner
(si n'> ng s c'est clair ; si n! < n, envisager n" =p o€ (> ni)

et écrire
-1/c! -1/c? -1/t
0< log(n"/ni) < (1og q)/sn < (log q).sni{c < (1log q) eu e << (log ni) 1/c ) .
C'est en effet une conséquence de 1'inégalité (o h et k désignent des
entiers)

|h.1log p -~ k.log ¢| > exp(~ ¢".1og sup(|h| , |x|))

puisqu'en particulier,

) .

L'inégalité (ni+1 - ni) < ni/(log ni)t étant vraie pour une suite engendrée par

(1og q)/s_ > (10g a)lls,, ,(1og p/1og ¢)|| > exp(- c" 1og Spi1

deux entiers p et ¢ , elle 1l'est a fortiori pour toute suite engendrée par un
ensemble d'entiers de cardinal > 2 , En résumé, S désignant un ensemble fini de
nombres premiers, et (ni) la suite engendrée par S , ce qui précdde et (4.2)
montrent l'existence de deux constantes <0, s et t telles eu'sn ait, pour

tout 1 )

t
ny (log n, ) i+1 -n; £ ni.(log ni) .
(4.5) Revenons au cas d'une suite n, engendrée par deux elementa p et « . 0On

-1 ""S
a majoré inf(n, /n y 1 /ni_l) par sup(p B g B, p .q D) ., Plus généralement,

i+t
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on prouve (ef. [63]s §4) que l'ensemble des quotients ni+1/ni colincide avec celui
des valeurs prises par :su.p(p"s qr ’ ps q—r) quand r/s décrit 1l'ensemble des
bonnes approximations de (1og p)/(log q) 4 gauche ou & droite j; c'est une consé-

quence facile des définitions donndes dans (4.3).

(4.6) Les notations sont celles de (4.2). On va montrer que l'ensemble des
entiers 1 tels que (ni ’ ni+1) =1 est infini. Soient 4 1e p. g. c. d. de n,
et Di g0 j et j' 1les entiers définis par n'j = ni/d ’ nj, = ni+1/{ 3 on vé-
rifie aisément que j' = j + 1 (sinon n; <dn, <n ). Prouvons alors la pro-

priété par 1'absurde ; si, au-dela d'un rang ig ’ oi+;vait toujours (ni.ni+1)=d>1,
alors (ni+1 - ni)/ni = (ni+1/d - ni/d)/(ni/d) appartiendrait & un ens:mble fini
ce qui est en contradiction avec 1'inégalité (ni+1 - ni)/ni < (log ni) prouvée
dans (4.3). Soit S' une partie de S , différente de S , le m@me raisonnement
que précédemment permet de prouver, si S' est réduit & un seul élément, que
l'ensemble des entiers i tels Aque n, soit engendré par S!' et (ni+1 ’ ni) =
est infini ; dans le cas ou S!' = {p » q} » ce résultat reste vrai, ce qui a été
prouvé par TIJDEMAN et MEIJER (cf. [63], §6) mais la démonstration n'est plus im-
médiate : Comme card S' = 2 , on sait, d'apres (4.4), que la suite des entiers en-
gendrée par S!' est assez bien connue, On raisonne par 1l'absurde, c'est-a-dire
qu'on suppose que si n, = ’u qv » alors ni+1 est divisible par p ou ¢ (pour
i assez grand). Cette hypothése montre qu'a partir d'un certain rang, soit ng o0
. . u! v!
soit ng., est nécessairement de la forme p g 3 on prouve alors l'existence
d'intervalles (zm sy inf(p » q)l&m) (o 4 est une suite tendant vers 1'infini)
tels que les éléments n, qui y sont situés soient tous engendrés par S' . Or, si
re S~ S', la suite (rni) ne contient aucun élément engendré par S' j par con—

séquent, pour tout réel L >0 , il existe un entier i tel que
n, <L< lnf(p y )L < My

ce qui est en contradiction avec 1lim

(n

Cette démonstration, basée sur une analyse fine des rapports ni+1/ni a 1'aide

e ni+1/ni =1 (consequence de

t
i+1 - ni) \< ni(lOg ni) )'

de considérations de fractions continues ne semble pas pouvoir &tre prolongée au
cas card S > 2 lequel reste ouvert ; TILJDENAN et MELJER conjecturent que la pro-
priété (laquelle est en fait une propriété additive de géométrie des nombres)

demeure exacte,

5 Plus grand facteur premier de Cn(a y b)) ( Cn cyclotomique).

(5.1) Pour tout entier n > 1 , on désigne par Cn le n-idme polynbme cycloto-
mique, c'est=ad~dire Cn(X) = ﬂxeRn(X - X) 5, Oh Rn est l'ensemble des @(n) raci-
nes de 1 d'ordre n . Etant donnés deux entiers a et b (0 <b < a) premiers
entre eux, on note Cn(a y b) 1'entier )@(n) Cn(a/b) o La propriété fendamentale
sur lagquelle zcposent 4oms los réoultats de ce paragraphe est due a BIRKHOFF et
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VANDIVER (cf. [2], ces auteurs ont en fait amélioré des résultats antérieurs de
ZSIGMONDY [68]) ; elle s'énonce ainsi : les diviseurs premiers de Cn(a » b) (pour
n > 2) sont tous @auf peut-&tre un qui est alors P(n) ) congrus & 1 modulo n

(démonstration dans 1'annexe 2).

(5.2) L'intér8t de 1'étude des factesurs premiers de nombres comme Cn(a y b) a
été pergu depuis longtemps. Les nombres de Fermat (Fm = 22m + 1) sont de cette
forme (Fm =C +1(2 ’ 1)) , et si 1'on conjecture qu'aucun de ces nombres n'est
premier (pour m > 4) , on sait par des vérifications numériques qu'ils ont de
"grands" facteurs premiers (au sens de (1.1)) 3 de m8me, les nombres de Mersenne
( M§ = 2P -~ 1 avec T premier) sent de cette forme ( Mp = Cp(z y 1) )s et possd-
dent tous de "grands" facteurs premiers ; les plus grands nombres premiers connus

11213 _ | 519937 _

explicitement sont des nombres de Mersenne : 2 1 (respective-

ment les 23e et 24e nombres Mb premiers, cf. [65]).

(5.3) Les résultats prouvés concernant P(Cn(a » b)) sont trds en degd de ce que
peuvent laisser supposer les investigations numériques. Avant 1962, le meilleur
résultat connu était P(Cn(a sy b)) >n (cf. Annexe 2) ; SCHINZEL, par des moyens
élémentaires (mais longs et techniques), a montré 1'inégalité P(ap - n) > 2n
quand ab est un carré ou deux fois un carré et hormis certains cas particuliers
(ef. [45]). Voyons maintenant pourquoi les méthodes de (3.1) permettent naturelle-
ment d'améliorer ces résultats. Btant donnés deux entiers voisins n et n +k ,
on a obtenu, & l'aide des travaux de BAKER, une relation entre P(n(n + k)) ’
win(n +x)) et n , d'ou 1'on a déduit une minoration de P(n(n>+ k)) grfice a
1t'inégalité w(n(n + k)) < n(P(n(n +k))) . Or, dans le cas des entiers tels que

Cn(a y b) , on a vu dans (5.1) qu'on pouvait remplacer cette inégalité par

wic (a s b)) g1 +m (2(c (a, D),

ol nl.n(x) = zfsx,pzl(mod n

qui est aussi & la base des résultats antérieurs relatifs a P(Cn(a s b)) cités

) 1 (on verra dans 1l'annexe 2 que c'est cette inégalité

ci-dessus) j 1'évaluation de m, n(x) se fait, comme x n'est pas trés "grand"
?
devant n , suivant les méthodes de BRUN~TITSCHMARCH (ef. [ 38]) ; rappelons qu'on

déduit de 1'hypothdse de Riemann la relation (valable uniformément en x ) e

ma) = (o)™ [ £ o/ 206 )

Pour x infini, on a, d'aprés le théordme de la progression arithmétique,

my a(®) = (1 + o(1))(o(n)) " (x/208 x) &

(5.4) D'apres ce que 1'on a vu dans (5.3), il suffit donc de savoir approcher
Cn(a » b) par un nombre n'ayant que de petits facteurs premiers pour obtenir des
résultats sur P(Cn(a y b)) « Si n =p premier, Cp(a » b) = (& - v°)/(a - b)
peut évidemment &tre approché par ap/(a -~ b) et, de méme, si n = 2p ,

CZp(a ’ b) = (ap + bp)/(a +Db) peut &tre approchéd par ap/(a + b) 3 on va d'abord
traiter ces deux premiers cas qui sont faciles, le cas général faisant 1l'objet de

1'alinda suivant. Pour oela, il suffit de reprendre la démonstraetion de {3.1.1)-1°
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pour déduire du résultat [50] de SHOREY 1'inégalité (pour p assez grand)
p(af - vP) = P(C (a » b)) > p.log p

(et de meme P(a® + bP) P(C (a , b)) > p.log p ) ; de plus, la m8me méthode,
jointe & un résultat de crlble d'Erdss [11] sur w(2p - 1) permet de prouver que,
pour presque tout nombre premier (au sens de la densité naturelle dans cet ensemble),
1'inégalité P(2p - 1) > p.(log p)2 (log2 p)'-3 est vraie (cf. [15]). Les méthodes
ayant permis de prouver (3.1.1)=2° qui utilisaient les travaux de BAKER et STARK
sur les équations diophantiennes ne domnent pas de résultats ici, mais, si 1l'on
admet la conjecture de HALL { 20 ] et 1'hypothése de Riemann généralisée, on peut
prouver par ces moyens que les inégalités (pour tout entier donné a )

P(ap - 1) > p2.(log p) 4-c et P(a2 + 1) > 22 ol A-e

sont vraies & partir d'un certain rang (fonction de ¢ 5 nombre > 0 donné).

(5.5) L'approximation de Cn(a » b) par un nombre n'ayant que de petits facteurs
premiers reste possible pour presque tout entier (au sens de la densité naturelle)
grice & une méthode due & STEWART [57] ; plus précisément, cette méthode s'appliaue
a4 tous les entiers n tels que w(n) < k.log2 n.(log 2)"1 (o k est un réel
< 1 ), entiers qui forment un ensemble de densité 1 dés que k > log 2 == 0,69 .
Soient d, <d, < 0. <4

1 2 t
tion de MSbius) de sorte qu'en posant d

les diviseurs de n tels que u(n/d) £ 0 ( w fonec-
/d5)
s clest-a~-

dire, puisque t = 2w(n) tel que log(a /d ) (10g n)1 k ;s le (ou les) entier&ﬂ

=1, 0nait n =

0 r%<1xt }tl

voit donc qu'existe un entier s (0 < s < t) tel que /d > nl

dg,, ainsi défini(s) tend(ent) d?nc virs 1'1nf1n1 avec n , On écrit C (a y b)
sous la forme ﬂ1<%<7( )i l)u et plus précisément :
a, 4, p(n/a, u(n/a )
i
Meesla =0 ) " eexp((2 g o 4 u(/4)) 20g a). s<1<t(1 (b/a) Y

ce dernier terme est un produit composé :

1° d'un rationnel R1 de hauteur majorée par

td
k
eXp((leissldil)'log a) <a ° < exp((log n)* log a) ,

20 d'un rationnel R2 n'ayant que des facteurs premiers indépendants de n de

hauteur majorée par exp((log n)k n log a) ,
30 d'un rationnel Ry voisin de 1 puisaeue

(1 (b/a) )] K(a ’ b)(b/ ) S+1 ( K(a ’ b) constante).

En d'autres termes, on approche ¢ (a » b) par le rationnel (R R ) de sarte

Ilog s<igt

qu'en décomposant C (a s+ b) en prodult de puissances de nombres premlers, et en
formant comme dang (3.1)

log Ry = log((R, R2)'1 m

J
3 1<ise P57 0
on obtient, grice au résultat [50] de SHOREY, 1'inégalité :

P(Cn(a ¢ b)) > n(log n)l—k(log2 n)—l (efe [151).
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6o L'équation de Catalan.

(6.1) Au sidcle dernier, CATALAN a conjecturé que 1'équation diophantienne
- y% =1 avait pour unique solution la solution évidente x =3, p=2,
y=2, q=3 (cf. [5]). On trouvera dans le dernier chapitre du livre de MORDELL
[34] un résumé, avec référence, des principaux résultats (de nature purement arith-
métique) relatifs & cette conjecture. R. TIJDEMAN [ 64] vient de déduire des nou-
velles formes des inégalités de BAKER {"Sharpening", Acta Arithm., t. 24 et 27) une
variante lui permettant de donner un majorant effectif pour les solutions de
1'équation de Catalan, ramenant la conjecture de ce dernier & un nombre fini déter—
miné de vérifications numériques (irréalisables avec les valeurs actuelles des
divers majorants), On va exposer la démonstration de TIJDEMAN, mais on ne détail-
lera ni la variante en question, ni les résultats de BAKER qui lui ont donné nais-
sance, car Ae VAN DER POORTEN vient de prouver un résultat plus fort englobant le
tout (valable en outre en p-adique) (cf. [66]). On se borne donc & énoncer le

lemme qui nous sera directement utile :

(6.1.1) LEMME, - Il existe deux constantes strictement positives e! et c",

effectivement calculables, telles que, pour tout triplet (a s b, c) de nombres

rationnels # 0 , et tout triplet (i , j , k) d'entiers relatifs satisfaisant a

L=1|iloga+jlogb+klogec|#0, on ait
n
L > exp(~ ¢! log A(log A')® 1og B)

avec, h désignant la fonction hauteur,

A > sup(2 , n(a)) , A? > sup(2 , h(p) , h(c)) , B > sup(2 , |i] , 13l » k) .

(6.2) Soient S 1'ensemble des quadruplets (x s ¥ 5 p 5 q) d'entiers >2 vé-
rifiant x° - yq =1, T 1'ensemble des é1éments de S tels que p >q et p,g
premiers, On va d'abord prouver que s'il existe une constante M telle que
(z, YspPsra)eT implique sup(p , a) <M, alors, pour une constante M! con-
venable, (X , y , p s, q)e S implique sup(x , y »y p » ¢) < M' . Soient
(= , Yspsq)esS, p' » q' , deux facteurs premiers de p et ¢ respective~
ment, le quadruplet (xp p’ ’ yQ/q' s D!, q') appartient donc & T , ce qui
entratne sup(p' , q') <M ; or, on sait (ef. [1], ch. 4) qu'une telle condition
implique la majoration de Xp/p' et y q! (donec de x ' Y 2 o/D! q/q‘) par
une fonction effectivement calculable de M » d'ol le résultat, Soit T! 1a partie
de T formée des éléments (x , Y+Psq) od P >q>2 3 on va prouver l'exis—
tence d'une constante M majorant p pour tout (x , y , Ps»q) €T, 1a méme
démonstration, 4 d'évidentes modifications prés, montrera un résultat analogue pour
les quadruplets (x » Y 2D q) tels que 2 < p < ¢ . Ne restent done que les cas
P=gq (immédiat) et q =2 (réglé deux ans aprés que CATALAN ait émis sa conjec—
ture, ce cas est traité (d'aprds une démonstration de CASSELS basée sur la facto-
rialité des entiers de Geuss) dans le 1ivre de MORDELL [347) ou 1ton voit qutil
n'existe aucune solution,
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(6.3) On prouve maintenant un résultat arithmétique préparatoire. L'équation de
Catalan peut 8tre écrite (x = 1).C_(x) = y? avec les notations du §5 et de 1'an-
nexe 2 j; comme Cp(l) =Dy le pe 8 Cc. d. de (x - 1) et de C (x) est 1 ou
p ; d'autre part, d'aprés 1'annexe 2, (C (x)) =1 (si x =1 (mod p) ) ou O
(si X#£1 (mod p) ) 3 on voit donc que ou (x - 1) ou p(x - 1) est de la forme
al s o a est un entier non divisible par p dans le premier cas, divisible dans

le second. De m8me, on peut écrire 1'dquation de Catalan sous la forme

(y + 1).C (y) = %P (puisqu'on a supposé q # 2 ),

et déduire des relations c, (— 1) =q et v (C (y)) que (y +1) ou
q(y + 1) est de la forme b « D'autre part, CASSELS a prouvé que, pour tout
(x 2y yspsq)eT, p (resp. q) divise y (resp. x) 3 cela exclut donc les

1, y+1=1". Signalons qu'il est possible d'utiliser

possibilités x - 1 = g
des résultats arithmétiques plus simples (notamment de ne pas faire appel a 1l'anne-
xe 2 ou au résultat de Cassels) au prix d'un allongement de la suite de la démons~

tration (cf. TIJDEMAN [64]).

(6.4) On est maintenant ramené & la situation suivante : x = 1 + aq/p ’
y==1+bv"/q, a'on
"% pP(1 + pa P = P 7Y (1 - p7P) 4 (v7P)T)
Comme qb P < 1/3, |log(1 - qp P)? + (qb‘P)q)I (4/3)q(qb™®) et done
Ipq 10g(a/b) - p log p + q log q] < p° &a™% + (4/3)(° vP) .
On a supposé p >q donc x <y, en peut alors majorer q2 b P par p2 a?,

c'est=d=dire que si p est tel que 10 logp< e , on a 3p2 < (a-q)l/2

p2 ad4 (4/3)(q2 b-p) < a-q/2 o En particulier, on en déduit

|106(a/®) | < (1og p)/¢ + (10g q)/p + 1/pq <

¢ qui montre cu'on peut majorer la hauteur de a/b par 3a . En résumé, on a
prouvé que 1'on a soit q <10 log p » soit Ipq log(a/b) - p logp + q log qlga—q'/2
d'oh 1'on déduit, grice au lemme (6e1.1),

et donc

[y

q log a < log a(log p)°" log pq

et donc q < (log p)k » Y0 k est une constante convenable., On derit maintenant
1'équation de Catalan sous la forme suivante :

(P P)e = (1 - v P)2 + (7P)9

en faisant apparattre dans le premier membre le quotient x/bq s et en formant 1le
logarithme, on obtient

p log(x/b%) + q log q = 1og((1 ~ qv P)q + (gp?)?)

qu'on majore comme précédemment par (4/3)q2 b P, quantité < b-p/2 pour p
assez grand. De la, on déduit, toujours comme précédemment ,

|108(x/v9) | < (q log q)/p + 1 ,
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ce qu'on peut majorer par 2 pour p assez grand d'aprés la premidre partie de la
démonstration ; la hauteur de x/bq est donc au plus a%, 1 n'y a alors plus

qu'a appliquer le lemme (6.1.1) pour obtenir, comme ci-dessus,
C"
p log b < q(1log ¥)(1log p)(log @)~

’ o N z ’ rd k'
ce qui implique, d'aprés ce qui a déja été prouve, p < (10g p) ( k' constante)

d'ou la majoration de p .

(6.5) La démonstration précédente ne permet pas de donner des majorants pour les
solutions de 1'équation x¥ - y% =c , c entier donné ; il semble toutefois que
CUDNOWSKI ait des résultats dans ce sens (non encore publids). Plus généralement,
le probléme suivant : Est-ce que 1lim P(xP - yq) = ® 5 lorsque sup(x s T 2P q)
(avee X 9y 3 p » q entiers, (x 957) =1, xP # v%) , tend vers 1'infini 7 est
ouvert ; il résulte des travaux de MAHLER que la réponse est affirmative quand (x
et y)ou(p et q ) sont fixés, certains cas particuliers peuvent &tre ramenés
aux résultats de [28].

Annexe 1: Le théoréme de Sylvester

(A.0) Les notations définies en (1.0) restent valables. Etant donnés deux entiers
n (30) et ¥ (>0) , on désigne par v(n , k) le p. Do Co m. de
0 y on note v(k) au lieu de v(O ’ k) .

Si k >n, il est clair que wv(n , kX) = v(n + k) ; cette annexe est consacrée 2

n+1,y,n+2,) ¢e0 sn+kj;quand n

1'étude, par des moyens élémentaires, de wvw(n , k) ; on obtiendra en particulier

ainsi le théoréme de Sylvester.

(Ae1) Soient n , k deux entiers > 1 et, pour tout nombre premier p , 1 un

d —

entier compris entre 1 EE k réalisant vp(n + ip) = sup1$isk vr(n + i) « Alors,
pour tout entier j # O tel qu'on ait n+ 1<n + ip +jJ<n+k,

vp(n +io+ j) = vp(j) .

Démonstratien. — Il est clair qu'il suffit de prouver que les relations :

+ 1 N ) . .
vp(n i+ j) vp(n + lp) et vp(g) > vp(n + lp)

ne peuvent avoir lieu simultanément. En effet, en supposant par exemple j >0 , on

pourrait alors écrire
v_(n+i ) o
n+i+j=p P (a + bp°)

avec a>0, b>0, ¢>0, (a,p)=(b, p) =13 comme il existe un multi-

ple de p compris strictement entre a et a + bp , il y aurait entre n + i
et n + ip + J un élément n' tel que vp(n') > vp(n + ip) s ce qui est impossi~
ble, Le cas j < 0 se traite de fagon analogue en écrivant
. vp(n+1 +3) .
n+i =p (a+bp).



G22-21
(A.2) THEOREME.
. +
10 x(® ; k) divise v(n , k) 5 v(n , k) divise v(k)(® N k) .

2° Les inégalités précédentes sont les meilleures possibles.

Démonstration. - On conserve les notations de (A.1) ; par définition de ip » ON

a vp(n + ip) = vp(v(n » kX)) ; en appliquant (A.1), il vient donc :
vp(v(n )y k) = zlsiSk v, (n + i) - vp((ip - 1)!) - vp((k ~ ip)!)

ou

vy s 1) = v (P15 + v () + BT

d'ol la premidre relation.

Si 1'on pose n +k =n' , et si 1'on remarque que v(n , k) divise v(n?) , on
déduit de la premidre partie de la démonstration que, pour tout entier k' < n' ,
k'(ﬁ:) divise v(n’) s en particulier, k(ik : 1) = ip(? ) divise v(k) s Ce qui
achdve de prouver 1°, Pour montrer 2°, il suffit de vérifier que tout entieg n de
la forme a ﬂpSk paP -1 avec a entier >0, ap entier tel que k<p? ,
posséde les propriétés suivantes :

1 + k)

k(n;k) =\)(n » k) V(n+1 ok) =\J(k)(n+k

(A.3) THEOREME (SYLVESTER)., - P(n , k) >k lorsque n >k ,

v (V(n’k))
Démonstration, = De p P €n+i <n+k,on déduit 1'inégalité

vin, k) < (n +fk)n(P(n,k)) .

On est donc ramené A infirmer v(n , k) < (n + k)n(k) . Tout ensembke de la forme
D+ 1ym+ 2 5e0e5m+6 (o4 m > 2) contenant au plus deux nombres premiers, on
vérifie aisément que w(k) < k/3 A partir de k = 33 ; d'autre part, (© ; k)
stéerit ((n + k)/k)k.no<i<k(1 -~ i/(n + k))/(1 = i/k) donc est supérieur a
((n +%)/%)" . Le résultat est par suite clair lorsque (n +k) > k72 ot Ik > 33,
cette dernidre restriction pauvant &tre levde par une suite de vérifications conve-
nables, Ie cas (n + k) < k3/2 (d'od k> (n + n2/3)2/3) se traite aisément comme

dans (1.6) et se ramdne & un petit nombre de vérifications numériques.

(A.4) La démonstration donnée, en 1892, par SYLVESTER [59] était basée sur 1'iné-
galité naturelle y(n , k) < (n+ k)" Pln,k et sur une évaluation originale du
premier membre, le second étant majoré grice aux calculs de CEBICEV sur la fonction
T « Comme on 1'a vu, ce procédd n'est cemmode que lorsque n est grand devant k ,
aussi, la démonstration de SYLVESTER est-elle longue. En 1929, SCHUR [ 48] donnait/
une nouvelle démonstration utilisant également les travaux de éEBIéEV. Grfice 3 un
usage répété de la relation vp(n!) = Zi;l np-i » ERDOS [9], en 1934, prouve a
nouveau le théordme en partageant son &tude en deux parties

19 (n + k) > k3/2 ¢ cas traité de fagon analogue A celle de SYLVESTER en montrant
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’ P k
directement 1'inégalité (" **) < (n + )(B(sk))
3/2

2° (n+k) <k : cas non traité par l'emploi d'indgalités de la forme
Ppyg =P ;.(pn)a (ce que fera ERDOS en 1955 dans [10]) mais de facon entidrement
n n L)
¢lémentaire grice & la démonstration préalable de 1'indgalité y(n) < 4™ ; ERDOS

déduit ensuite, de 1l'hypothdse P(n » k) <k , une relation analogue a
v_(v(n+k))
M D s

D
v(n , k) < M Y < De
p<k <k pasn+k,022

mais en utilisant (° %) au lieu de v(n , k) , relation qu'il infirme gréce au

lemme préalablement &tabli y(n) = Fga<n p< 4t

(Cela revient A montrer que 1l'inégalité ci-dessous est fausse 3 partir d'un

certain rang
k.1og 4 < k.log(2(n+k)/k) < 0(k) +y(n+k) - 6(n#k) < 6(k) + oY) .)

Signalons que 1'inégalité v(n) < 4" g st récemment amélioréde de fagon é1émen-
taire en v(n) g 3® (cf. [21])s et que la démonstration d'ERDOS a suscité de nom-
breuses recherches sur les facteurs premiers des coefficients bin8miaux (une 1liste
(et des probldmes ouverts) se trouve dans un survey d!'ERDOS [13]).

(A.5) Dans la suite de cette Annexe, on n'utilise que les résultats de (A.1) et
(A.2). On va montrer maintenant que le théordme (A.Z) permet de retrouver les clas—
siques résultats de CEBICEV. On vérifie facilement par récurrence qu'on a
(i?) > 22n-1/n (resp. > 22n/n) pour n > 1 (2.4) et, par conséquent, 224$v(2n)
pour n =4 ), d'oy 271 < v(n) (pour tout n ). D'autre part, on voit de méme
qu'on a, pour tout n > 5 , (3?).5 4™, et done, en désignant par a 1la fonc-
tion associant au réel x 1'entier immédiatement supérieur (au sens large) & x/2,
et en utilisant 1'indgalité v(2n)/v(n) < (ff) , il vient s

(2)
v(n) < v(2a(n)) g 2a(n).v(a(n)).v(a' (n)) ...
) : v(a(n))ev(a'? (0)eu(a) (n) ...

w(2a(1) (y (1), (a)- .
< Msgs, 2 Ryl < M, () o) < 42002 <t
(1,)

(ou iO désigne 1le premier entier tel que a =1) pour a(n) > 3 4 la dermidre
inégalité s'obtenant aisdment par récurrence sur a(n) 3 11 est alors immédiat de
vérifier que 1'inégalité y(n) < 4% est vraie pour tout n , En remarquant que
(i?) = o(4n) » on prouve aisément, par récurrence sur a(n) s 1'inégalité

Mt 0™ = atay |

Isisi a(i)(n

d'ol 1'on déduit de mlme v(n) = o(4®) . De fagcon analogue, la premidre partie de
la démonstration permet de voir que Zn.nl/2 = 0(v(n)) .

(4.6) On donne maintenant une amélioration d'un lemme d'ERDOS utilisé fréquemment
dans 1'étude de P(n 5 k) par RAMACHANDRA, SHOREY, TLIDEMAN (et ERDOS) comme mn
1's vu dans (3.2). Soit 4 un entier >k ; on désigne par I(4) 1'ensemble

Cd
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décrit par ip (pour ntimporte quelle détermination de ip s cf. (A.l)) quand p
parcourt 1l'ensemble des nombres premiers < L o Pour tout i =1, 2 50449 k § soit
m. (ﬁ) = p<£ pvp(n+i 3 on note Il mi(Z) le produit des mi(z) quand i déerit
l'ensemble {152 20009 X} = I(2) « uand £ =k , on retrouve le produit envisagé
dans (3.2) dont ERDOS a prouvé qu'il était inférieur ou égal a kk . On va prouver
1'inégalité, pour tout 4 , ﬂ m, (z) (k = 1)! 1laquelle est la meilleure possi-

bles Pour p< 4 » 0n a
v§(ﬂ mi(ﬁ)) S 1<igk p(n +1i) = v (n + 1 )

= v (i) = 1) + vp<<k - 1p>s> = vyl = 1) = (5 1)

1

ce qui prouve le résultat annoncé, le meilleur possible pour les entiers n définis

comme dans (A,2)=-20,

(A.7) On a vu dans (4.0) que 1'inégalité naturelle y(n , k) < v(n + k) é&tait
une égalité pour k >n ; on sait donc évaluer wv(n , k) de facon précise dans ce
cas puisque v(n + k) = exp(¢(n + k)) . On suppose maintenant 4 <k <n , et on va
prouver les inégalités suivantes qui précisent celles utilisées par BAKER dans [1]
(ch. 3, §2) :

(2(n + ¥)/x) < v(n , k) < (8(n + X)/k)¥ (pour 4gk<n).
Remarquons d'abord que
(P55 = () ygqe((a+ = 1)/ (3 = 1)) > ((2F)/1)((n + k>/2k>k

(pour 4 <k <n, ce qu'on a supposé par hypothdse) ce qui, d'aprés (Ke2)-1

montre la premidre indgalité ; d'autre part, on a
v(mk) € v(6) (") < (2,83) (n) (1) (2,83 (k) /i0)E < (7,7 (i) /1)

en appliquant 1'inégalité (non élémentaire) v(k) < (2,83)k déduite des évaluations
bien connues de ROSSER et SCHOENFELD.

Annexe 2 : Le théoréme de Birkhoff et Vandiver.

(A'.0) On conserve les notations de (1.0) et du §5 3 pour tout entier n >0,
Rn désigne l'ensemble des racines de 1 d'ordre n , et Cn =] x - x) 1le

x€Hhy

n=idme polyn8me cyclotomique. On rappelle les identités :
U | - d _ yu(n/d)
X - 1=ll) Cq ot O = dln(x 1)

ou y désigne la fonction de Mdbius 3 pour tout couple (a » b) (avec 0 < b < a)

d'entiers premiers entre eux, on note Cn(a N b) l'entier

Mg (= = 1) = +%™c (o)

¢ étant 1'indicateur d'Euler., Le théordme de Birkhoff et Vandiver dont on rappel-
le 1'énoncé ci-aprés (cf. (A'.1)) est une extension du résultat suivant permettant
de prouver simplement 1'irréduceibilité des polynbmes cyclotomiques : pour tout
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nombre premier p et tout entier n non congru & 1 modulo p » les diviseurs pre-
miers de C_(n) sont tous congrus & 1 modulo p . En effet, soit p! wun diviseur
premier de Cp(n) s p' est différent de p puisqu'il est clair que Cp(n) est

congru & 1 modulo p ; l'ordre de n modulo p! est donc # 1 5 et par suite égal a

p » autrement dit, p! - 1 divise p d'oh le résultat.

Déduisons de cela 1'irréductibilité dans Z[X] des polynmes cyclotomiques ; on
sait qu'il suffit d'établir la propriété pour Cn avec n premier impair j; posons
n=p, et soit D€ ZX] un diviseur strict de CP ; comme les facteurs premiers
de C_ (i) pour 1 =0, 2 5 3 yeees» P~ 1 sont égaux & 1 modulo p , il en est de
m8me de ceux de D(i) ; en d'autres termes, dans Z/pZ , 1'équation D(x) =1 a O
ou p -1 racines, la deuxidme éventualité étant impossible par hypothése, on en
déduit D =1

Ce Qe Fo Do

(A'.l) THéOﬁEME. ~ Pour tout entier n > 2 , les facteurs premiers de Cn(a ’ b)

sont congrus & 1 modulo n sauf peut-8tre un qui est alors P(n) .

Démonstration. — Soit p un diviseur premier de Cn(a » b) « On suppose d'abord

que p ne divise aucun nombre Cd(a y b) lorsque ad parcourt l'ensemble des di-
viseurs stricts de n . En d'autres termes, l'ordre modulo p de a/b (défini
puisque (a s b) =1 implique (v , p) =1 ) est n, ety dans ce cas, n divise
p~1,d'ou p=1 (mod n) e« Pour traiter le cas résiduel, on aura besoin du

lemme suivant.

(At1.1) LERE, - v(a=1) >0 et v (n) = 0 impliquent vp(an-bn) = v (&b)

Démonstration. = v (2" - ') =v (a=1b) + v (ZO<i at bn'l"i) ; or, puisque

a=Db (mod p) ’ zbsi<n a1 bn"l'-l = 1r1::3.n-'1 (mod p) s 4’00 le résultat.

On revient & la démonstration de (A's1). Soit & < n un diviseur de n tel que
p divise Cd(a s b) s on a donc vp(an - bn) > vp(ad - bd) > 0 3 il résulte alors
aussit8t du lemme que p divise n/d , donc n . Soient a et n' tels Aque

(n* ,p) =1 et n= % n? s montrons alors la congruence
a
cola s ®) = (e (a b )P (moa p) ;
en effet, en remarquant que vp(d) < a-=1 implique u(n/d) = 0 , on voit que
(dens Q(x , Y) )

as 1/31 ~1
Cn(X , Y) - nd'ln' (Xp d - Ypad')u.(n /d ).ﬂd'ln'(xpa

a=-1
at _ YP d')-—u(n’/d’) )
d'O{l' dans Z[X ’ Y] ’

a~1 a-1 a a
c (x»y)ec,(x* ¥ )=c (& ,¥P)
c'est-d~dire, dans (2/pz)[X , Y] ,

0k s Do, (L P = (e, (e, )P,
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et le résultat cherché est alors clair. La congruence cu'on vient de prouver nous
montre que p divise Cn'(a ’ b) ; ory, coorme p ne divise pas n' , on voit,
d'apreés la partie précédente de la démonstration, que vp(Cd(a » b)) = 0 pour tout
diviseur strict d de n' . La premiére partie de la démonstration prouve alors que
n' divise p - 1 , ce qui montre que les facteurs premiers de n' sont stricte-
ment inférieurs & p , et donc que p = P(n) . C'est ce théordme (A'.1), dft &
BIRKHOFF et VANDIVER, qui est & la base des résultats du §5.

(A'.2) THEOREME., - 5i n > 2, vP(n)(cn(a » b)) <1,

Démonstration. - Dans cet alinda, p désigne P(n) . Soit d un diviseur de n
tel que u(n/d) Z0 et Cd(a » b) soit divisible par p 3 d est donc de la

forme n" pb avec b=a ou a-1 (on rappelle que Vv (n) a été noté a , cf.
(Ate1)) et (psn") =1,8i >0, alors p éivise Cn"(a » b) et, puisque
P(n") <p,onadone n"=n',sl b=0,demtme, la divisibilité de C_,(asb)
par p implique n" =n' ; en résumé, on a donc prouvé que d est égal & n ou

n/p ; autrement dit,
vp(Cn(a y b)) = vp(an -t?) - vp(an/p - bn/p) .

Prouvons alors le lemme suivant @

LEMME, = Pour tout nombre premier impair q tel que v (a -b) >0, on on a

v (a bq) = vq(a - b) + 1 ., De plus, la méme relation reste valable pour q = 2
Ei vq(a - b) >1.

Démonstration., - a% - »% = (b + (a - b))q - b = §5<l<q(:)(a ) bq-'i s OTry la

valuation g=-adique de chacun des termes de la somme vaut 1 + 1vq(a -~ t) peur

i<gq et qvq(a - b) pour 1 = ¢ ;3 donc, comme on a supposé ¢ impair, la borne
inférieure des valeurs prises par cette valuation est atteinte une seule fois pour
=1, d'ou le résultat. La démonstration est la m@me 3 d'évidentes modifications

prds quand q =2 . Si vr(a -b) =0, alors vq(aq - =0,
4

Le lemme qui vient d'&tre prouvé termine la démonstration de (A'.2) quand p est
# 2 ou bian quand v2(a - b) =0 ou v (a - b) > 1 3 reste seulement le cas
a-b=2 avec ¢ impair, mais, vz(a -12) =v (4c(c + b)) 3, et le lemme

précédent peut s'appliquer & nouveau puisque, par hypothese, n>2,
(A'.3) THEOREME. - 51 n#6 , P(C(a, b)) >n.

Démonstration, — Il suffit de prouver que 1'égalité Cn(a s b) =P(n) est impos~

sible. La restriction n # 6 est indispensable car 06(2 s 1) = 22 - 1.2+ 1=3",

La démonstration est immédiate dans deux cas particuliers :

a-">b>2, car alors Cn(a sy b) > 2m(n) > 2P<n)_1 > P(n) ,

. i n-i-
n premier, car alors Cn(a y b) = Zb$i<n at b s p

n-1 > P(n) .

Plus généralement, soit D {resp. D!) 1llensemble des Aivieowxs A de n tels
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que p(n/d) = 1(= 1) ; il est clair que card D = card D! = 2w(n)'1 ainsi que
zﬁen d - ZﬁeD' d = o(n) « De a8 (a =~ 1) ;,ad'I b >1b%, on ddquit ad - pl > &1
et Tl r(ad - ¥8) > exp((2; ) d - card D).log a) ; de meme, a” - b% < a® implieue

rheD,(ad - bd) < exp((EaED, d).log a) « On voit donc que

Cn(a y D) > exp(w(n).2~w(n)+1(2w(n)ﬁ1 - 1).1log 2) ;

a,
. l - 7
or, si 1'on pose n = Thsi<k ¢ les facteurs premiers a4 etant rangés dans

1'ordre croissant, on a QZn).Z"w(n) > rhsigk(qi - 1)/2 s de sorte qu'on est ramené

& prouver 1'inégalité (1 - 21~k).rk<i<k(qi - 1) 2 q — 1 dont on voit aisément

qu'elle est vraie sauf pour n =6 ,
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