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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU G4~01
(Groupe d'étude de théorie des nombres)
15e année, 1973/74, n° G4, 5 p. 12 novembre 1973

AMELIORATION EFFECTIVE DU THEOREME DE LIOUVILLE

par Maurice MIGNOTTE

(d'aprés BAKER et FEL'DMAN)

1. Introductione.

En 1844, J. LIOUVILLE a montré que, pour tout nombre algébrique ¢ de degré
n>1, il existe une constante c¢ = c(a) y calculable, telle que, pour tout nombre

rationnel p/q ’ (p ’ q) =1 et qg>0, on ait

-2 s eq™ .
(1) | ql cq

Cette inégalité fut ensuite améliorée, en particulier, par A. THUE, C. L. SIEGEL
et K. F. ROTH qui remplacérent l'exposant n par certains exposants n' < n , mais
leur méthode ne permettait pas de calculer effectivement la valeur de la constante

¢ correspondante.,

Le premier & améliorer 1'inégalité (1), tout en conservant un résultat effectif,

fut A. BAKER [1]. Actuellement, le meilleur résultat est le suivant.

THEOREME 1 (FEL'DIIAN [3])e = Soit o wun nombre algébrique de degré n > 3 ., I

existe des constantes positives effectives ¢ et C, ne dépendant que de o ,

telles que, pour tout nombre rationnel p/q irréductible, q > O , on ait 1'iné-

galité

|l --%I >cgt .

La démonstration utilise la méthode de Baker, BAKER en a donné une autre démons-—

tration en [2].

Nous nous proposons uniquement de montrer comment les minorations de BAKER sur

les formes linéaires du type

sl log o, + oo + B log oy

1
OU @y 5 see y ap et By » eoe s By sont algébriques, ont permis d'obtenir des

théorémes sur 1l'approximation diophantienne des nombres rationnels.

2. Une premiére réduction,
L e Y e e ate e e

I1 y a un lien trés simple entre les améliorations effectives de 1'inégalité 1 et

la majoration des solutions entidres x , y d'équationsdiophantiennss du type
(2) f(x,y)=n,

ou f est une forme irréductible binaire & coefficients entiers de degré n >3,

et o m est un entier positif,
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PROPOSITION 1. — Soit 3 : (1, o( =»(a , »( , une fonction croissante. Consi-

dérons les assertions

(i) Si x et y sont solutions de (2), alors on a la majoration

max( |x| , |Yl) < g(m)

(ii) Si « est solution de 1'équation f(o, 1) =0 , et si ¥ désigne la fonc-

. . . 4
tion réciproque de la fonction 3§ , alors il existe une conatante c1 y qui ne dé-

pend que de o , effective, telle que, pour tout couple p , q d'entiers, (p,q)=1,

q>0, on ait 1'inégalité

Ia--§| >c, q © y¥(max(lpl , lal)) .

Alors, (i) impliﬂue (ii).

Démonstration. — Soit « un nombre algébrique de degré n > 3 et de dénomina-

teur 4 . Posons
n
f(X, Y) =4 Normeg(a)/Q(X - oY) .

~

Alors, f est bien une forme irréductible & coefficients entiers de degré 2 3,

et fla, 1) =0.
Soit alors, ©p/q un nombre rationnel irréductible, q > O tel que 1l'on ait
B8
IO/ ql$2’

o § désigne le minimum du module de la différence entre deux conjugués de ¢«

distincts.

On a alors clairement

“he=l P s(p , )

> d™(25”H)™ ! g™ y(wax(|p] , lal) (dvapres (1)).

lo - -gl > a7 (28

D'ou le résultat annoncé.

3. Formes linéaires en logarithmes de nombres algébriques et équations diophantien-
L N o et e i e e i e e o e e il e e e e et e ad

Nese.

~oro

Soit f(X , ¥) une forme binaire irréductible & coefficients entiers. Nous

allons montrer qu'a une solution de 1'équation
(2) f(x ,y) =n ( m entier)

correspond une forme linéaire & coefficients entiers en logarithmes de certains

nombres algébriques qui prend une valeur trés petite.

I1 est facile de voir qu'on peut se ramener a 1'étude des formes f dont le

coefficient de x° est égal & 1 .

Soit alors « une racine de 1'équation f(X,1)=0.0n désignera par

a(l) =q , a(2) s see a(n) les conjugués de o .
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Ainsi,
£f(x,Y) = (X - N CO RN GO CO R
(1) (s)

Soit K = Q(a) . On supposera les a(l) ordonnés de telle sorte que «a'  yeoo, o
sont réels, et o s+1) s eos a(s+t) sont les conijuzués respectifs de

a(s+1+t) y see a(n) ; de sorte que n = s + 2t . D'ol un plongement

E F—> (ol(g) s eee 50 (g)) de K dans ES « ot

~

et un homomorphisme

g +— L(g) = (loglo, (g)] , ... , loglo (g)]) de K* dans R® .

Posons n. =1 pour j =1, eee 3 S , €t 2 pour j=s+4+1, eee 3 8+t . 0n

L glg, = los(®)l.

Si on pose enfin g =x- 0oy , ou x et y sont solutions de (2), on )

définit les valuations archimédiennes de K , ® coe Rr par

L -1
(3) 250y 1y Los(e lelﬂj) =0 .
Autrement dit, le point (¢71 la|R goecey ¢-1 lB'R ) de RF appartient & 1'hy-
perplan W d'équation 1 T
r
., n. w, =0,
=13 3

Mais on sait, d'autre part, que l'image par L du groupe des unités de K cons-
titue un réseau T dans l'hyperplan W . On peut déterminer explicitement des
unités ﬂl yoeee s Ny de K telles que L(nl) y ees L(ﬂr_l) constituent une
base du Ermodule T . On peut, de plus calculer effectivement des constantes c,
et c, telles que

l’nilﬂjscl ’ 1\<i<...$r-1 ’ j=1 ,...,I‘

A= ldet(L(nl) yeoes L(nr_l))l >c, (régulateur de X )

(voir SIEGEL [4]).

Puisque T constitue un régeau dans W , on peut trouver des entiers bl,...,yr 1

tels que, si on pose, v = Bﬂll cea nrle y On a
(4) log(¢™! Ivlg ) < eg (1gigr) .
J
Posons H = max |b,| . De la définition de v , il est clair que

Igigr=-1""1

long/Y'Rj = - bl loglnllRJ - ees = br—-l loglﬂr"llﬁj (1 < ,j_S T - 1) ’

en résolvant ces équations on obtient l'existence d'une constante Cy telle que

Soit J tel que ce maximum soit atteint pour j =J . Alors

|10g(e™} lBI(RJ)I > 310g!B/~{|RJl - |10gle™? IYI(RJH zc, H=cy.

Cette inégalité, jointe & (3), prouve l'existence d'un indice j tel que
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10g(p ™t is(j)l)-s - (c, B - ¢3)/(n - 1) .

Ceci implique en particulier que 'B(J)l < ebs/(n_l) @ , il existe donc, d'aprés

(3), un indice k tel que
lB(k)l >,C5 P o

Pour H assez grand, on a k # j . Soit maintenant h wun indice quelconque dif-
férent de k et de j ; un tel indice existe puisque n > 3 . De la définition de

B, B=%x=ay , on déduit

23 G8)
B(k) 1 a(k) =0 .
o), )

Ce qui s'écrit

(B - o(3))g () _ ((m) | (3)yg(e) _ ((e) o (m)y(8)
(6) /(((K) = L3)y()  (B)y

Cette inégalité, multipliée par vy , prend la forme

b b
(5) all coe ar—ll -0, =W
ou
RECHONONG () (30, (%) )

w = - y o= n y o= (lsgSr—l) .
P SN R SO WD R )

On voit facilement que w vérifie des inégalités du type

-C7H
0 < ‘WI < 06 e .

sont algébriques de degré < n2 ,

Notons enfin que les nombres o« <

1 ’
de hauteur majorée par 08 tandis que o, aun degré au plus égal a n3 et une

hauteur < 09 |m|n « 3i on pose ay == 1 et log oy = i , de (5) on déduit faci-

lement 1'existence d'un entier by , lbol £ Cpp H tel que

—CiH
log g log arl < C11 e .

(6) ‘bo 10g QIO + bl 10g o, + eee + br_

1 1
4. Un théoréme sur les formes lindaires en logarithmes de nombres algébriques.

THEOREME 2 (BAKER [2]). = Soient Oy 0 eee s O des nombres algébriques non nuls

de degré au plus d , Supposons les hauteurs de Qs eee s o1 et oy majorées

ar A' et A (;.2) respectivement. Alors, si pour un certain e > 0 , il existe
par £ 12 6X159%e

des entiers rationnels b1 s see b i de module au plus égal & B tels que

Y=
. =~eB
+ eee+ b log o . - log ahl <e ,

0< ibn log

alors B < C log A pour une constante effectivement calculable C = C(n,d,A'.a) .

5. Conclusion.
(et a e e e o o aa ol

De 1'étude du paragraphe 3 et du théordme 2, résulte l'existence d'une constante

013 effective telle que
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< =C. |m|® .
H$C gloga, avee A =Cg |m|
De la majoration évidente
(3)
< e:
maxlsj\ lB I < etp(C14 H + 03)

et des identités

% = (o™ B(j)—oz(j) B(h))/(a(h)-oz(j)) oy = (B(j)—B(h))/(a(h)-a(i)) ,
on déduit 1'inégalité
C
nax(|x| , ly]) < |a] ¥° .

Le théoréme 1 résulte alors de la proposition 1.
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