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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 12-01
(Théorie des nombres .
15e¢ année, 1973/74, n°® 12, 6 p. 28 janv1er 1974

CARACTHRISATION DE L'ENSEMBLE DERIVE DE L'ENSEMBLE S,

par Marie-José BERTIN

On donne une caractérisation de l'ensemble dérivé Sa de l'ensemble Sq y 8éné-

ralisant celle de Si . Comme corollaire, on trouve que les éléments de Sq

1
q, divisant strictement q , et les nombres de Sq , de norme strictement infé-

, avec

rieure & un, appartiennent a Sa .

b

THEOREME, = Soit 6§ € Sq , et soit Q(z) le polyndme a coefficients entiers dont

1/6 est racine, vérifiant Q(0) = q . Une condition nécessaire et suffisante pour

que 6 € S' est qu'il existe un polyndme a coefficients entiers rationnels A(z)
vérifiant A(0) > q , A(1/8) #0 et |A(z)] < la(z)] sur |z =1, 1'6galité
n'ayant lieu qu'en un nombre fini de points au plus.

Démonstration. — Si 6 € S' , alors 6 est limite de nombres ek appartenant &

Sq . et 1'on peut trouver une suite Ak(z)/Qk(z) de fractions rationnelles, asso-
cide & une sous-suite enk de @, et qui converge vers une fraction limite
A*(z)/q*(z) , définissant le nombre 6 , avec A*(z) et Q*(z) premiers entre eux,

Supposons que l'on ait
£*(z)

¢ choisi de facon & avoir P¥(0) > q . Alors

P*(z) avec P¥(z) = gz° Q*(%) , 8 =deg Q(z) ,

Ak(Z) = Zé z" et A#(Z =2 u 2
Qk(zj n=0 uk,n Q*(z) n=0 n
. . s n+l
au voisinage de 1l'origine, avec uk,n ->u, lorsque k = + ®» o De plus, q ‘ﬁgn

+
et qn 1 u sont des entiers ([1], lemme 4,1) s donc, pour k > K(n) g ON &

uk,n =u . On en déduit alors que

A (z) Q*(z) = 4%(z) Qk(z) = Yn(x) zn(k) + oee

avec n(k) tendant vers + o avec k . Or,

18, (2) ¢*(2)| < lg (2) &%(z)| sur |z| =1,

et Qk(z) A*(z) possdde s zéros dans Iz] < 1 o Par suite, d'aprds [1] (lemme
2.2), on aurait

Ak(z) _ 4*(z)

%= Fa)
et 1'on n'aurait pas une infinité de 8, distincts. Le cas A*(z) = P*(z) est
donc & écarter, Supposons que 1l'on ait TA*(Z)I = |Q¥(z)| pour une infinité de z
avee |z| =1 . Alors, on en déduit que

pour k > K
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Q*(z) *@) - #*(z) *L) =0
et donc que A*(z) divise Q¥(z) P*(z) . 8i @*(z) est irréductible, DP¥(z) 1'est
également et les deux cas possibles, A*(z) = Q#(z) et A#(z) = P*(z) , noOous con-
duisent & une contradiction. Si Q¥(z) = D(z) Q, (z) avec D(z) irréductible, pos—

sédant la racine 1/6 , alors P¥(z) = D(z) § (z avec D(z) irréductible, Comme

A*(z) est premier avec Q*(z) , la seule p0331b111té est A*(z) divise 5(2) aﬁzx

si A*¥(z) = D(z) , alors

2*(z)  B(z) )
Q*(Z) " I(z) q,(z) et |Q1(z)| =

pour une infinité de z tels que |z| = 1 ; par suite,
A*(z)  B(z)

Q (z) =1 et =
1 Q*(z) D(z)

ce qui est impossible d'aprés ce que l'on vient de voir,

si 4%(z) = 3(z) , alers -
1 2 1 V1 *(z) Q'(z)
o*(z) D(Z7’Q'(Z) Q"(Z)

et, comme précédemment on aurait D(z) Qg(z) =1, ce qui est impossible,
si A*(z) = B(z) Qi(z) » On aurait, pour la méme raison que précédemment,
~ ~'
2*(z) D(z) Ql(z)
- T
Q*(z) D(z) Qi{z)

Qj(z) =1 et
ce qui est impossible.

Par suite, on ne peut avoir | (z)l iQ*(z)l sur lz| = 1 , pour une infinité

de =z , et les conditions énoncées dans le théordme sont bien nécessaires.

Réciproquement, si ces conditions sont réalisées, on va montrer que 1'on peut as-
socier au nombre 6 , une fraction ratiomnelle A*(z)/Q*(z) avec 4%(z) et o*(z)
premiers entre eux, Q' (z) ne possddant dans |z| < 1 que la racine 1/9 ,

£5(0) 2q, q%0) =¢ et A%(z) vérifiant A¥(1/6) # 0 ot 4*(8) £ 0 .

Soit done A(z) et a(z) 1es polyndmes vérifiant les conditions du théoréme, Si
A(8) # 0 , on prend 4%(z) = A(z) , Q*(z) = q(z) si A(z) et Q(z) sont pre-
miers entre eux, et 1'on prend A¥(z) = q?! A (z) , Q(z) = q' Q, (z) dans le cas
o A(z) = Al(z) U(z) et q(z) = Ql(z) U(z) avec U(0) = .

Si A(e) =0, on est alors dans le cas ou Q(z) est réductible : a(z)=p(z) QJ@
avec D(z) polyndme irréductible primitif possédant la racine 1/p , D(0) = ay s
Q, (0) = q, #1 et 1, 9,=41 (on a bien q, # 1 , car Q (z) a toutes ses raci-
nes dans |z] > 1 ). Donc si A(e) =0, A(z) et D(z) = 25 D(1/z) avec
k = deg D(z) , ont une racine commune et comme D(z) est irréductible primitif,
A(z) = D(z) Al(z) « On peut vérifier que 1'on a alors

_%E% A (Z)
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avec D(0) 4,(0) 20, D(0) =q; » 90} =q;>1, ajqy=q et |a,(0)/q,l<1
(Cette dernlére inégalité étant obtenue en appliquant le principe du maximum a la

fonction Al(z)/Ql(z) holomorphe dans |z] <1 ).

k

Bn posent 4,(0) =ag , D(z) =q; +d 2+ ceo s dm , dtoh B(0) =y, om

peut montrer que la fraction rationnelle

#(z) _ e o) B(z) + (ay = lay|)n(2)
o*(z) a, D(z)
avec €, tel quc ek = ‘d | , vérific les conditierns annoncées, tout au moins si

p(z) # B(z) . Mals, dans ce dernier cas, D(z) est du second degré, et 1'on peut
prendre A¥(z) = qz(D(z) +32), Q¥(z) = a, D(z) . On considére alors la suite
¢ ( ) - A (z) *(z) + ezn+a P*(z)
R (z) *(2) + ez™™® B¥(2)
définie pour n entier >1, avec ¢ =% 1 arbitraire, a = deg A*(z) ’
= deg G*(z) , P*(z) =2° ¢*(1/z) , B'(z) =" &*(1/2) .
Par construction, les wn(z) vérifient imn(z)l =1 sur |z| =1 et An(o) 2q
Comme lB*(z)l < [Q*(z)l , d'aprds le théortme de Rouché et le théoréme de conti-~

ruitd des zéros d'une famille de fonctions holomorphes et bornées dans un disque,
Rh(z) a au plus une racine dans ]zl < 1 o Par ailleurs, ¢n(z) a au moins un
pble dans |z] < 1, soit 1/en . En effet,

) = g2z’ P*(z) Q*(a) - 2 14z) B(a)] Lo gfa) = A2

F(2)[Q*(z) + e2™"® B (2)] Q*(z)

ce qui mentre, pour n > 1, que le développement de Taylor au voisinage de l'ori-

o, (2) = oz

gine de ?, (z) commence par u, + U,z si 1'on désigne par Zé 0 %n Zn le dévelop-

pement de Taylor au voisinage de 1'origine de o(z) . Par suite, d'aprés [1] (1emme
2.3), comme luol > 1 et u, # 0 , on en déduit que ¢n(z) posséde au moins un
pdle dans |z| <1,

Si Rh(z) posséde des zéros sur |z| =1 , alers A (z) possdde les mémes zéros.
Par suite, soit Dn(z) le p. 8. C. 4. de

*(z) + ez B*(z) et de A%(z) + ezte p¥(5)

¢*(z) + ez B*(z) = D (2) g (z) ,
2*(z) + 2™ P*(z) = p (2) v (2) .

Par combinaison linéaire, en multipliant la premidre relation par z® P*(z) et

la deuxidme par - z° B"(z) , et en ajoutant, il vient
% P*(2) Q*(z) - 2° £%(2) B*(z) = 1, (2)[2® P*(2) Q (2) - 2° B*(2) V (2)] .

Par suite, Dn(z) divise un polyndme fixe indépendant de n ; donc le degré de

Qn(z) augmente indéfiniment., On aura donc une infinité de en o Montrons que ces
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en gsont tous distincts. S'il n'en était pas ainsi, on aurait par exemple, em = en

avec m >n . D'ou

(1) FF) + (@™ B*) =0
n n n
(2) PG + (@)™ B =0

et, puisque en =8, »en retranchant les deux relations @

e(_1___)n+s [1- (__L)m--nj B*(gl—-) =0 .
®n n n
Comme 6 # 1, on a donc B*(l/e ) =0, soit, en reportant éans (1), Q*Q@5)=O.

Oor Q (z) possede dans |zl < 1 pour unique zéro 1/9 s on aurait donc 1/Gn=1/9
et B (1/9) =0 , ce qui est impossible puisque A*(e) = B*(l/e) s, et 1'on a sup-
pOSé A*(G) 7{ 0.

On a donc construit une suite o (z) =V (z)/On(z) avec V et Q premiers
entre eux, ¢n(z) ayant un unique pcle 1/9 dans Izl <1 . 0n a également
lo(z) <1 sur |zl =1, q(i/e) =0, v o(t/e) #0, @0)=q , q aivi-
sant q et V (0) 6,  Par suite, o € Sq et, comme Sqn c Sq , on a enesq .
On montre enfin que cette suite infinie de o, » tous distincts, tend vers 6 . En

effet, on a ¢
0 1 1048 e 1y
) + ez B =
n n n

Comme d'aprds [1] (lemme 4.4), le nombre 1 n'est pas point limite de Sq , et
que B*(l/en) est borné, alors Q*(l/en) -0, soit 8 —>6 . En prenant e=tl ,
on voit que 6 est limite de nombras de Sq ’ 31mu1tanément droite et a gauche,

Le théortme est ainsi démontrié.

COROLLAIRE 1. - Tous les éléments de Sql » BVCC 4, divisant q , €, <G, ap-

partiennent a S& .

En effet, & 1'élément ¢ € Sq (ql divisant q , q < q) est associé la frac-
ticn rationnelle A(z)/Q(z) avee @(0) = q, - A(0) > q A(1/e) #0, a(1/6)=0
et |A(z)/Q(z)] €1 sur |z] =1 . En écrivant Q=4q, 9, , on montre que la frac-
tion rationnelle

a A(z) + (q2 - aO)Q(Z)
q, Qlz)

définit 6 comme é1ément de Sq et montre que 6 € Sa .

avec 1< & < ooy quelconque

COROLLAIRE 2, - Si 6 appartient & S et est totalement réel, alors 6 appar-
tient & 3S' .
- a

1° Supposons [N(8)| > 1 . Soit D(z) = dy + eee + & £ 1e polyn8me irréducti-
ble primitif dont © est racine ; alors on a IF | > Id | . soit Q(z) 1e poly-

n8me ayant 1/6 comme seule racine dans lzi <1 tel que Q(O) =q .
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~ . ~ h

On a alors Q(z) = D(z) Ql(z) et par suite Ql(O) >1 . De plus, D(z)=ez D(%ﬁ
avec ¢ tel que ¢ dh = ldhl . Si 0 est totalement réel, tous ses conjugués sont
réels. Il y & par exemple p conjugués ej positifs et r conjugués négatifs,

avec p+Tr=h.

Si 6,>0, on a sur |z| =1,
J z-0. 1+8
l ] > J
z - 1 i 2
Si 93 <0, on a sur lzl =1,
z + |02 1+ |e.]
J_| > o,
1+|9‘ z + 1 < 2
or 5 J >'Jlej[ . Par suite,
(=) | > il =VIWO)] 21 sur lal =1.

Nagl(1 - 2)P (1 +2)

D'ou, en prenant
(z) = ¢,(0) layl(1 ~2)® (1 +2)"
¢*(z) = q,(0) B(2) ’
on voit que 6 € S& .

2° Supposons |N(e)| <1 . Alors © est racine du polyndme irréductible primitif
D(z) =4, + o + zh avec
ot ety

(3) 4o < 1oyl .
Soit Q(z) 1le polynSme ayant 1/6 pour racine
a(z) = D(z) Ql(z) avec D(z) = ezh DQ%) et ed = ldh! .

Soit A(z) 1le polyndme tel que A(z)/Q(z) soit la fraction rationnelle définis-
sant 1/6 . On va montrer que A(e) #0 .

Si 1'on avait A(e) =0 , alors A(z) = D(z) Al(z) avec A(0) = d, Al(O) >q .
La fonction Al(z)/Ql(z) étant helomorphe dans |z] < 1 et bornde par 1 sur
lz] = 1, on aurait, d'aprds le principe du maximum, |A1(O)I/Q1(0) <13 d'od

a(0) = lagl [a,(0)] > a = la,lq;(0) 2 lay| |4, (0)]

clest=a-dire ldhl.s ldol , ce qui est en contradiction avec la relation (3). Par
suite, on a forcément A(8) # O , et ceci montre que 0 € Sé o

Puisque dans le cas lN(e)l <1, le fait 9 totalement réel n'intervient pas,
on a démontré le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3. - Si e €S et si [N(e)| <1, alors o« S
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