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LES SUITES EUTAXIQUES

par Marc REVERSAT

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
15e année, 1973/74, n° 13, 10 p. 4 février 1974

1. Introduction.

Un des premiers résultats d’approximations diophantiennes par les éléments 
d’une

suite fut le théorème de Khintchine selon lequel, si (e~) est une suite décrois-

sante de nombres réels positifs, l’ inéquation diophantienne  ~ (où ~.~
désigne la distance à l’entier le plus proche) possède une infinité de solutions en

entiers positifs n pour presque tout, ou presque aucun, x~ R selon que la sé-

rie 1 e diverge ou converge ([9~])*
n

Ce théorème fut généralisé à plusieurs dimensions ([l0], [4], [7~]), mais le pro-
blème qui s’est alors posé est celui de l’ approximation d’un réel quelconque par

les suites (nx) , et non plus seulement de zéro.

Plus généralement soient (e ) une suite de nombres réels positifs, et 

une suite d’applications d’un pavé S de à valeurs dans Rq ( p et q

entiers positifs). posons ~ 
== (~i ~ ’"~ ~q,n~ ~ ~ ~i,n

(i =1 , ~.. , q) est une application de S dans ~ ,

1~ Soit 9=(e ,.~,e)~R~ Quelle est la mesure de de

S tels que l’inéquation

(où l’inconnue est 1’entier n ) possède une infinité de solutions?

2° Soit x ~ S . Quelle est la mesure de l’ensemble des éléments 0 = 81; .. ,8q>
de RQ tels que l’inéquation ( 1) ait une infinité de solutions?

De nombreux auteurs ont étudié le premier problème, par exemple:

V. J. Le VEQUE [17], P. ERDÖS [6], YJ. X. SCHMIDT [25] qui étudièrent le nombre de

solutions de l’ inéquation ~nx~  en lorsque (~n) est décroissante;

V. M. SCHMIDT [ 26] lorsque (e ) est décroissante, 03C6n l’application de Rq

dans lui-même définie par 03C6n (x1 ,..., x ) = x1 ,..., P (n) x ) , oùn . 

q 
. " , 

q q

... , Pq sont dcs polynômes à coefficients entiers;
P. X. GALLAGHER [8] qui, dans certains cas, a montré que l’on pouvait s’affran-

chir dans les résultats précédents de la condition de décroissance sur la suite

(en) ;
V. PHILIPP [22] lorsque (tg ) est l’application de l’intervalle )0 , + ce( dans

n

R définie par ç (x) = xà , OE étant un réel supérieur à i ;

B, de MATHAN pour les applications 03C6p : x ~ 03B1xn ( cy étant un réel positif)
n

définies dans l’ intervalle )i , + m( [ 19].



Dans ces études, il est montre qu’étant donné (e. ~..~ 8 ) ~ l’inéquation

(l) possède, pour presque tout x ~ S , un nombre fini ou une infinité de solutions,

selon que la série 1 ~qn converge ou diverge. De façon plus précise, si, pour tout

entier positif N, N) désigne le nombre de solutions n de l’inéquation

(l) telles que 1 ~ n $ N, on a, pour presque tout x e S , la relation

Des résultats voisins furent aussi obtenus par W. J. Le VEQUE [18], qui étudia

les suites (a x) pour certaines suites d’entiers (a ), S. LANG qui s’intéressa
à la suite (nx) lorsque x est un nombre quadratique ([11], [12]), W. M. SCHMIDT

[27] et W. W. ADAMS ([2], [3]) qui s’intéressent aux approximations simultanées des
éléments d’une base d’un c orps de nombres, S. LANG ( 13 ~ et W. W. ADAMS qui étu-

diérent la suite (nx) à une et plusieurs dimensions, en liaison avec "le type" du

nombre x introduit par S. LANG (~ 13~, ~ ~.4~).

Le second problème conduisit J. LESCA à introduire la notion de suite eutaxique

[16]. Ceci fut f ait pour les suites d’éléments de R/Z , mais peut se transposer
sans complication à des groupes plus généraux :

Soient G un groupe abélien complet, muni d’une distance invariante par transla-

tion, et  sa mesure de Haar normalisée, Soit (u ) une suite d’éléments de G ,

(B ) une suite de boules de G, u étant le centre de B, et soit B l’en-
n n n

semble des éléments x de G pour lesquels il existe une infinité d’entiers n

tels que x ~ Bn (B = 

La suite (u ) est dite eutaxique si B est de complémentaire négligeable cha-

que fois que la suite ( (Bn)) est décroissante et la série 1 (Bn) diver nte.

Parallèlement B, de MATHAN introduisit la notion de suite fortement eutaxique
~19 ~. Les hypothèses étant les mêmes que précédemment, p our tout x et pour

tout entier positif N, notons v(x, N) le nombre d’entiers n tels que 

et g E La suite (u ) est dite fortement eutaxique si, chaque fois que la

suite ( (Bn)) est décroissante et la divergente, on a la relation

pour presque tout x E G ,

Remarquons que toute suite eutaxique est dense, que toute suite fortement eutaxi.-

que est équ1répartie. Si la série 03A3 (B) converge, l’ensemble B est de mesure
n

nulle. D’autre part, il supposer, dans les définitions, la suite ( (Bn)) dé-

croissante ; on peut, en effet, toujours construire une suite de boules (Bn)
telles que la série ¿ (Bn) diverge et que l’ensemble B soit de mesure nulle.

n

Dans ce qui suit, nous nous intéressons aux suites eutaxiques et fortement euta-

xiques d’éléments de ( q entier, q > 0 ), c’est-à-dire aux approxima-
tions simultanées des nombres réels par les éléments de certaines suites. Nous

verrons que les méthodes et les résultata sont différents de ceux du premier pro-



blème. Par exemple, si dans R%Z , l’inéquation nx~  ~n (où ( E ) désigne
~~ n n

une suite décroissante de réels positifs telle que la série ~ ~ diverge) possède,
n

pour tout 8 , une infinité de solutions pour presque tout x , au contraire, l’en-

semble des g pour lesquels la suite est eutaxique est de mesure nulle.

2. Les suites eutaxiques.

La notion de suite eutaxique fut donc dégagée par ,I. LESCA qui mis en évidence

les premiers exemples de telles suites d’éléments de les suites à "rapports
bornés" et la suite (nxj si, et seulement si, x est un élément de de

constante de Markov M(x) finie.

Soit u = (u ) une suite d’ éléments de R,/Z . Pour tout entier positif N , no-
n 

tons (resp. a N (u) ) le maximum (resp. le minimum) de ltensemble des mesures
des parties connexes de ( R~Z) -~ J ... , 

’

DÉFINITION. - La suite u est dite à rapports bornés si les 

sont majorés (indépendamment de N ).

THÉORÈME 1 ([16]). - Les suites de R/Z à rapports bornés sont eutaxiques.

La démonstration consiste à analyser R/Z par les intervalles découpés par les
éléments d’une suite u = (u ) à rapports bornés, Soit (E ) une suite décrois-

sante de nombres réels positifs tels que la série 2 E diverge. Pour tout entier
n

n ! soit B = ~u -- ~ , u + £ ( , pour u et v entiers, 1 ~ u  v , posonsn n n n n 

Bu v = U ~ B , et désignons par B la limite supérieure des intervalles B .
, n n

Pour tout entier n , notons Pn l’ensemble des parties connexes de

La suite (u) étant à rapports bornés, il existe deux constantes strictement
positives C et C~ telles que, pour tout entier N > 0 et tout intervalle 1

appartenant à un ensemble P~ (n ~ N) , le nombre de points u tels que 
et Un e 1 soit minoré par C et majoré par C~ N~(1) (où ~ désigne la
mesure de Lebesgue sur R/Z ).

Soient n~ un entier, et 1 un élément de Soit une suite d’en-

tiers telle que (t~/t~) > ô > 1 . Supposons l/2t . On a alors :

puisque le nombre de points u H tels que et t s-l  n  ’ t s est minoré

par Cl ~(1) C~ ~(1) 
n s-’ s

Par conséquente il existe une constante C > 0 telle que si ~(l n B) ~ 
alors, pour toute suite d’entiers (t ) "suffisamment lacunaire", on a et 20142014
pour s suffisamment grand. 

~ 
a " a

La deuxième partie de la démonstration consiste à prouver, en utilisant la même



méthode que précédemment, que si n.. E N et si I est un élément de P~ tel que

n B~  C/4 ~,~ I~ , alors il existe une constante D > 0 et un entier 6 > 0

tels que :

dès que s et r sont suffisamment grands. On en déduit qu’un tel intervalle 1

ne peut exister en remarquant que 1 6~ e une série divergente.
s 6~

Par conséquent, pour tout entier et pour tout intervalle 1 e P 
n.. 

, on a :

Le théorème de densité de Lcbosgue montre alors que B est de complémentaire né-

gligeable.

Le résultat du théorème 1 permit à J. LESCA d’établir le théorème 

THÉORÈME 2 [16]. - Soit x La suite (nx) est eutaxique si, et seulement

si, x e st de constante de Markov finie.

Si la constante de Markov M(x) de x e st finie, la suite e st à rapports

bornés. Ceci résulte en particulier du fait qu’il existe alors une constante C > 0

telle que, pour tout entier n positif, l’on ait : > C/n .

Le théorème 1 ne permet de caractériser qu’une famille négligeable de suites eu-

taxiques puisque l’ensemble des suites d’éléments de R/Z à rapports bornés est de

mesure nulle (relativement à la mesure de Haar du groupe compact ~R~Z~. ~ . D’autre
part, il est facile de voir qu’il existe des suites eutaxiques qui ne sont pas à

rapports bornés. Enfin, la méthode utilisée pour caractériser les éléments x de

R/Z , tels que (nx) soit eutaxique, se généralise certainement très difficilement
à plusieurs dimensions. Le problème est en effet analogue à celui de Littelwood
selon lequel, si (x , ..., x )e (R/Z)q ~q~ > 2~ , l’on a

Cependant l’étude des méthodes précédentes conduisit B. de MATHAN à introduire la
fonction suivante, qui permet d’analyser le tore, non plus avec les intervalles dé-

coupés par les éléments d’une suite (u ) à rapports bornés, mais avec les inter-
valles du type (k N, k + 1 N[ pour et k 6 N , 0$kN [20].

Soit u = (u ) une suite d’éléments de R/Z . Pour tout entier positif N, soit

B(u , N) le nombre d’intervalles du type (~ , ~ ~ ~-( (k = 0 , 1 ,.~, N - l)
tels qu’il existe un point un avec et un ~(2014 ~ ~ ~ ~( . On pose

THEOREME 3[20].-JSJ~ ~~u~ ~ 0 , la suite u n’est pas eutaxi ue.

Ce résultat permit à B, de MATHAN de retrouver une partie du théorème 2.



COROLLAIRE 3.1 ~ 24 ~. - Soit Si la constante de Markov de x est in-

finie, la suite (nx) n’est pas eutaxique.

On peut, en effet, montrer

où X(x) désigne la constante de Markov de x.

Mais la condition ~~u) > 0 n’est certainement pas une condition suffisante

d’eutaxie, car il existe des suites u, non partout denses, telles que ~.(u) > 0 .
D’où l’idée d’introduire les fonctions suivantes [24].

Soit u = (u ) une suite d’éléments de Pour tout intervalle l de mesure

non nulle et pour tout entier positif N, soit u, N) le nombre d’entiers

k tels que 0 ; k  N et que l’intervalle (-y , 2014aa-2014( n I contienne au moins un

point u avec 1 ~ n ~ N. Posons :

( 1 décrivant la famille des intervalles de Riz de mesures non nulles et à ex-

trémités rationnelles).

Il est facile de généraliser ces fonctions à q dimensions en remplaçant les in-

tervalles (~ ~~( k E N k  N) par les hypercubes

et en définissant :

( ~ décrivant la famille des hypercubes de (R/Z)~ des mesures non nulles et à

sommets rationnels).

On peut évidemment énoncer le théorème suivant (~ 23~, ~ 24~) .

THEOREME 4. - Soit u une suite d’éléments de (R/Z)q . S’il existe un hypercube
K de de mesure non nulle tel que ~(K , u) = 0, la suite u n’est pas

eutaxique.

Mais surtout (~ 23~, ~ 24~) , on a le résultat suivant.

THEOREME 5. - Soit u une suite d’éléments de Si x(u) est stricte-

ment positif , la suite u est eutaxique.

La démonstration consiste en une généralisation de la méthode introduite par J.
LESCA pour montrer que les suites à rapports bornés de R/Z sont eutaxiques.

Pour x = ... , x ) E (R,/Z)q , posons :



(dans le cas q = 1, est la constante de Markov de x ).

On peut montrer [24*]

Les théorèmes 4 et 5 permettent donc d’énoncer le théorème suivant.

THÉORÈME 6. - Soit x E (R/Z)q . La suite (nx) d’éléments de (R/Z)q est euta-

xique si, et seulement si, M q (x) est fini.

Ainsi la suite (nx) d’éléments de (R/Z)~ n’est eutaxique pour presque aucun

x , comme il résulte du théorème métrique de Khintchine. Cependant, on a le théo-

rème suivant.

THEOREME 7. - Presque toute suite d’éléments de (R/Z)q est eutaxique (relative-
ment à la mesure de Haar de ( (R~Z~ q~ ~ . 

-...---

On peut en effet montrer [ 24] que, pour presque toute suite u d’éléments de

(R,~Z~ 4 , l’on a :

où p désigne Isolement de l’intervalle )0, 1 ( tel que = 1 .

Ce théorème peut être précisé dans certains cas, par exemple, dans le suivant.

THÉORÈME 8 ([23], [24]). - Soit (a ) une suite de nombres réels positifs telle

que la série Z converge. Alors la suite (a x) module 1 est eutaxique

pour presque tout x ~ R .

Une modification de la fonction )( précédente donne une condition suffisante

d’eutaxie plus faible que celle du théorème 5 : Soit u une suite d’éléments de

(R/Z)~ . Pour tout x ~ = infK x(K , u) ( K décrivant la

famille des hypercubes de (R/z)~ , contenant x , de mesures non nulles et à som-

mets rationnels). La même démonstration que celle du théorème 5 permet de prouver
le résultat suivant.

THÉORÈME 5-bis. - Si B (u) >0 pour presque tout x e (R/Z)q , la suite u est

eutaxique.

Il existe des suites u satisfaisant la condition de ce dernier théorème, et
donc eutaxique, qui ne vérifient pas la condition B(n) > 0 du théorème 5, comme

le montre la construction suivante (signalons que Franc ine DELMER a, auparavant,
trouvé un autre exemple de suite eutaxique u telle que x(u) = 0 [~) : Soit

la suite (2014.) ~ , ordonnée par lexicographique.

Soit C l’ensemble triadique de Cantor et pour tout h ~ N* , soit C. la

réunion des 2 intervalles fermés de longueur et ayant pour extrémités



gauches les 2h nombres

.., , eh sont égaux à 0 ou Considérons la famil-

le de suites ~u~h)) ~. d’éléments de R~Z définie comme suit :

u~ = ~u ) est la suite définie par :
n n

et considérons la-suite v == (v ) = 
2014 h

Soit h.. ~ N . Si 1~ est un intervalle ferme de longueur 1/3 0 et dont

l’extrémité gauche est du type (~1 2 3 + ... + ~h0 2/3 ) , ou ~1 , ... , ~h0 sont

égaux à 0 ou 1 , l’on a 
0

H résulte de ceci que la suite v est telle que B (v) == 0 pour tout x e C ~

D’autre part, la suite v est eutaxique car, quel que soit l’entier positif h ,
v et u ’ coïncident hors de l’ensemble C, , et u~ ~ est eutaxique puisque à

rapports bornes,

Remarquons que cette construction peut être généralisée : on peut en effet,
montrer par la même méthode que quelque soit l’ensemble E c R/z négligeable~ il
existe des suites eutaxiques telles que =  pour tout x ~ E .

3. Les suites fortement eutaxiques .

Le seul critère de forte-eutaxie est le suivant ~2l].

THEOREME 9. - Soient (U ) une suite d’éléments de R/Z . Supposons qu’il existe
une suite croissante de nombres réels positifs (R.) tendant vers + ~ , et, pour
tout k , un recouvrement de R/Z par une famille (Ji1)1iHk de H. intervalles

de mesures 1/Rk , tels que les conditions suivantes soient vérifiées :

Pour tout couple d~entiers (M , N~ tels ue 0 . M  N , désignons par
le nombre d’entiers n tels que et que Un Alors



(uniformément par rapport à M, k ~b i ) ;

~A=~~ ~
Alors la suite (Un) est fortement eutaxique. De façon plus précise, soit une

suite d’intervalles (l ) de R/Z , de centres (U ) , de mesures (~n) , telle

que la suite (e ) soit décroissante et la série le divergente. Pour N

entier positif et x e R/Z , désignons par le nombre d’entiers n , tels

que 0  n  N et que x ~ 1 . Posons S(N) = 03A3Nn=1 en . Pour presque tout 

a l’estimation suivante (relativement à N ) :

pour t out e > 0 .

La démonstration utilise une méthode différente des préédentes. Elle consiste à

prouver d’abord l’équivalence de v(x, N) et de s(N) (N --~ + x~) ,
puis, à l’aide d’un raff inement du théorème de Fischer-Riasz (~ 25~, ~ 26 ~, ~ 22~~ , de
passer à l’équivalence presque partout.

Ainsi, si une suite d’éléments de possède une famille suffisamment riche

d’intervalles de restes bornés, elle est fortement eutaxique. La suite (nx), pour
x E R/Z de constante de Markov finie, possède une telle famille d’intervalles,
comme l’a montré J. LESCA grâce à sa "relation de réciprocité" [15]. D’ où le corol-

laire suivant.

COROLLAIRE 9. ~ ~ 21 ~. - Si la constante de Markov de x est finie, la suite (nx)
d’éléments de R/Z est fortement eutaxique. De faç~n plus précise, on a l’estima-
tion du théorème 9, pour presque tout x ;

pour tout e > 0 .

4. Problèmes non résolus.

Il reste à trouver une condition nécessaire et suffisante d’eutaxie. Peut-être

que le théorème 5-bis en donne une. Il reste aussi à étudier l’eutaxie de certaines

familles de suites, par exemple : les suites (xP(n)) où P désigne un poly-
n8me, et les suites où 8 > 1 est un nombre réel.

Il serait intéressant d’étudier les rapports entre les notions d’eutaxie, de
forte-eutaxie et d’équirépartition. Nous ne savons pas, par exemple, s’il existe
des suites eutaxiques et équiréparties qui ne soient pas fortement-eutaxiques. Nous
ne savons d’ailleurs rien de la mesure de l’ensemble des suites fortement-eutaxiques.

Il serait aussi intéressant de généraliser à plusieurs dimensions le résultat de
forte-eutaxie sur la suite (nx).
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