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14e annde, 1972/73, n°® 8, 7p. 4 décembre 1972

FORME DE CERTAINES FONCTIOWS AUTONORPHES
AYANT UNE INFINITE DéHOMBRABLE DE POLES DANS UNE COURONNE

par Marie-Claude SARMANT

1. Introduction.

Nous nous placons dans le corps k = ap . Soit A€ k, Ihl # 1 . Nous savons
({2] et [3]) que toute fonction f analytique uniforme automorphe de période A ,
n'ayant qu'un nombre fini de pdles dans toute couronne de k centrée en 0 , peut

se mettre sous la forme d'un produit infini :
AT x -~ a,

+o0 I
f(X) =C ﬂn:—oo (ﬂl=o -}\—n-—;—.—-i) N

ob C est une constante, ou les a; sont les zéros, et les bi sont les plles de

f ( modulo multiplicativement A ), et ceux-ci sont tels que :
I
I1 existe des fonctions automorphes de forme un peu analogue possédant une infi-

nité de p8les dans une couronne T < lxl < {Al T

Soient {bi} et {a.} deux suites infinies d'éléments de k , telles que :

i€N i ie}l
. _ ]l’I / _
lim, (ai/bi) =1 ot i (ai/bi) =1,

Soit C € k une constante # 0 . Alors la fonction :
+o Aox - a;
a(x) =cTl [,
n=-c - i€N .n
~\N X - bi

]

est automorphe.

Réciproquement, nous allons chercher si certaines conditions permettent & une
fonction automorphe de se mettre sous cette forme. Pour cela, on va utiliser un

théoréme qui ne concerne pas seulement les fonctions automorphes :

2. Théorzme de décomposition en produit.

Hzgothéses (%). - Soient r1 ’ r2 € R, tels que 0O < rl < r2 < o . Posons :

2
c=1{x| zxex| r glx|l« ro} .

r1 1
T2
Soit {bi}ieN une suite dénombrable d'éléments de Cr telle que
T, 1
D=2C_"=-1{b.}.

r1 -1 1§E
soit quasi-connexe [ 1] (1a notation - - désignant une différence ensembliste) ot
que :

infi e g sen lbi - bjl =py >0 .
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Posons, pour r€ R, r<r, :

1 r,
D = Cr1 = = Uy € (o 5 7)
Alors D =D, , et si T <oy, tous les trous de D sont isolés.

On supposera ici, au besoin en faisant une homothétie, que >1 .

0
Soit PF(x) une fonction analytique uniforme de support D [1] telle que FlDr

soit élément analytique pour tout T < py .

Conclusion. — Pour tout o € k , sauf peut-8tre pour un ensemble & dénombrable,

fini ou infini, d'éléments de k , & tout bi correspond un ensemble fini ou dé-

i
nombrable a de zéros de F(x) + o tels que :
i
HYEAi (bi/ay)

existe et tende vers 1 quand 1 devient infini.

De plus, F(x) + « peut &tre mis sous la forme : i
X~ a

F(X) + o = H(X) x ﬂie}i ﬂYeAi X - bi

. T r
oh H(x) est ung fonction analytique uniforme sur Cr2 , n'tayant qu'un nombre fini
1

’

2
de pbles dans C_° .
1

Déumonstration. ~ Prenons r € R, T < p, .

D'apr®s le ler théoreme Mittag-Lofflerien [1] appliqué & FIDr :

r r © r
P(x) = fr1(X) + frp(x)-+zi:1 fi(x - bi)
sur D avec ¢

r

r Ve . ’ 3
fr (x) : sériec de Laurent en x , sans terme de degré > 0 , convergente si

fi (X) : série de Taylor en x , convergente si |x%.$_r2 ’
2
r - .
fi(x - bi) : série de Laurent en x - bi , sans terme de degré > 0 , convergente

s

si Ix - b.| >r .
1

Z?zl fi(x - bi) converge uniformément sur Dr , mais pas sur D .,

Ce développement est unique.

]
= f? si !x - bil > sup (r? ’ r)

.,
i i

t
Donc fi et fi ont les méme coefficients.

fi = fi ne dépend pas de r et converge si lx - bi| >0 . (I1 en est de méme
T et T , puisque tous les trous sont isolés.)
1 2
[o2]
Fx) = £ (x) + fr2(x) + Zi=1 £.(x =b) .

1
F(x) = @(x) + Z?=1 fi(x - bi) .
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@(x) . série de Laurent en x , donc sans pble et avec un nombre fini de zéros

iy
dans C 2 .

T

Etude de fi(x - bi) .= Trc o 2::1 fi(x - bi) converge uniformément sur

D_ , donc :
r
SupxeDr ‘fi(x - bi)l -3 0 si i=%+o
fi(x - bi) est une série de Laurent en x - bi , sans terme de degré >0
SUP |, |3 l£.(x = v,)| = SUbren_ l£.(x = b))
Sup!x—b i?r Ifi(x - bi)l -5 0 si 1i-9+o
i
. r . . .
lnfv(x—bi)g—log . vai(x - bi)] S 4+ gi i-3+ow
p
si v(x - bi) < - log r - v(x - bi) > log r

P P
- = - e (
Posons X = b, =1t , fi(x bi) @i\t)

Polygone de Newton de @i(t) :

pente de A, : 7(r) = log r
p

OR, = inf

~i v

v (x - b.)]

(z=b, )s-log

- 1Y
Quand i = + o , OE& -3 + o 3 Ri tend vers le point a 1'infini sur OY .

Jr fixé , Ye¢ >0, 3T tel que :

i>1 $=infv(x—bi)g-log i} v[f(x - bi)] > ¢

p

ou quel que soit A, sur Y'Y , il existe I tel que i > I entraline 61& >'5Kb .

0]
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Etude de F(bI +t)
F(x) = 8(x) +Zmi=1 £,(x = b,)
SupxeDr |F(x)! = Mr fini
Etudions le développement en série de Laurent de P(x) autour d'un bI » pour un
I fixé :
X - bI =1
A ey - .
F/(t) = F(b +1t) = @(b +t) +Zi;éI ien fi(bI b, + t) + fI(t)
R(t) = a(by + t) + 2541, 1eN - (by = b, + t)

RI(t) est développable en série de

Taylor, convergente au moins pour |t| < Py

. _ Y L
Si r=1, supxeD1 IF(X)I =M est fini
Le polygone de Newton du développement en série de Laurent de F(bI + t) est
donc situé au-dessus de la droite :
Y=-=1log M
gP
et M ne dépend pas de I .
! y
]
!
(
i
|
[
i
|
!
]
i
] ! -
x -1 0 s x
R

|/

A gauche de O0Y , nous avons soit,

cdtés finis, puis un cb6té vertical ;

un nombre infini de cbtés finis dont
nent du polygone de Hewton de fI(t)

proviennent du polygone de RI(t)

Soit le

. Le terme constant dc

I
conque de k

Nous allons utiliser dans la suite

5

fs,)

bornée quelque soit I ; dans le cas

d'accumulation O a pour

s

Igg

terme constant du déve

- lo M
Sp
yl
si bI est d'ordre fini, un nombre fini de
soit, si bI est point singulier essentiel,

la pente tend vers - « : ces c8tés provien-

« A droite de O0Y , nous avons des c8tés qui

p(D)

1op§ement de « Soit o un élément quel-
(t) + o est Syt .
1'hypothése que ]SI + al est inférieurement

contraire, si {‘SI + al}i a pour point

eN

point d'accumulation - ¢ . Ceci exige que la
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suite SI ait un ou plusieurs points d'accumulation ; ainsi apparalt 1'ensemble

exceptionnel ( de 1'énoncé, ensemble (éventuellement vide) des points d'accumula-

tion de SI . Nous supposcrons pour la suite que o« dda .

Le terme constant de F(I)(t) + v est borné inférieurement :
{SI + o >N N constante réelle % O

v(SI + o) < - logp N
D'autre part,

sup_c o I7(x) + ol < SupfsupxeDl 7(x)| , lal] g sup (M, |of]
=%

On appelle BI le point de coordonnées (o, V(SI)) , premier somnet du polygone

de RT(t) +a .

Le polygone de F(bI +1t) + @ aura donc la forme suivante

y

inf{v(M) , v(x)]

'yl

Btudions 1'ensemble des cbtés du polygone de Newton de F(I)(t) + o qui se trou-
vent & gauche de O0Y : tous ces c8tés ont une pente inférieure & celle de la tan-
gente commune TT' au polygone de fI(t) et & celui de RI(t) + o , donc & celle

: nous allons montrer que

de la tangente B.T au polygone de fI(t) issue de BI :

I
ces pentes tendent vers - o quand I devient infini.

fI(t) -3 0 uniformément en t dans 1 > It| >r quand I -3 + o , donc :

TreR fixé, VA >0, 3I(r) tel que I > I(r) = inf v[fI(t)] > A

(t)<~log r

Prenons A = - logp N, p

Vr fixé, 3I'(r) tel que I > I'(r) = inf v[fI(t)] > - logp N

(t)<-~
v(t)g-log

Les tangentes au polygone de fI(t) issues d'un point e Y'0Y situé au-dessous
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du point d'ordonnée - logp I seront alors dc pente inférieure & log .

b

Vwue R, 3J tel que I >J=> pente de BI T <

Pour F(I)(t) + o , nous avons 1'indgalité :
[E D (6) + o7 2 intlvl2(8)] , vo + 2(5)]] 2 inelv(W) , v(o)]

si |t]=r.

Soient alors fel} les zéros de F(I)(t) + ¢ correspondant aux c8tés du po-

Y YEA
lygone qui se trouvent & gauche de Y'0Y (y compris la tangente TT! ).

AI est un ensemble fini si bI est un p8le d'ordre fini, et N si bI est un

point singulier essentiel. T
-v(el) <uw, Vye AL
Y we R, 3J) telque I>JT= IY

~ v(ey)>—g,, iy €A

Soient ai = Dby + ai les zéros correspondants de F(x) + o @

tweR, 13() telgue I>JT=v(a =b) -, ¥veh

I
ou ]av - bI{ < ;P

I
a ,
ou |%2-— 11 < Ei
I 1
Donc : I

a
+
VeeR , 3J tel que I>J=-‘.;i:6-\i-1l<e, i veA

I I

Et par conséquent
n Yoo) -
l ben. (a /o) 1l <
(ﬂ (aI/b ) est défini méme si A est infini ¢ les zéros de aI = aI -b
de FT(t) tendent vers O 1lorsque v devient infini, car le développement en sé-

rie de Laurent de FI(t) converge pour tout t # O ) .

il (aI/b ) converge donc vers 1 quand I devient infini,
\)EAI v I

Nous savons donc que le produit infini :

Moar Mo, (- al)/(x - b))

existe pour x £ {bI}IeN
Etudions la fonction :

-

a(x) = [F(x) + oM ((x = b)/(x - a;))]

R) ou

ieN HVEAI

Elle n'a aucun zéro dans les cercles C(bI ,
- log, R = log N - inf[v(¥) , v(a)]

(Cette valeur correspond & la plus petite pente possible pour une tangente TT' ne

passant pas par BI ).
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Par conséquent aucun bI ne peut &tre point singulier essentiel pour H(x) .
T
Supposons que B(x) ait une infinité de pdles dans Cr2 . Nous pourrions alors

réappliquer le procédé précédent : la pente de la tangenté TT' devrait tendre

vers 0 , ce qui donnerait des zérss dans une infinité de cercles C(b R) , Ce

I ’
qui est impossible.
T
7(x) n'a donc qu'unrnombre fini de pdles dans Cr2 , et c'est une fonction analy-

tique unif0£me dans Cr2 ( H(x) n'aura aussi, bienlsﬁr, qu'un nombre fini de zé-

ros dans C 2 ). 1
1

3. Agglication aux fonctions automorphes.

Soit F(x) une fonction automorphe de période A vérifiant les hypothdses (%)

pour r, = lkl Ty

Posons

n I n
K(x) = ﬂngg ﬂlﬁﬂ ﬂQEAI (A" x - av)/(K X - bI))
K(r\x) = K(x) : XK est automorphe de période A\ . (F(x) + a)/K(x)) est donc une
fonction automorphe qui n'a qu'un nombre fini de p8les dans chagque couronne Ciklr,
et elle peut &tre mise sous la forme [ 3] :
_ Ny n_ _
K(x) = ¢ Hnez nieA (A x - a'i)/(\ x bi)
C constante appartenant & k , A ensemble fini d'indices, et niEA (ai/bi)=1 .

D'ou :

F(x) +o=2C K(x) ﬂneZ I

~

ieh (An X - ai)/(kn X - bi)

Soit encore, en réunissant A avec les Ai ’

F(x) +o=CTl

n I n
neZ nIeN nveA' (" = - 25 )/ x - bI) *

I
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