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SUR L’ANNEAU DES ENTIERS D’UNE EXTENSION CYCLIQUE

DE DEGRÉ PREMIER D’UN CORPS LOCAL

par Marie-Josée FERTON

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
14e année, 1972/73, n° 2, 6 p. 16 octobre 1972

1. Préliminaires sur l’anneau des entiers d’une extension galoisienne.

1.1. A désigne un anneau de Dedekind de corps des quotients k , et K est une

extension galoisienne de k de groupe de Galois G . On appelle B la clôture in-

tégrale de A dans K . Pour que B soit un A[G]-module libre, il est nécessaire

que l’extension K/k soit modérément ramifiée ; cette condition n’est pas suffi-

sante en général, mais si A est un anneau local elle l’est, d’après E. NOETHER

[12].

Pour étudier la structure de B sans faire d’hypothèses sur la ramification dans

, K/k , on introduit, un sous-anneau de k[G~j , 0 , ~J = ~~ ~ B) . On
montre que D est un ordre de A dans k[G] , on appelle 0 l’ordre associé à B

dans k~ G ~ . B est donc muni d’une structure de 0-module, et l’on peut se poser

la question suivante : pour quelles extensions K/k, B est-il un module

libre ?

On connaît de nombreux cas d’extensions pour lesquelles B est libre sur 0 :

(a) si k = Q , corps des rationnels et si G est abélien [8],

(b) si k = Q et G un groupe diédral d’ordre 

On se propose ici de caractériser les extensions cycliques de degré premier p ,

d’un corps local, pour lesquelles B est libre sur 0 .

1.2. Pour étudier B en tant que ~module, on introduit un idéal à gauche de

dans k[ G ] qui soit isomorphe à B comme 0-module. A étant un anneau de Dede-

kind, on sait qu’il existe toujours un élément e de B qui engendre une base

normale de K/k. Pour un tel 6 , soit :

~ e = ~ e k[G] , B.e e B) .

D’après les définitions de D et de u03B8 et les résultats de on voit que

B = que D c que U03B8 est un idéal à gauche de D , et on obtient le

résultat suivant :

PROPOSITION 1. - Les quatre assertions suivantes sont équivalentes :

( i ) B est un Q-module libre,

(ii) il existe un a tel que u03B8 = D ,
(iii) il existe un a tel que u03B8 soit un anneau,



(iv) quel que soit 8 , ~ est un idéal principal de S.

2. Cas d’une extension cyclique de cor s locaux.

Dans ce paragraphe, k désigne un corps local de caractéristique 0, et dont la

caractéristique résiduelle est le nombre premier p ; K est une extension cycli-

que de degré p de k .

On note Q un générateur du groupe G, et f = o - 1 dans k[’G’] . e est l’irr

dice de ramification absolu de k , et t le nombre de ramification de l’extension

K/k .

2.1. Rappels.

Si t == - l , l’extension K/k est modérément ramifiée, et on a 0 == A[G] , et
B est libre sur A[G] [l0].

On a l’inégalité t $ pe/(p - 1) , y et réciproquement, étant donnés le corps k

et un entier t premier à p tel que 1 $ t ..~ pe/(p - 1) , , il existe des exten-

sions cycliques de degré p de k , K , ayant t pour nombre de ramification 

Si le nombre de ramification t est divisible par p , k contient les racines

p-ième de l’unité, et il existe une uniformisante 03C9 de k telle que

De plus, t = pe/(p - 1 ) ([9], théorème 3).

2.2. Nous allons déterminer un élément 6 de B , engendrant une base normale de

K/k , l’idéal U03B8 associé et l’ordre $3 .

~ et Tf désignent respectivement des uniformisantes de k et K, et on pose

a le plus petit entier positif ou nul tel que t = a~ p + a , y c’est-à-dire

a~ = [t/p] , où [x] désigne la partie entière d’un nombre réel x.

PROPOSITION 2.

(a) si t ~ 1 et t ~ 0 (mod p) ~ 6 = engendre une base normale de K/k,
et u03B8 est le sous A-module de engendré par la famille (f1 ) , 0ip-1 ,
où 

6 
’ 

- 

~ ~ 
’

03BDi = [it + a p] = ia0 + Ld + 1) a p] .
(b) si t = 0 (mod p), et si 03C9 et n sont des uniformisantes respectives de k

et de K telles que 03B8 = 1 + 03C0 + 03C02 ... + np-1 engendre une base nor-

male de K/k, et u03B8 coïncide avec l’ordre maximal de k[ G ] .

PROPOSITION 3. - L’ordre associé D est le sous A-module de engendré par

la famille (~) . 0 ~ i $: p -. 1 , où n~ == (~~ -. ~) .
i?



Pour démontrer cette proposition, on utilise le fait que

Remarque. - L’idempotent 1 p 03A3p-1i=0 03C3i de k[G] appartient à ? si, et seulement

si, e $ n , ce qui équivaut à i
p-1

(1) 
pe p -1 - 1  t  pe p - 1 .

Dans ces conditions, on dira que l’indice de ramification est "presque maximal"

É7].

2 . 3 . Cas où 1 ’ ind ic e d e ramification n’est pas "presque maximal".

est un anneau si, et seulement si, quel que soit le couple d’entiers

(i , j ) compris entre 0 et p - i , 

cy> si 1 + j $ p - 1 , v. + v . 0 $ v...
- l j î+j

(03B2) si i + j  p , 03BDi + 03BDj  e + 03BDi+j+1-p .

Ce lemme se démontre facilement si l’on remarque que (1 + f)p = i , c’est-à-dire
que:

f~ " ~ ([) f’~ ~ ~ ° ° ° ~ (§) ° ° ~ Pf °

PROPOSITION 4 ...

(a) 0 étant l’élément défini dans la proposition 2, on a lil = Q si, et seule-

ment si, a = o ou a divise p - 1 .

b> si t  i , t si a ° ° et Si a ne divise pas P - i , ", n’est

pas un idéal principal ,de Q .

Démonstration du ( a ) .

a = ° , >s est égal à l’ordre maximal, et B est donc libre sur "o = Q .

a / 0 , les conditions du lemme s’ écrivent i

(OE’ ) Si 1 + j $ p - 1 t [Ci + 1) ~~°] + [(j + 1 ) ~] £ [Ci + j + i ) ~~’]
P P P

(SI) si 1 + j % p t 1(1 + 1 ) ~] + [(j + 1) ~] $ e - (p - 1 ) a + [(1+j+2-p) ~~°] ~p p 0 p

Les conditions (fl’ ) sont toujours vérifiées.

Si a divise P - 1 c’est-à-dire a = (P - 1)/d , d entier, les conditions

(03B1’) s’écrivent : [ ild ] + [ j/d ] $ i  1 + j )/d i , elles sont donc vérifiées.

si a ne divise pas p - i , montrons qu’il existe un couple (1 , j) ,
1 + j $ p - 1 , tel que:

[(i + 1) a p] + [(j + 1) a p] > [(i + j + 1) a p] .



Ceci s’écrit, si l’on note ~ la partie fractionnaire d’un nombre réel x :

Faisons intervenir le développement en fraction continue de t/p ,

Si l’on note qi les dénominateurs des réduites successives, 1, ql = a1 ,
q2 = a ... q . = ai q. 1 + qi-2 , ... q = p , on rappelle que : 
si m est un entier pair strictement positif, et

p "

Il existe donc k , 1  k ~. p ~ 2 , tel que ~k + 1) a = tp -- 1)~p , prenons en
p

effet

~~ 

£--"o_

Il existe 1 , 1 $ 1  k , tel que (1 + 1 ) ~  ~ , prenons
P P

En posant j=k-i , on a i+j =kp- 1 ~ et

Pour démontrer le (b) de la proposition 4, on montre, par des méthodes d’algèbre

linéaire, que si t  (pe/(p - 1 ))’-!, si a ~ 0 , et si a ne divise pas p - 1 ,

alors pour tout a dans U03B8 , l’application, qui à un élément 03BB de D fait cor-

respondre l’élément 03BB03B1 de u03B8 , n’est pas surjective.

On peut résumer les résultats précédents par le théorème suivant.

THÉORÈME 1.

(a) Si t ~ 0 (mod p~ , B est un ‘~-nodule libre.

(b) Si t ~ 0 (mod p) et si t  (pe/(p - 1)) - 1 , pour que B soit un

Q-module libre, il faut et il suffit que a divise p - 1 .

COROLLAIRE 1. - Si t vérifie les conditions, t ~ 0 (mod p~ , t  

et si a ne divise pas p - 1, B n’est pas un ~-module projectif.

Le corollaire se déduit du théorème en remarquant que D est un anneau semi-

local et donc que tout 0-module projectif de rang défini est libre [4J.



Cette remarque est due à Jacques et le corollaire 1 donne une réponse à

la question posée 

Exemple. - Soit k = Q[-(5 ) , p et soit K le corps de décomposition sur k du

polynôme x~ - x - 5"’~’ ~ l’extension K/k est cyclique de degré 5 ~ son nombre

de ramification est t = a = 3 ~~13~, chapitre IV, paragraphe 2, exercice 5).

On en déduit que B n’est pas un 0-module projectif.

2.4. Cas où l’indice de ramification est "presque maximal" [3]. - Dans ce para-
graphe, le nombre de ramification t est supérieur ou égal à 1 , et vérifie

Les méthodes employées dans ce cas sont analogues à celles de la démonstration de

la proposition 4 ; les démonstrations sont toutefois plus difficiles.

On obtient le théorème suivant.

THEOREME 2. - Si t est "presque maximal", pour que B soit un D-module libre,

il faut et il suffit que, d ans le développement de t/p en fraction continue, y n

soit inférieur ou égal à 4 ,(Définition de n dans la proposition 4).

Exemples. -

Si p = 7 , t = 5, e = 5 , t vérifie (1) et n = 3 : B est libre sur 0 .

Si p == 13 , t = 8 , e = 8, t vérifie (1) et n = 5 : B n’est pas projec-
tif sur D .

(On sait qu’il existe des extensions K/k avec p , t , e comme ci-dessus, cf.

paragraphe 2.1).

Le problème posé au début de cet exposé est donc résolu ; on a caractérisé par
les théorèmes 1 et 2, toutes les extensions K/k, cycliques, de degré p , d’un

corps local pour lesquelles B est libre sur son ordre associé dans 

Ces résultats, obtenus en collaboration avec Françoise BERTRAIIDIAS et Jean-Paul

BERTRANDIAS, font l’ob,jet de deux notes aux comptes rendus de l’Académie des

Sciences [2] Le détail des démonstrations se trouve dans ~ 6 ~~
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