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SUR L'ANNEAU DES ENTIERS D'UNE EXTENSION CYCLIQUE
DE DXGRE IRE4IER D'UN CORPS LOCAL

par Marie-Josée FERTON

1. Préliminaires sur l'anneau des entiers d'une extension galoisienne.
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1.1. A désigne un anneau de Dedekind de corps des quotients k , et K est une
extension galoisienne de k de groupe de Galois G . On appelle B 1la cl8ture in-
tégrale de A dans K . Pour que B soit un A[G J-module 1libre, il est nécessaire
que l'extension K/k soit modérément ramifide ; cette condition n'est pas suffi-
sante en général, mais si A est un anneau local elle l'est, d'aprés E. NOETHER
[12].

Pour étudier la structure de B sans faire d'hypothéses sur la ramification dans
K/x , on introduit, un sous—anneau de X[G], 9, D={Aek[¢], ABc B} . On
montre que % est un ordre de A dans k[G], on appelle £ 1'ordre associé & B
dans K G] . B est donc muni d'une structure de ©O-module, et 1l'on peut se poser
la question suivante : pour quelles extensions K/k , B est-il un ©O-module

libre ?

On connait de nombreux cas d'extensions pour lesquelles B est libre sur 9 @

(a) si k=Q , corps des rationnels et si G est abélien [8],

(b) si k

]

Q et G un groupe diédral d'ordre 2p (1].

On se propose ici de caractériser les extensions cycliques de degré premier p ,

d'un corps local, pour lesquelles B est libre sur D .

1.2. Pour étudier B en tant que O-module, on introduit un idéal & gauche de 9
dans k[G] qui soit isomorphe & B comme $-module, A &tant un anneau de Dede-
kiﬁd, on sait qu'il existe toujours un élément © de B qui engendre une base

normale de K/k . Pour un tel 6 , soit
%!e={}\ek[(}], A.d e B} .

D'aprés les définitions de £ et de Me et les résultats de [5], on voit que

B = ﬂe.e y Que  c Me » que ¥ est un idéal & gauche de 9 , et on obtient le

2]
résultat suivant :

PROPOSITION 1. - Les gquatre assertions suivantes sont équivalentes :

(i) B est un ©O-module libre,

(ii) il existe un 6 tel que me =9,

(iii) il existe un 6 tel que Me soit un anneau,
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(iv) quel que soit 6, ¥  est un iddal principal de © .

e

2. Cas d'une extension cyclique de corps locaux.
PN NS NI NI NI NI NINI

Dans ce paragraphe, k désigne un corps local de caractéristique O , et dont la
caractéristique résiduelle est le nombre premier p 3 K est une extension cycli-

que de degré p de k .

On note o un générateur du groupe G , et f =0 -1 dans KG]. e est l'in-
dice de ramification absolu de k , et t le nombre de ramification de.l'extension

K/k .

2.1. Rappels.

Si t=-1, l'extension K/k est modérément ramifide, et on a O = A[G] , et
B est libre sur A[G] [10].

On a 1'inégalité t < pe/(p - 1) , et réciproguement, étant donnés le corps k
et un entier t premier @ p tel que 1 £t < pe/(p - 1) , il existe des exten~

sions cycliques de degré p de k , K , ayant t pour nombre de ramification [13,

Si le nombre de ramification t est divisible par p , k contient les racines

p-ieme de l'unité, et il existe une uniformisante w de k telle que
k = x@?) .

De plus, t = pe/{p - 1) ([9], théortme 3).

2.2. Nous allons déterminer un élément 6 de B , engendrant une base normale de

K/kx , 1'idéal Y. associéd et l'ordre £ .

]
@w et m désignent respectivement des uniformisantes de %k et K , et on pose
a le plus petit entier positif ou nul tel que 1t = ay p +a, c'est-a-dire

a. =[t/p], oi [x] désigne la partie entidre d'un nombre réel x .

0]
PROPOSITION 2.

(a) si t21 et ¢ #0 (mod p) , ¢ = n® engendre une base normale de K/k ’

33 me est le sous A-module de k[G] engendré par la famille Ci%f) y 0<i<p-1 ,
o vt
it + a . F (o a
v, = E_—?T__] = iag + [(1 + 1)-5] .
(b) si t=0 (mod p), et si w et m sont des uniformisantes respectives de k

2

et de K telles que W= y B =1+ +71° 4+ eoe + mP-1 engendre une base nor-

male de K/k » et U

coincide avec l'ordre maximal de k[G] .

)

PROPOSITION 3. - L'ordre associé © est le sous A-module de X[ G] engendré par

i
S 4 . N s
la famille ni) y 0£ig<p=-1, 0u n, = manSjSp—l—i (vi+j - vj) .

10}
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Pour démontrer cette proposition, on utilise le fait que

Q= {)\ € k[G] 9 )\.216 c me} J

-1
Remarque. - L'idempotent %-Zfzo ot de k[G] appartient a © si, et seulement

si, e<n , ce qui équivaut a :

p~1

—Pe__ <t g
(1) 5o 1 1<% SyoTe

Dans ces conditions, on dira que l'indice de ramification est "presque maximal"

[7].

2.3. Cas ou 1l'indice de ramification n'est pas "presque maximal'.

LEMME., - ue est un anneau si, et seulement si, quel que soit le couple d'entiers

(1 , j) compris entre 0 et p=-1, ona:

. . _ < .
(a) si i+ j<p 1, vy + Vj < Vi+j

.. . < .
(B) si 1+ J=20p, Vi + vj < e+ Vi+j+1—p

Ce lemme se démontre facilement si 1'on remarque que (1 + f)p =1, clest-a~dire

que @

- - ~k
fp=—pfp1—(12))fp2-.oo-(i)fp "ot-_pf.

PROPOSITION 4. -

(a) © &tant 1'élément défini dans la proposition 2, on a ﬂe =9 si, et seule-
a

ment si, =0 ou a divise p -1 .

(b) si ¢ <-5-§ST -1,s81 a #0 et si a ne divise pas p -1 , %9 n'est

pas un idéal principal de

Démonstration du (a).

a=0, ﬂe est égal a 1'ordre maximal, et B est donc libre sur Me =0 .

a# 0, les conditions du lemme s'écrivent :

(@) st t+isp-1: [+ 23+0G+1) 2]l +5+1) 8]

(') si i +32p: [(1+1) 31+ [+ 1) 2T<e - (p-1) ay+ [(a+5+2-p) 20,
Les conditions (B') sont toujours vérifides.

si a divise p -1, c'est-a-dire a = (p - 1)/d », d entier, les conditions

(a') s'éerivent : [i/a] + [§/al < [(i + j)/d], elles sont donc vérifides.

si a ne divise pas p - 1 , montrons qu'il existe un couple (i , j) ,

i+j<p=-1, tel que :

[(i+1)-;-]+[(j+1)%]>[(i+j+1)—§].
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A . . .
Ceci s'éerit, si 1l'on note x 1la partie fractionnaire d'un nombre réel x :

/ \ "‘\ ____/\«___a'
(1+1)2 7+ (5 + 1) 2 <-§ +(i+3+1)= >

Faisons intervenir le développement en fraction continue de t/p ,

t 1
-— = > .
5 =8 * [ao Py B s By s eee an] avec a > 1

8.3+ vee

Si 1'on note q; les dénominateurs des réduites successives, 4p = 1, q =8

- X' _a
a, =2a; 9 t Qg s el Q3 =25 Q4 + Q59 eee q, =P, 0n rappelle que @ a, é;ED<§
si m est un entier pair strictement positif, et
1 . .
(= si n -1 est pair,
g \p

n-1p D=1 si n-1 est impair.

I1 existe donc k, 1<k<p-2, tel que (k + 1)-% =(p-1)/p , prenons en
effet

si n est pair
k+1= Sqn-l i
P-q si n est impair.
n- 1",\\\5
I1 existe i, 1<i<k, tel que (i + 1)-5 -5 , prenons
q si n est pair

i4+1=0D02

91 si n est impair.

Enposant j=%k -1 ,oma i+j=k<p-1, et

/,/\\‘ /\ s b - ) s /\\g
+ —-+ + 1) =<~—+ ==+ (i1 +J+1)~=.
(i +3) (3 ) £ 5 <3 5 > (i+3 ) >

Pour démontrer le (b) de la proposition 4, on montre, par des méthodes d'algebre
linéaire, que si t < (pe/(p - 1)~1,s8i a #0 , et si a ne divise pas p-1,
alors pour tout « dans %e , l'application, qui & un élément A de © fait cor-—

respondre 1'élément Ax de ¥, , n'est pas surjective.

¢

On peut résumer les résultats précédents par le théoréme suivant.

THEOREME 1.

(a)‘gi t =0 (mod p) , B est un ©O-module libre.

1]

(b) Si t £ 0 (nod p) et si t < (pef/(p=-1)) -1, pour que B soit un
O-module libre, il faut et il suffit que a divise p -1 .

COROLLAIRE 1. - Si t vérific les conditions, t # O (mod p) , t < (pe/(p=1))st

et si a ne divise pas p-1, B n'est pas un O-module projectif.

Le corollaire se déduit du théoréme en remarquant que 9 est un anneau semi-

local et donc que tout ©O-module projectif de rang défini est libre [4].
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Cette remarque est due & Jacques MARTINET, et le corollaire 1 donne une réponse &

la question posée dans [ 11 ].

(51/4) , et soit X 1le corps de décomposition sur k du

Exemple. - Soit k =

~—

polyndme x° - X - 5-3 4 , l'extension K/k est cyelique de degré 5 , £on nombre

de ramification est t =a= 3 ([13], chapitre IV, paragraphe 2, exercice 5).

On en déduit que B n'est pas un £-module projectif.

2.4. Cas ou 1'indice de ramification est "presque maximal® [3]. - Dans ce para-

graphe, le nombre de ramification t est supérieur ou égal & 1 , et vérifie

P& <t g8
(1) p-1 SESyoT

Les méthodes employées dans ce cas sont analogues & celles de la démonstration de

la proposition 4 ; les démonstrations sont toutefois plus difficiles.

On obtient le théoréme suivant.

THEOREME 2. - Si t est "presque maximal", pour que B soit un $-module libre,

il faut et il suffit que, dans le développement de t/p en fraction continue, n

soit inférieur ou égal & 4 .(Définition de n dans la proposition 4).

Exemples. -
Si p=7, t=5, e=5, 1t vérifie (1) et n=3: B est libre sur 9 .

Si p=13, t=8, e=8, t vérifie (1) e¢ n=5: B n'est pas projec-
tif sur 9 .

(On sait qu'il existe des extensions K/k avec p, t , e comme ci-dessus, cf.

paragraphe 2.1).

Le probléme posé au début de cet exposé est donc résolu ; on a caractérisé par
les théor®mes 1 et 2, toutes les extensions K/k , cycliques, de degré p , d'un

corps local pour lesquelles B est libre sur son ordre associé dans k[G] .

Ces résultats, obtenus en collaboration avec Francoise BERTRANDIAS et Jean-Paul
BERTRANDIAS, font 1'objet de deux notes aux comptes rendus de 1l'Académie des

Sciences [2] et [3]. Le détail des démonstrations se trouve dans [6].
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