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DÉCOMPOSITION D’UN ENTIER EN SOMME DE CARRÉS

ET FONCTION MULTIPLICATIVE

par Jean LAGRANGE

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
14e année, 1972/73, n° 1, 5p. 9 octobre 1972

1. Soient s et n deux entiers positifs, on désigne par r (n) le nombre

des représentations de n comme somme de s carrés. r s (n) est donc le nombre de

solutions dans Z~ de l’équation

22 2xl + x~ ~. + ... + 

En particulier, r s ~1~ - 2s .
Posant f s (n) = r s (n)/2s , g s (n) = f s ( n2 = on va démontrer les deux

théorèmes suivants :

THEOREME 1 (P. La fonction f est multiplicative pour

s = 1 , 2 , 4 , 8 , et pour ces valeurs seulement.

THEOREME 2. - La fonction g 
s 

est multiplicative pour s = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ,

6 , 7 , 8 , et pour ces valeurs seulement.

2. Posant n==2m=2r!p~ (m entier impair, le produit est étendu aux

diviseurs premiers de m ), et X(d) = (- l)~ ""~ (d entier impair), on a :

Les expressions de r s (n) pour s = 2 , 4 , 6 , 8 , sont bien connues ; elles

sont dues essentiellement à JACOBI ; 9 pour des références, voir DICKSON ([~2], chap.
VI, VIII, IX).

Les expressions de r S (n2) pour s = 3 , 5 , 7 , sont dues respectivement à

HURWITZ [4], HURWITZ [3], SANDHAM [5]. HURWITZ n’ayant pas donné explicitement le

calcul de r~(n ) , on trouvera celui-ci au paragraphe 5.
Une simple vérification donne la partie directe des théorèmes 1 et 2.

3. Pour démontrer la partie réciproque du théorème 1, on remarque que, si f



est multiplicative, on doit avoir :

(1~ f s ~2~.f s ~.~~ = f s ~6~ .
On obtient facilement

(1~ est donc une équation en s de degré 5 , ses racines sont 0 , 1 , 2 , 4 ,

8 . D’où la conclusion.

4. Pour démontrer la partie réciproque du théorème 2 (1), on applique la mé-
thode précédente. Si g est multiplicative, on doit avoir

s

g (2).g (3~ = g (6Î
s s s

soit:

(2) f (q.~ ,f (9~ = f (36~ .
s s s

Pour calculer f (n) , n fixé, en fonction de s , on utilise la fonction 8 :
~ _ "

Les a.(n) étant définis par
J

f (n~ pour n fixé est un polynôme en s de degré n-~ . L’équation (2~ est donc
s

de degré 35 . Il faut vérifier que ses seules racines positives entières sont

1~2~w*~8~

f (4.).f (9) est un polynôme de degré 12 ; on écrit

les calculs se faisant à l’aide de la formule de Newton.

On a ainsi

(1) Cette démonstration m’a été communiquée par P. BATEMAN.



avec

. c.= a.(36)- b. pour 
J J J

c.=a.(36) pour 13  j  36 ,

j = 1 , 2 , ..., 8 étant racine de l’équation (2), on a c 
= 0 , pour 1  j  8.

Par définition des a.(n) , on a c. ~0 pour l3.$ j ~ 36 .
J J

Un calcul montre de plus que c . > 0 pour 9 ~ J ~ 12 .
J

On a donc, pour s entier supérieur ou égal à 9 y

f (36) - f(4).f(9) ~c~ ;~) >0 ,
ce qui termine la démonstration.

En fait les calculs donnent

c 
= ~08 ~ g~~ ~ 409600, ~~ ~ 452608 .

5. Pour terminer, démontrons la formule d’Hurwitz

Nous éviterons l’utilisation des formules elliptiques, supposant connues seule-

ment les expressions de r2(n) et r 4 (n~ .
Rappelons que

Pour une démonstration élémentaire de ces formules, on pourra consulter VENKOV

([6~ chap. 5).

Nous utiliserons le lemme suivant :

f est une fonction arithmétique complètement multiplicative, et si

p , q , r , ... étant les nombres premiers distincts qui divisent à la fois nl et

n2 .
La démonstration se fait par récurrence sur le nombre des facteurs premiers com-

muns à n1 et n2. ’

Nous utiliserons également l’identité



m entier impair.

Cette identité est équivalente à

3(r~(l).r~(2m - l) + r~(3).r~(2m - 3) +...+ r~(2m - l).r~(l)) = 2r~(2m) = 6r~(m) ,
la vérification de cette dernière identité se fait en écrivant

2222 22

x + x~ + x.s + x. 
= 2m , et en prenant x+x~==l ~3~5~ ...2m-l .

~0 ? ?
On remarque d’abord que m ) = r~(m ) .
Pour m ~ 1 (mod 4) ~ on a

2r~(m) = 3(r~(m) + 2r~(m - 4) + 2r~(m - 16) + ... )
(si m = x + x + x~ , on prend x = 0 , 2 ~ 4 ~ ... , puis x~ == 0 , 2 , 4 , ... ~

et x~ = 0 , 2 ~ 4 ~ ... ).

Donc, pour m impair quelconque,

2r~(m~) = 3(r~(m~) + 2r~(m~ - 4) + 2r~(m~ - 16) + ... )
soit

On utilise ensuite le lemme,

.fêtant étendue à toutes les solutions en entiers impairs positifs decdi
m’ + m" ~~ r~~d .d d

L’ i.dentité ( 3~ donne

C’est bien l’identité d’Hurwitz.
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