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Séminaire DELANGE~-PISOT-PCITOU 16--01
(Théorie des nombres)
14e année, 1072/73, n® 16, 4 p. 5 mars 1973

ZEROS COMMUNS A DEUX FORMES QUADRATIQUES

par Didier NORDON (1)

Nous résumons une démonstration du théordme de DEM'JANOV sur les zéros communs a
deux formes quadratiques sur un corps p-adique , puis apportons des compléments &

ce résultat, grlce & un théor>me sur les zéros communs a deux formes quadratiques

sur un corps fini.

1. Notations.

Nous désignerons toujours par F et G deux formes gquadratiques sur un corps k
(i. e. & coefficients dans k ) ; quand la caractéristique de k est différente de
2, F et G désigneront également les matrices symétriques correspondantes ; n
sera le nombre d'indéterminées intervenant dans F et G . Si T est une trans-
formation linéaire portant sur les coordonnées, nous poserons FT(X) = F(TX) , ou
X est un vecteur de k" . Soit y(F) le nombre de variables apparaissant explici-

tement dans F ; l'ordre O(F) est défini par
O(F) = mil’lT 'Y(FT) ’

ou T parcourt toutes les transformations linéaires non singuliéres définies sur

k.

Une forme est dite dégénérée si 7(¥) < n . “n a des définitions analogues pour

un couple de formes.
Si la caractéristique de k est différente de 2 , nous écrirons
s(u ’ v) = dét(uF + vG) pour u et v e€E k
et
¢(F , ¢) = discriminant de &(u , v) .

On dit qu'un zéro d'une forme, ou d'un couple de formes, est non singulier si le
point correspondant est non singulier sur la variété algébrique correspondante.
Donc X est un zéro non singuiier de F si le vecteur FX est non nul, et c'est
un zéro non singulier commun &8 F et G si les vecteurs FX et GX sont non co-

lindaires.

2. Le théordme de Dem' janov.

Le résultat suivant prouve un cas particulier de la conjecture d'Artin.

(1) Membre de 1'ERA~CNES no 362,
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THéORﬁME Did DEM'JANOV. - Deux formes guadratiques sur un corps p-adique en au

moins 9 indéterminées ont un zéro commun sur ce COrps. (Nous excluons bien entendu

le zéro trivial).

La démonstration qu'en ont donnée BIRCH, LEWIS, MURTHY [1] repose essertiellement

sur les résultats suivants.

LEMME DE HENSEL. - Soient F et G deux formes guadratiques sur E@ y et F et

T leur réduction modulo p ; supposons que F et G ont un zéro commun non sin-

gulier sur Ep . Alors F et G ont un zéro commun.

THEOREME DE CHEVALLEY (cas particulier). - Supposons le corps k fini. Une forme

quadratique en au moins 3 indétermindes sur k a un zéro dans k . Si o(F) = 3,

F a un zéro non singulier dans k . Deux formes quadratigues en au moins 5 indé-

termindes sur k ont un zéro commun dans k .

LEMME 1 ( k¥ & nouveau quelconque). — Supposons le couple (F , G) non dégénéré ;

supposons que F et G ont un zéro commun mais pas de zéro commun non singulier.

Alors, il existe une forme dans le faisceau uF + vG (u , V E k) qui n'a que des

zéros singuliers.

Enfin, on utilise le lemme technique suivant.

LEMME 2. - Soient a , b, ¢, d , dans k de caractéristique différente de 2.,

et T une transformation linéaire. Alors

+d%)=(mi—bdnh4&(d&(ﬂ“w¢)9@,‘ﬂ.

e(aFT +bG, , cFy

(8i ad - be # 0, le couple (aFT + BGp , ©

(r,0)).

Fp + dGT) est dit équivalent au couple

Voici 1'idée générale de la démonstration. On suppose d'abord 6(F , G) non nul.
On se raméne alors au cas ou la valuation p-adique de a(r ’ G) est minimale dans
1'ensemble des couples équivalents & (F , G) . Le lemme 2 permet alors de montrer
que, si n » 9, les hypothéses du lemme 1 et celles du théordme de Chevalley sont
vérifides par ¥ et G . On en déduit que F et G ont un zéro commun non singu-
lier, d'ou le résultat grfce au lemme de Hensel. Si 8(F , G) = 0 , on approche p-
adiquement F et G par une suite Fi ’ Gi avec Q(Fi ’ Gi) # 0.: chacun des
couples Fi y G
plet de 3@ .

; aum zéro commun, donc aussi F et G d'aprds le caractére com-

Le caract®re nul ou non de O(F , G) a un sens géométrique :

LEMME (WEIL). - La variété F =G = 0 est singulidre si, et seulement si,
o(F , G) =0 .

Ce lemme est énoncé par WEIL [4]. Rappelons que 6 est nul si et seulement s'il

existe une extension de k dans laquelle &(u , v) a un facteur lindaire multiple.
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Rappelons aussi que si F et G sont définies sur k , la variété F =G =0 est
dite singulidre s'il existe une extension de k dans laquelle F et G ont un

zéro commun singulier.

3. Compléments au théordme de Dem'janov.
NS NI NI NS NI NINTININ LSS NININSS S

Le théoréme de Dem'janov est le meilleur possible, en ce sens qu'on peut trouver

des formes en huit indétermindes sans zéro commun. Si « est un non-résidu de F

~P

les formes

_ .2 2 2 2
F(x1 y see XS) = x1 - axz + p(x3 - ax4)
_ .2 2 2 2
G(x1 s eee x8) = x5 - ax6 + p(x7 - QXB)

en sont un exemple. Le théordme suivant permet cependant de compléter le théoreme

de Dem' janov.

THEORMME. - Soit k un corps fini de caractéristique différente de 2 . Soient

M

F et G deux formes quadratiques sur kX en n indéterminées, et supposons le

4

couple (F ’ G) non dégénéré. Supposons que toute forme uF + vG ((u , v)#(o ’ O))

du faisceau engendré par F et G a un zéro non singulier. Alors, F et G ont

un zéro commun non singulier, sauf si les conditions suivantes sont simultanément

remplies : n =4, la variété F =0 =0 est singulidre, &(u , v) n'a pas de

facteur lindaire multiple dans k , et le déterminant de F est un non-résidu de

k ; dans ce cas exceptionnel, F et G n'ont pas de zEéro commun .

Démonstration. — Pour n > 5 , ce théoréme est une conséquence immédiate du théo-

réme de Chevalley et du lemme 1. Les cas n =4, 3 ou 2 s'examinent en cher-
chant des formes réduites pour F et G , et en utilisant la formule de WEIL [4]

qui donne le nombre de zéros communs & deux formes quadratiques sur un corps fini.

Les formes suivantes, considérées sur le corps 25 , donnent un exemple du cas
exceptionnel :

2.2 .2 .2
F(xl » Xy s Xg x4) = X, + X, o+ 3x3 + 4x4

+ X ;

2 2
G(x1 ’ x2 , x3 ’ x4) = - x1 + 2X1 x2 + X 3 x4 3

2
alors &(u , v) = 2(u2 - 2v2)2 .

PROPOSITION. — Supposons p différent de 2 «S8i 4<ng8 et s'il existe un

couple (F1 ’ Gl) équivalent au couple (p , G) tel que p ne divise pas

e(Fl , Gl) , F et G ont un zéro commun.

1
mun. L'hypothése pXG(Fl R Gl) entratne que toute forme du faisceau F

Démonstration. - Il revient au méme de montrer que F et G1 ont un zéro com-
G, aun

1’1

zéro non singulier, et que le cas exceptionnel du théordme ne peut pas se produire.

D'ou la proposition par le lemme de Hensel.
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De ce qui précéde, on déduit qu'étant données deux formes quadratiques & coeffi-

cients dans 7
-si n>9, elles ont un zéro p-adique commun pour tout p ,

-981 4<&<ng8 et o(F , G) £ 0, elles ont un zé-o p~adique commun pour pres-

que tout p .

Rappelons que le principe de Hasse est faux pour un couple de formes quadrati-

ques ; voir par exemple [ 3].
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