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(Théorie des nombres) .
14e année, 1972/73, n° 13, 9 p. 22 janvier 1973

SUR LES MULTIPLES DE POLYNOMES IRREDUCTIBLES
ASSOCIES A CERTAINS NOMBRES ALGEBRIQUES

par Martine PATHIAUX

Introduction.

Marthe GRANDET et Charles PISOT [3] ont démontré que tout nombre de Pisot Salem
est racine d'un polyndme de gﬁx] dont les coefficients sont majorés par |6! « On
peut penser que cette propriété s'étend au cas ou le nombre n'est plus entier algé-
brique ; en particulier, si on examine les plus petits éléments de Sqflj qui sont
zéros de qu + (q - 1) 22 - qz - q , qz4 -2 - q, qz5 gt - q2d s q22 - Q yees
on constate qu'ils sont racines d'un polyndme (et m8me irréductible) dont les
coefficients sont majorés par qlel . On se propose donc d'établir le résultat sui-

vant @

THEORENE. - Soient 6, ,
tible, primitif, dont le coefficient du terme de plus haut degré est égal & q et
tels que :

ees » B, les zéros d'un polyn8me B(x) € Z[x] irréduc-

ol 2 1oyl > eeez lol > 12 o 1 eey lo]
alors, 8, 5 -+ s 8 sont zéros d'un polyndme de Eﬁx] dont les coefficients
sont majorés par gq M ]e.l .

l<igr i

La démonstration de [ 3] utilise le principe des tiroirs, on pouvait donc penser
que le lemme de Minkowski p-adique permettrait d'obtenir le résultat espéré (lemme
obtenu par Frangoise BERTRANDIAS [2] déduit de résultats de Elisabeth LUTZ).

LEMME de Minkowski p-adique. - Soient n + 1 formes Lg(x) linéaires en

(xo g soe xn) , & coefficients complexes, de déterminant AO #0 et telles

qu'avec chaque forme figure sa conjuguée ; soient n + 1 nombres cy réels posi-

tifs tels que c, = cj si Lg et Lg sont conjuguées.

Soient J une famille finie de nombres premiers p et pour ¥ peJ, n +1

formes Lg(x) , linéaires en (xo s eee g xn) , & coefficients dans Qp , de déter-

minant A_# O .
e ¢

Soient Py, 4 € Z tels que l'ensemble de g;+1

BT

, défini par les conditions '

p,i
1

s0it contenu dans Z;+ , 11 existe alors (xo 9 oo xn) € g?+1 non nul tel que

|Lg(x)| <ey ped

-p
|L§(x)lp <p Pt 1gign+
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dés que

i
m i=1,...,0+1 F T lAO‘ npeJ IAplp :

M

i=1,...,0+1 i npeJ

Pour démontrer ce lemme, on utilise les deux propriétés suivantes :
—p .
19 L'ensemble de E?+1 vérifiant |L§(x)|p.s o) P, pour i=1, eee 0 +1
est un sous-groupe G_ de Zn+1 dont 1'indice m_ dans Zn"-1 est égal a 1
v p ~ Y ~ mes Kp

N

ou

—p .
n+1 i .

2° La mesure d'un ensemble & de S;+1 défini par

=l <1, xe g

ou Aj(x) sont n+ 1 formes linéaires en (xo ) e 3 xn) & coefficients p=-

adiques de déterminant A # O est égal a

nes & . . .
-1
a]
1Y
Le principe de la démonstration consiste & trouver des entiers
n+1
(dg s eev sy d ) ez,
tels que le nombre rationnel ni—l s dp 62 + oo + do soit petit, et tels que
— ’.."

son dénominateur,,qui est un diviseur de q®® , soit petit ; ce qui sera réalisé si

n .
|ﬂi=1’...’s dn ei + oo * dOIp est petit pour ¥ p|q .

Soient 6§ , B

1,p y eee s es,p les racines de B(x) dans Qp .0n a:

2,P
M

En particulier, si p|q , et si on range les racines telles que

n n : .
imt,...,sl0n Oy Foeee * N N e T d4y) » ¥ P .

¢ S 0o 2|6 >1 216 > eee >
l 1,plp - d ] SP)PIP ’d l Sp+1,,Plp ‘es’plp ?
alors, sp > 1 ; il suffit de déterminer do y sev g dn € Z?+1 tels que

|dn 8y p * vee dolp

soit petit pour p‘q , 1gicxg sp .
Mais le théoréme de Minkowski n'est vrai que si les coefficients des formes li-

néaires appartiennent a Qp et en général, 65 D € Qp . On introduit donc
-~ ’

: n n n
1 = 9 + 8 + cee + 9 .
( ) anrp 1,p 2,p SPOP

LEMME 1, = a p € ST : D'aprés les propriétés du polygone de Newton, B(x) pour

plqg se décompose dans gp[x] sous la forme :
% B(x) = B,(x) B,(x) ,

polygone de polygone de
Newton de Newton de B
B

1
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ou
®p
= + .00 + !
” Bl(x) qx 19, e‘gp[ ]
2 8-
S " r
B X = + oo + €
' = D XX t S ]
avec |q0,p| 1 et ou el’PA, R esp, sont les zéros de Bl(x)
Donc g , qui est une fonction symétrique de © y sse 5 O y 8'exprime
— n,p 1,p SP’P
en fonction des coefficients de Bl(x) , donc appartient & Qp « De plus, &, P
~ ’
vérifie
ee 0 ' = > L]
(3) qan+sp,p + + qo,p an,p o} ¥n> sp
LEMME 2. - Si do y ees 3 dn €Q vérifient
-ld a + + d | < p_""p
s n n,p e O'p~
I {:
P }: -~
P
(ldn an+s ~1,p+ ese +do as 1lp\p
et si on pose
-\
) n D
j|dn S d0|p <P
I .
p' 1' _)\
n P
Idn O ...+dolp$_p
D
alors le systéme Ip‘ est vérifié, ou xp ne dépend que de b et de
e LN e .
1,p’ ’ SpP
. n . . N
Si on pose u; = dn ei’p + ee. + do 1€1ig sp » Oon voit que le systeme I
stéerit
-+
lu, + oo +u_ | <p ?
1 s 'p
I ", o, | <p P
u, 6, + <00 +u (5] £7p
171 8 s =
- p °p?
s s -
P P Y
l6.Pu, +...+06 u | _<p
vl 1 8 s
P Y P
En résolvant le systéme de Cramer en u1 y see 3 Ug dont le déterminant est
. L X
ﬂi’j(ei’p - ej’p) #0, 1gicg sp y 1<<3i&L sp y 1 # 3 puisque
ﬂi'j(ei-ej)=ﬂi’j(ei’p-ej’p);€o, igigs, 1<ig<s, 1#3,

on obtient le résultat.

Dans l'application du lemme il y a une condition sur les constantes Py p? d'on
14

le lemme suivant
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Notations. = On pose

an ' P T ’ an‘sp+1 »P
An’p ) a vee 9 &
n+s_-1,p ’ ' “n,p
On a en particulier
2 . . .
=11, .(e, - 0. 1€1i<s 1£Jj<gs i
Asp-l,p i,a(el,p eJ,P) ’ p’ L J < p’ #J
et soit y_€ Z tel que |A*
P ~ Hp s_-1,p|Pp
(4) P = Sup¥ 1% ,
s =1
? 'PIP
ou A¥ parcourt les mineurs de rang s_-=1 de A .
P Sp"lvp
LEMME 3. = L'ensemble (do s esse s dn) de 8;+1 , défini par les inégalités
{1d a + .oe +d. a | < p_wp
[ 0 D,p 0 "0,p'p ~

¢

{eo e

-+

H LN ) d < p
14y B -1,p "% & —l,plp SP
\ P D
ildn—s |p <1
oo 0 p
451, <1
. tps s n+1
ou pp est définie par (4), est contenu dans Zp .
n-s_+1 s
Soient (do y eee dn) € EP Py gpp , solution du systdme et

S
p
—u (ao ’ LI H] Q’s‘_l) e gp

p &
< ees e = .
tels que Iail <P et dn an+k,p * * dO ak,p R

E 2 & e i
n résolvant le systéme de Cramer en dn , d ’ ’dn-s +1 OB obtient

n-1
®n,p *°t Zn-jer,p 0 *n-j-1,p *°° an—sp+1,p
1 L] . L] L]
d , = . . . . :
n"'J An’p . - . . .
a, a_ . o’ a_ . a
n+sp—1 n-J+sp,p sL—l n~3+sp—1.p n,p
®n,p °7 Pn-j+i,p Pi,p ®n-j=1,p *°° ah—sﬁ+1.p
1 -s . .
+ A i=0 di an+k,p . ai+k,p . 8 +i-s +1,p
TP : : P

©
®

a . a. . a
n+sp-1 n—3+sp,p 1+sp—1,p n-J+sp-1,p n,p
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En utilisant la formule de récurrence vérifiée par a p (3), on voit que
?

9 n+l-s
n,p q sp-l,p
. #* .
D'autre part, soit An,p un mineur de rang sp - 1 de An,p
®ayp vt #n-3+1,p #n=3=1,p an—sp+1,p
A* _ an+£—1,p LI ] s ee an%-sp,p
n,p a o0 0 LN a
n+4+1,p n+{+2-8_,p
a a . a_ . a
n+sp—1,p n—3+sp,p n—3+sp—1,p n,p
En remplagant la premiére colonne, en utilisant la relation
85 qsp-r,p
a = - Z ——a, ’
n+k r=1 q n+k-r
on obtient
a .
s S _=JsP q
N (- 1)3 P ¥ -2 Ar¥ ,
n,p < n-1,p ¢ "n-1,p
N\, * '* - : - ] .
ou An-l,p An—l,p sont deux mineurs de rang sp 1 de An—l,p . D'ol
» 1 #*
< |=|_ su A
N R
et donc
n+l-s n+l-s "
* 1 P *® 1 p p
6 A < = su A = |= .
(6) enpl < 13 P 155 _1,0lp = Il P Plas 1l
A p p
Les relations (5) et (6) permettent donc de majorer la premiére partie de d4_ ., .

(2) (n)

Montrons, d'autre part, qu'il existe BO y eve Bs -1 € Ep » tels que

(n) (n)
(7) ai+k,p = Bsp—l an+k-sp+1,p + cee + 50 an+k,p pour 0 <k < sp -1.

La propriété est vraie pour n = sp , d'aprés la relation de récurrence vérifide
ar a, et =1.

P i,p ! |q0,plp

Supposons donc la propriété vraie pour le rang (n - 1) , c'est-a-dire

(n-1) (n-1)

ai+k,p = Bsp—l an+k—sp,p Foeee ¥ BO an+k-1,p
(n-1)
avec IBi lp <1, 0<gkg sp~— 1.
En remplagant an+k-sp,p dans cette relation par

q

1
a =_(-—.’_Ea +ooo+——L'a )
n+k—sp,p qO,p n+k+1-sp,p : qO,p n+k,p



13-06

on obtiendra

(n) (n)

Sitk,p ~ ljsp—l an+k+1—sp,p Toeee By Biep
avec
A -
(n) _ (n-1) Sp-j
B' - Bt- - —— ’
() J -1 9, p
ot done |8 <1 .
J 1Y
Des relations (5), (6) et (7) on en déduit
n+1-—sp 1 n+1-sp
la,_;1, € max(l==1) i , 1) =1,

' P
pour j =0 , 1 4, eoe , sP -1, d'ou le résultat.

Soient D # O 1le déterminant de Vandermonde, construit sur (o 9 see o Br) et

D* un majorant des mineurs de D de rang r -1 et § = (rD*)/D R

1

LEMME 4. - Si (do y see dr) € Z?+ est solution du systéme

g n

Idn 67+ e +dol <A
n

ld 0,

g Op Foeee * dol <A

d 6%+ ... +d.] <a
n r 0

j d =0
n-r :
dn—t =0 L t>r
Idn—-t—ll <B
lal< 8

ou A et B vérifient

. A B
(8) 6(l |n-r+1 * l lt-r+1 (| i 1)) <1,
16, 0. 9.1 -

alors ldi| <B pour i=0, ... , n.

Preuve. - Soit (do y cee dn) € E?+1 une solution du systdme, on obtient alors
r-1 A B
'dn 81 oo dn-r+1! < B In—r+1 * I lt—r+1 (l | )
r Or 61 =1
r-1 A B
Idn er toeee # dn—r+1l < }8 ln-r+1 + Ie {%—r+1 (| ’ )
r r Opt =1
et en résolvant le systéme de Cramer en dn s s dn-r+1 on obtient
la,] < s(—= 2 ) <1

+
'er‘n—r+l ]erlt_r+1 (ler[ _ 1)
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soit dk =0 pour k=n, n=1, eee , D=T+l .

Démonstration du théordmne. - Soient “p € Z‘ définies par (4) pour plq . On
cherche a résoudre dans ZP+1 le systéme

|

ol =4

ﬂd. g% + ...+ d
1 n 1

n
Idn OO+ e + dol < A

ldn-—rI <1

dn—tl <1

la < B

n—t'-ll
d | <B
0 +

}Idn Byt et dOlp <p

o e 0 <
dn an+sp--1,p * * dO s -1,p|p <P

ldn_splp <1

GEEN

D'aprés le lemme de Minkowski et le lemme 3, ce syst3me admet une solution dans
n+1

Z dés que
r n-t _“p’sp n-r+1
AT B > |p]. cee X B M, ]a

plg P | SRITL N plal,plp *

mais d'apres (5)
+1=
o, = RO
n,p'p qQp Sp—1;P p
I1 existe donc une constante v , ne dépendant que de 91 9 see o es » telle que,

si

AT ot >y I 1 Iel X vee X er!n ,

plq [~

lal]
alors le systéme I admet une solution dans §P+1 non nulle, ou encore
(9) ATty T lel X ve. X erln .

Supposons donc que, A , B, n , t , vérifient (9) et que d. , eee dr € z?+1

0

-\_S

soit solution de I , en appliquant le lemme 2, on obtient
] n PP

M )

T, d_ 6,
piq 1=1,...,S n l,p p

+nlo+do‘p$ﬂ SQ/’

plq
ol « ne dépend que de 61 ? see es .
Soit

n
ﬂflqln (a O * eee + do)lp <o,

i=]l,¢0ey8' n



13-08

et si ﬂi=1’._.’s a é? + ...+ 4, est différent de O , on obtient
n 1
l S dn e:1’. e f dO’ 3!
puisque
n n n
MgMicy, . s @ 8s ¥ oee ¥ dolp * My, ,edn 8+ oo #3121,

Mais, d'autre part, d‘'aprés le lemme 4, et si A, B, n , t vérifient (8) et

(9), on a alors
r /., ST
I d 8; + oo+ dol <A (B + 1)°77.

I1 suffit donc de déterminer des constantes n , A, B, t telles que

\Ar.(B.n +1)57F < 1/o
A B
1
(10) ?5( n-r+1 t-r+1
o lel lo,.| (le ] - 1)
kAr Bn_t Y qn|91 X eee X Srln
et si ceci est réalisé, il existera do y eee s dr € §?+1 vérifiant

) ' T i
Idil <B pour i=0,..., r et dn ei +ooot do =0 pour 1 =1 5400y S &
I1 suffit de choisir B = [q|61 y eee s Gr!] +1, t assez grand, tel que

8(fale, x vovx 6 |7 +1)
<

1
t-r+1 2
o171 (Jo_| - 1)
n assez grand, tel que
1 | n-s+r-t n n
2o (n+1)s—r([qlel Xoeee X er'] +1) > Iel Xoeee X erl q

& 1
(20) 1/r |9rln—r+1

et tel que <-% . Bt

A= —1 1 -l
- (20)1/1' (Lqﬁﬂl X eee X 9r|J +1)(n + 1)

Remarque. = Le théoréme est encore vrai si le polyndme n'est pas irréductible ;

il suffit de rajouter des inégalités dans le systéme.
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