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LOCALISATION DES ZÉROS DE POLYNÔMES PAR RAPPORT AU CERCLE UNITÉ

par Jean-Marie HASQUENOPH

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des Nonbres)
l3e aimée, 1~71/72~ n~ 24~ 8 p. 29 r~ ai 1 ~ ~ i 2

Nous reprondrons ici ?, c,. ; 1 4th., 1! e j"> ar Alain CONNES ( 2 ] é tudi er la. rel a-

tion existant entre la position des racines d’un polynôme par r,a:.>p>rt au cercle i.mi-

té, et la, des coefficients de ce polynôme. De façon .;>lus précise, on verra que
ces c.>e£fici.e=F=ts satisfont certaines suivant q?e le polynôme n’a gJas, -:u

n’a qu ’un seul zéro ia l’intérieur du cercle unité, et on verra également que 1- z,, ié-

thode se généralise aux polynômes à plusieurs variables d ’une part, et aux polynômes

réciproques d’autre part.

1. Polynômes sans racines dans le cercle unit.§.

k désigne un corps muni d ’une valeur absolue ) . ) (archimédienne ou non), lz v
- 

son et Q un{) algébrique de k .
v

,, ,

1. - Soit P(X) un llé coefficients dans le, , et sé’parable (1, e.

dont les racines sont distinctes). Une condition nécessaire et suffisante pour
P(lK) n’ait pas ài, racines 1:1..;s, iu sur, le cercle unité de Q ; sit ue P admette

un multiple Q léi 

Démonstration. - La condition est évidemment suffisante, puisque, si je) J 1 ,

on a

Pour la nécessité, supposons d’abord P irréductible, et soit

P(X) se décompose on facteurs irréductibles P(x) = P.(x) ... P (x) sur k y1.’ 
1 

. 
r v

et si ... ~ K sont les extensions correspondantes de k

on = K x ... x plongement canonique

permet de considérer A le séparé complété de K (rmni de la topologie pro-
dui t sur k ).

Soit f(x) = 1 b~ En pesant jjf’! == 1 en définit .jur k[X] une nome



É~r~~~ ~ sur ~~ ~ , ~-:,.;a. ~~~;~~i~:n~ 
G’-j"V G

d~ algèbre

que l’on peut prolonger en une sur l’algèbre A .

Si ))l)j = 0 , il existe e tel que ))l + Pg)  1 , autrement dit

et l’on obtient bien le multiple cherche.

Il reste donc à montrer que l’on ne peut avoir 0 .

Or des éléments de A de scii-noi-e nulle est un idéal de . A , donc
de la fcrBe

A = fy == 
... , y~) e A = 1-~ x ... x 1 y = 0 pour tout i e J) ~

où J 3st une partie de 2 , ... , r} , et In détermination de AJ repose
sur suivant

U = y= A j 1 l) la boule unité de la semi-norme ~ , et

pi : A -2014>- Ki la i’-’iene projection.

Alors == y. = 0 pour tout y e A tel que ~y~ = 0 si, et seulement si,

p.(u) est t, bornée a dans Ki .p. t;S D"TJ.l._/’V .A.:....

Supposons alors 0 . On a ~ A , donc il existe j tel que ~y~ == 0

entraîne y. == 0 , et p.(u) est bornée dans K.. Or
~ J J

puisque c . ( S ) Î > 1 par hypothèse; à ’ =-.ù 1 a contradiction.
J

Reste à établir le qui sera enc>re utile pour la suite?;.

Si iJ. (Il) est bornée et ~y~ = O , on a Ày G Ù n;,iir tou.t À e kv , donc
) iJ . 1 ( y ) ) / C/ ) X ) Ùt , pour X ) --> "" , on voit que pi(y) °°t’ # o

Réciproquement, si i>, - i (ji) = 0 pour tout y G AJ , pi passe au quotient

A/AJ ~ K. , ei; )) induit sur le 1 espace vectoriel A/AJ une norme équiva-i Il ’ .;r . ° ’ 

. 

"°

lente àJ la norme ~03B1~~ = sup |03BBi| , où OE = 1 03BBi ei , après choix d’une ba.se (e ,)
de 1%/1i~ e ’

Il est facile de v.-.ir alors .;.;>e j>. i ("J) est bornée.

Dans le c as où 7’ n ’ e st pas irréductible, mais n’admet que d es racines simples,
le quotient lr» > est un produit K’1 x .. , x d ’ extensions finies de

k , et il suffi t remplacer le plongement J : Ii ---> À par .



2. Polynômes à plusieurs variables.

Par une on peut généraliser le résultat précèdent pour des po-

lynônes à plusieurs variables, à coefficients dans Q .

r’ ,

THEOREME 2. - condition nécessaire et suffisante pour que

n’ait aucun 0 dans le polydisue uni té {z = (z1 , ... , zn) ~ Cn 1 |zi|  1}
est que P admette un multiple de la 

Démonstration. - Corme précédemment, posons

Par passade au quetient, on obtient sur A == Q[X1 , ... y X ]/(P(X1 , ... , Xp )) yJ. -- ’~~ i ni n

une semi-nor’’e’ d’algèbre ; soient N l’idéal dos éléments de semi-norme nulle et

A’ = A/N . Si ~1~ == 0 , on obtient le multiple cherche Q dans le cas d’une

variable. Sinon A’ est une algèbre n.on)de cormutative sur Q y non réduite à 
~~ 

/ B /~ /~
Soient A’ f son complote (algèbre nonce sur C ) , et )( : A’ -2014> C un caractère

de cette algèbre. Soit )( le composé

Alors

1 = |x(03B1’i)|  ~03B1’i~A’ = ~03B1i~  ~Xi~ = 1 pour tout i ,

et (~(X1) , ..* y ~(Xn)) est contenu dans le polydisque unité, cjn-

trairement à l’hypethèse, co qui achève la démonstration.

3. Polynômes ayant un seul zéro à l’intérieur du cercle 

Dans t-ut ce qui suit, la :.idthode repose encore sur l’étude d’une certaine semi-

norme, dont la définition exige cette fois la notion de convexité dans le corps K .

C’est pourquoi nous nous lini ferons au cas k == Q .

THÉORÈME 3. - Une condition nécessaire et suffisante pour P(X) e Q [Xj à ra-

cines distinctes ait une 9 à l’intérieur du cercle unité (jej  l)
et toutes les autres à l’extérieur ( Î > 1 , ... , |03B8(p)| > 1) , est que P

admette un :.ul t i ple Q de la fortO

= X~ + ... + a~ X + a~ avec a. e ~ et jaj >~.~. 
Si) de plus, P est de degré p y on peut choisir Q de telle sorte que p + 1 ,

au plus, des coefficients a. soient non nuls.

Démonstration. - La condition est évidemment suffisante en vertu du théorème de



Rouché. Pour la nécessite y nous supposeront d’abord P irréductible de degré p y

de racines 03B8=03B8(1) (avec je) l) , et 03B8(2), ... , 03B8(p) (avec |03B8(j)| > l).

Les quelques notions élémentaires sur les espaces vectoriels topologiques utili-

sées ici se trouveront par exemple dans Elly ou [3], Chap. IV.

Dans le corps IL = Q(e) ~ considérons

Il est facile de vérifier que B est s

- convexe (dans K considère corme espace vectoriel sur Q ) ~
- équilibra (i. e. BB c: B por.r tout X e Q ~ jB) . l) ~
- absorbant (i. e. ? x ~ K ~ B X e Q tel que X x ~ B) ~ car les 6~ engen-

drent le corps K y
- stable par produit.

Alors la de B y

définit, sur le Q-espaco-vectcriel E muni de la topologie produit sur Q y une
semi-norme continue, dont la boule unité U = (x ) jjxjj 1} est 1 ’adhérence de B .

6 = 6 ~ ... y u"’ ~ désignant les racines réelles de P ~

03B8(s+1), "(s+l) .. 03B8(s+t), 03B8(s+t) les racines complexes,
on peut considérer A == R" x Ct c;Lmc le complété do’ E pour la topologie

produit~ et le canonique

permet de prolonger la semi-norme définie sur K en une semi-norme d t algèbre de A .

Déterminons l’idéal A des éléments y = (y1 , ... , de A de semi-norme

nulle. D’après le lemme, on a, en désignant par U’ la boule unité de Il dans A :

Donc J = {1} . Désignons par e 1 , ... , e la base canonique de A sur R .

~e2~ = ... = ~ep~ = 0 , d’où
i p 

ce qui montre que ~y~ = K| y1| .- 

~ ’ 

J.

Pour T~ t 1 E i ~ ~ ~~ 1,~ _ ~~ ~ 1 ~ ct corme



~1~ ~ 0 , l’inégalité ~1.1~  ~1~.~1~ entraîne ~1~  1 , donc K ^ 1 .

On en déduit ~03B8~  = |03B8|  1 , donc il existe 03BB ~ Q, 4  03BB  1, que

et 0 , qui est da.iis 1 ’ convexe des + Àb . 03B8i , est en fai t clans l ’enTe-

loppe c onvexe de p + 1 seulement d’entre eux. De i . ,ur un certain À ’ G £ ,
X’ ) 1 , 0 se trouve sur le lJ de cette envcl> j.,>j,>e, donc dans l’enveloppe c>n-

vexe de p points seulement, ce qui permet d’écrire 0 = 1 -ai où p seulement

des ai sont nuls, et I ) /  l , ce qui achève la. .lé±ii,nsitrati.>n.

Si P n’est pas irréductible, on a P = 
£ 

;at qn ’ 11 par le produit
K = K ( x ... x iL ( S i > ( 1 o ~ l  > 1 , ... ,le z 1 > 1 > .

Si S = (03B81 , ... ,àg ) , i o s en engendrent io Q-espace-vectoriel K (tiiéa-
rème chinois), et eii considère

~ S. T.

Los K(e.) 2014-> R1  C1 définissent un plongement canonique
y g *h 

]. 

K -2014> ,R x C y et l’ n procède 001.11:1 e précédemment.

Remarques. - La méthode préc édent e est descriptive et ne permet pas la détermina-

tion explicite du polynôme Q . Cependant y par des calculs purement algébriques (et
donc valables dans un corps k muni d’une valeur absolue quelconque), Hartine PA-
THIAUX [5], a obtenu une méthede effective pour trouver le multiple d’un polynôme
P séparable, de degré p , ayant toutes ses raci:nes, y sauf une, à l’intérieu.r du

cercle unité. On obtient alors Q sous la for Le

Q(X) = Et Xq -. aq-1 Xq-1 + ap-2 Xp-2 + ... + a, avec > 03A3i~q-1 |ai| ,
et l’on est assuré de l’existence de ce polynôme dès que q > l - c/log |03B82| , où
c est une constante qui ne dépend que du degré p de P , de la racine 6 à l’ex-

térieur du cercle unité, et du discrininant du corps k(e) y et où 6 est la ra-

cine à l’intérieur du cercle unité de plus grand module.

A titre ’l’exej-LpIOy le irréductible du plus petit nombre de Pisot,
P(X) = X3 - X - 1 adiet pour multiple le polynôme

Les calculs également aux polynômes dont toutes les racines
sont à du cercle unité. On trouve cette fois Q sous la forme

et l’on est as l’ do y pour

Par contre, cette méthode de calcul ne s’applique pas dans les deux cas étudies



ci-après.

4. Polynômes réciproques.

un polynôme réciproque. Le de Rouché montre que, si 1 3’ 03A3i |ai| ,
P exactement p zéros à l’intérieur du cercle unité? donc

p à l’extérieur, et aucun sur le cercle. La méthode de CONNES permet alors de nin-
trer le résultat suivant.

THÉORÈME 4. - Une condition nécessaire et suffisante pour que le polynôme
P(x) ~ réciproque et de degré 2p  4 , de racines distinctes, n’admette au-

cun zéro sur le cercle unité y est qu’il admette un multiple réciproque Q 

forme :

avec > 03A3q-1i=0 |bi| .
De plus, on les bj de sorte que p + 1 au. plus d’entre eux soient

non nuls. 

D ’ aut re un de COHN [_5]y dont la démonstration est b asé e sur le

théorème de Rouché, contre que le polynôme P(X) ci-.dessus admet, à l’intérieur du

c e rc l e unité~ autant de zéros q u e le 

Il résulte facilement de cette que, pour Î > p Y / P(x)" ’ " ’ p-1’~ " "-i~p-1 ’ ’ ’

admet exactement 2 racines sur le cercle unité, p - 1 à l’intérieur et p - 1 à

l’extérieur. Nous le tliccrene ci-dessous.

~ ~

THEOREME 5. - Soit P(x) un polynôm e réciproque séparable, de degré 2p  4,
admettant exactement 2 racines sur le cercle unit:1, Alors P admet un multiple Q

réciproque de la forme :

avec |bq-1| >03A3i ~q-1 |bi| . Gn peut -v que p + 1 au plus desl~q-1 ~. _..__. - ..--- 
° .. 1

b. soient lion nuls.
1 

On remarquera que la règle indiquée ci-dessus ne permet malheureusement pas de

conclure quant au racines du Q sur le cercle unité.

5. - Soient 03C4 et 03C4 = 1/03C4 les racines de module 1 .

Posons T = 03C4 + et T j) les conjugués de T.

No u s fois le corps él = ,,j ( il ) de d e gr é p , et d an s c e c o rp s

l’ ensemble



où l’on a + 
n 

engendrent Il et la

d’où l’on déduit 2B y ce qui contre que le de B vérifie l’inégalité

~x1 x2~  2~x1~. ~x2~Il
Enfin il est immédiat que

JT )  2 pour tout n ~ et 1 -2014>+co pour n2014->-o (j = 2 , ... , p) ~

Comme dans le § 3, on montre alors que la ne dépend que de la première
composante, avec cette fois

et la démonstration s’achève do nanière.

Pour le cas du théorie 4? aucun des ne reste on obtient,
comme dans le § 1, que ~1~ = 0 .

5. Polynômes tels que ?(x) = ± Xm ?(- (l/X)) .

En éliminant le cas où - i est racine, on voit qu’un tel polynôme est en fait de

la forme

donc s « icrit iD > = a0 X2p + a1 X2p-1 + ... + 2ap Xp - ap-1 + ... + - i>P a0 .
Les racines r£-lles se par 2 1 x- et - il; , et les racines complexes, y

compris celles sur 1,.e cercle unité, 1"ce> _>ar 4 : T , - 1/03C4 , 1- , 
- lli .

Lorsque |a ) 1 > £. ) a. ) , 0 Q 1 $ ç> - 1 , le thé ,a-ôv;e de Rouché montre encore

qu ’il n’y a pas :e racines sur le cercle unit;.$, r,iais nous ne c..;nna.iss.>iis pas i ’ wli,-

logue awi.i théorème de Cohn =>,iià,r les autres cas. Par contre, la méthode appliquée aux

polynômes réciproques s ’applique de l-a, no0me manière, à condition simplement de rem-

Placer ifl et T, p;?." Îfl ’ t = ’î’ - 1/T et f 
= 03C4n + (- 1)n 1/03C4n , ce qui conduit:i n °. 

’

au x d eu x résultats suivants :

,, ,

THEOREME 6 . - Une condition nécessaire et suffisante pour gu ’yn iJoi ô’°n_6,-;e
P(X) G 1)iXl , à racines distinctes, de degré 2j.> ’=-t satisfaisant à. la 

P(X) = (- 1)p X2p P(- 1/>1) sur le cercle unité, est qu’il 1=’d-

!’lette un multiple de lx; f«>r.ie 1 
’ 

dans lequel P + 1 au plus des bi sont non nuls, et |b| > 03A3| b ) , 0 / 1 ,/ q -- 1.............._....._.,.....r..,.. 4..~._ .........__ , 4 

......__.. 
 i 1 . ,~ .

% B

THEOREME ! * "°’ s
- 

l (,?sj mê mes hypothè s es, si I 
P(X) admet exactement 

y xa.c;ines
_.... _

(03C4 , 03C4 , - 1/03C4 , - 1/03C4) sur le cercle unit;’, il ,an 
~.._ P

Q(x) = b0 n2q+... + 2bq Xq - bq-1 Xq-1 + bq-2 Xq-2 + ... + - 
dans ~~, i ~ # J ~ i b o ) @
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+ X + X" - X + 1 y sans racines sur le cercle unité, admet pour

multiple + 7X 4 + X + 1 , tandis que X 4- + X 2 + 1 y dont les 4 racines 

sur le cercle unit,§, admet ?’’ur nultiple X + 4X5 + 4X + 4X - 1 .

Pami les ouverts~ il serait intéressait d’obtenir des énoncés analogues

pour les polynômes réciproques ayant toutes leurs racines sur le cercle unit-5, ou

toutes sauf deux racines réelles T et 1/T . Dans les cas des § 1 et 2y il 

drait pouvoir obtenir un multiple Q unitaire, c’est-à-dire dans lequel a = 1 ,

les autres coefficients . a. étant entiers.
i
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