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7 I d
LOCLLISLTION DLES ZEROS DB POLYF&IES PAR RLPPORT LU CERCLE UNITE

par Joan=ilaerie HASQUTIOPH

Nous repronirens ici 1éthede exposde par Alain CONNES [2] »our étudier la rcla-
tion existant entre la nosition des racines d'un polynfne par rooport au cercle uni-
té, et la frrae des coefficients de ce polyndne. De fagon »lus précise, on verra gue
ces coefficients satisfont certaines indgalitds suivant que le polynfme n'a pas, ou
n'a qu'un seul zéro a l'intéricur du corcle unité, et on verra égalenent que 1s 16~
thode se géndralise oux rolynfnes & plusicurs variables d'une part, et sux polynéries

Y ONE] N .« 11 e
reciproques d'autre part.

le Polynoueb sans racines dens le cercle unitd.

PN s b SNG - I BdPl AIATS: PSP P35

k désigne un corps runi d'une valeur obsolue (archinédienne ou non), kv

son conplétd, 2t Q une cldture algébrique de kv .

mT‘ORuuu i. = Soit P(X) wun polyndne & coefficients dans k , et séparablc (i. e.

dont les racines sont distinctes). Une condition nécessaire et suffisante pour cue

P(X) n'ait »as de racines dins, ou sur, le cerels unitdé de Q st que P oad.ette

un nultiple Q de la forne

‘:)‘(}:) = r'f.q ;{q + & Xq-l + e0e + Q avec

0 l”‘o' T liag 1

Dénonstration. -~ La condition est dvideent suffisante, puisque, si |6|\$

on a

Iaq o4 + ecee + all szg=1.lai| < ]Lol , donc Q(9) £0 .

s

Pour la ndcessité, supposons d'abord P irrdductible, et soit

K e k[XV((X)) = x(9) .

P(X) ge déen.opose en facteurs irréductibles P(K) = Pl(X) cee Pr(X) sur k_ ,

et si K1 gy eee Kr sont les cxtensions corresnondantes de kv

K:k] = [I-..L 1,

on pesera A =K, x ... x I?r » Le plongement sanonique

T

G 8 K > [y

9 eeos 90'(0’)) ’

O o> (ol(a) r

. ’ . e 7 - 3 2
pernct de considérer LA comune le séparé conplétd de I (hwni de la topologie prc=

duit sur k ).

Soit £(X) =2 b, X' . Bn nosant e = 2 lbi] y on d4finit sur k[X] une norme
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qui indui- sur I, »ar pescage @u quotient, une

’

£ = 085 (o_py lle

que 1l'on peut prolonger en une seni-ncrie sur 1'algdbre 4 .
si 1] , il existe g(X) e k[Z] tel que |1 + Pgl| < 1, autrenent dit
- q i JURE I
Q(zi)=Pg=Zi=ObiX -1 avee 2 bl <1,
ou encore
- q i q q
L) = Z, a. K avec a, = |1 =Dh > 2. b, | = 2. a.
A7) =27 & ¢ lagl = 1=yl >Z0 o | =31 el
et 1'on obtient bien le nultiple cherché.
I1 reste drnc & montr.r que 1'on nc peut avoir ”1” #£0 .
Or 1'ense ble des ¢ld:ents de A de secii-nore mille est un iddel de . A , done
de 12 fore
J - [} 3
A ={y = (y1 9 eee yr) € A= kl X eee X Kr | Vg = 0 pour teut ie J},
N . e = r ’ . . J
ou J st unc verdic do Y1, 2, see , r} , ot 1o dftemin~tion de A rerose
sur le lewvie suivent
LILiB. - Soicnt U =fe & | hvll € 1} 1a boule unitd de la seni-nome ! y ot
P, ¢ A -==>1I. 1a ij=idpme projection.
i i
Alors pﬁ(y) ;= 0 pcur tout ye & tel que Hy” = si, ot seule.ent si,
Pi(U) est bornde dans :i .
~ I! I J— B 9 . et o . "
Supposons alors [I1 #0 « On a L° # L , donc il existe j tel que vl =
entraine yj =0, et gj(U) est bornées dans Kj « Or
n n n
G(e ) e U et pj(o(e )) = (J’j(g ) —— D ’
puisque ch(e)] > 1 per hypothése ; d'cu la contradiction.

Reste & établir le lom

1¢, qui sera encore utile pour la suite.

Si pi(U) est bornde et Hy” s, ona Ay €U paur tout A ek, done
!pi(y)l.s C/IKI ct, pour lkl > = 4, n veit que pi(y) =0 ,
Réciproquement, si Di(j) = pour tout y € LJ s P; Dbasse au quotient
A/A —-—> h s et H induit sur le X espace vectoriel L/A une ncrme équiva-
lente & 1o nore Ha“m = sup Iki] y OU =2 Ki e, 9 aprés choix d'une base (ei)

L]

de A/AJ
I1 est facilc de v-oir

ha)
&

Dans le cas ou

kra
L

le quotient = x[xY/(p(
k , et il suffit de rewml

alors o

N
A

p, (U)

1

e est bornde.

n'est pas irrdéductible, neis n'adiet que des racines sinples,

K)) est un prcduit Kl X ese X Ké d'extensions finies de
acer le plongenent o ¢ K —=—=> A par
ag ¢ I( =I’_“ X ese X I{' — A-: .A X ese X A .

I S 1 S



2. Polyndnes & plusiocurs variables.

Par une néthode analcgue, on neut généraliscr le résultat précédent pour des po-
Q

lynfnes & plusicurs variables, & crefficicnts dans .

—~

z h ’ 3 3
THEORE/IE 2. - Une condition nécessaire et suffisante pour gue

P(;:1 y eee ;:n) € QLxl y ses 5 Xn]
n'ait sucun 0 denc le polydisuc unité {z = (Zl ) eee g Zn) ec | IZiI-S 1}

est que P adnette un nwltinle de la fome

i i .
- - - 1 - 0 _ (1) -
Q(z{l 9 ceo o I{n) = Zailouuin 4\1 LN Icn 1 = &(i) k- 1 .
axec Zia(i)l <1 et a(1) €Q.

Dénonstration. ~ Comme priécédenment, Hosons

H | nf - > '((i) o
th = zilb(i’ peur l(Al s eoe o An) = Z'b(i) X

on obtient sur A =‘g{Xl 9 eee o Xn]/(P(Xl g eee g Xn)) ’
une seni-noraie d'algébre ; scient ¥ 1'idéal des éElénents de semi-norne nulle et
At = &/N .51 |4

ariable. Sinon L' est unc algébre nor:de conmutative sur Q , nmem réduite 2 {O} .

Par nessage au quoticnt,

=0 , on obtient le :ultiple cherché Q comie dans le cas d'une

. /\ ’ rd N ’ /\ ? \
Soiont A'  zon conpldété (algdbre nornde sur G ) s €5 X ¢ A' —=> C un caractere
—~ ~
de cette nlgtbre. Soit X 1le conposé
7\
ol x < ' S At x
X3 QA g oeee Xn:] mm=> b A > AV > C

By > 0 b @] b 0f e ﬁ(a;) = x(%;) .
Llors
Y el |
|x(Xi/| = |x(u£)l §?,c£h[, = ha d =1 pour tout i,
et (x(Xl) s oee X(Xn)) cst un zéro de P contenu dans le polydisque unité, cone-

traireient a 1'hypothése, ce qui achdve la déimnstration.

3. Pclyndnes ayant un seul zérc a 1'intéricur du cercle unitdé.

e PV R

Dans t.ut ce qui suit, 1n niéthode reposc encore sur 1'étude d'une certaine seni-
norne, dont la définition exige cette fois la notion de convexité dans le corps K o

C'est pourquei nous nous liniterons su cas k = Q .
~

[R T

/ N
THEORHEIE 3, - Un2 conditicn nécessaire et suffisente pour que P(X)EE Q [X] & ro-—
L

-

cines distinctes ait unc seile racine § 3 l'intdrieur du cercle unitd (Iel < 1)

et toutes les autres a 1'extirieur ([e(z)t > 1, eoe y le(pjl > 1), est que P

adiette un wltiple @ de la foric

Q(z() = “(1 A',q + eee + al X + ao avec ai € 2 et !ali >Xi#l lall .

§£, de plus, P est de dogré » , on neut choisir Q de telle sorte quc L+ 1,

au plus, des cocfficients . soient non nuls.

7 . . . 7 - . - “
Démonstration. = La condition est Svidernent suffisante en vertu du théorenc de
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Rounhé. Pour la nécessité, nous supposerons d'abord P irréductible de degré p ,

de racines 0 = 9(1) (avee 19| <1) y ot 6(2) g ooe 6(p) (avec |6(J)] > 1)
Les quelques notions éldnentaires sur les espaces vectoriels topologiques utili-

séas ici se trouverint wnar exenple dans [17], ou [3], Chap. IV,
Dans le corps K =.g(8) s considdérons
5=1{l. . a 6| Zlailsl}.
I1 est facile de virifier que B est :

- convexe (dens K considéré comne espace vectoriel sur Q )
- Squilibré (i. e. AB S B povr tout Ae Q, [A 1),
- absorbant (i. ee Yx€K, FTAN€EQ tel que A xE€ B) s car les 93 angen=
drent le corps & ,
- stable par nroduit.
Llors la jougc de B,
<l = ang CiAl | =€ 2B, M€ g},

o~

définit, sur lc Q-cspacc-vectoriel K nuni de la topologie produit sur @ , unc

seni-norne continue, dont la boule unité U = {x | |lx| £ 1} est 1'adhérence dec B .
8 = 6(1) g cov o Q(S) , désignant les racines réelles de P ,

les racines conplexcs,

9 oo

e(s+1) , 5(s+1) , e(s+t) ’ 5(s+t)

2z =5 t c '
on pout considérsr o= 0 x €7 cume le sépard conplité de: I pour la topolegie
~ ~ - )

produit, ¢t le¢ lingencnt cancniqus

G: K=—>A=R xC ,

=z

permet de prolonger la seni-nerme ddfinie sur K e¢n une seni-ncrue d'algebre de 4L .

rd . ’ » fJ ’ 7’ -
Déteminons 1'idéal [~ des éléients y = (yl s oo ys+t) de L de seni-ncmme

nulle. D'apreés le lemne, on a, en désignant par U' 1la boule unité de H dans 4 ¢

je J <==>7p.(U!') borné (dans R ou C )
=== pj(U' n G(K)) = pj(c(ﬁ)) borné (car G(K) dense dans A ),
<===> 1'ecnsenble dos 2 ai(oj(el)) avec Z]ai|<§ 1 est borné,

]e(J)]i

=—=> j = 1 puisque ——>+ o pour j# 1.

Donc J = {1} . Désignens par ¢, 4 «ss , ¢ 1la base canonique de A sur R

1 D
On a H@ZH = eee = Hep” =0, d'ol
Iyl =gy oy + eee w v el byl eyl
et Hyl 91” = ILy - (}’2 G2 *oeee ¥ yp GP)H s Hy” ’
ce qui nontre que lly] = Kiyll .

Pour détemincr X , reiarquons aue 1 € B, dinc Hl” =XKL 1, et conne
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! i : -
.ﬂlH entraine ﬂlW’Z 1ydmn K=1.,

Il # 0, 1tindgerite 1a1f] < 1
On en adduit ||g] = lel <1, dnc il existe A€ Q, O0<A<I1 tel que
=, b 6, 0Ogisn, aee 2o ls1,

et © , qui est deas 1l'envelopne convexce des * Kb 9 y st on fait dans 1l'enve=-
loppe convexe Ce p + 1 seulcnent dl'entre eux. De plus, vour un certain  A! E.g ’
A'>21, © sc trouve sur le b .rd de cette enveloppe, donc dans 1'envelopps con—
. . o i . v

vexe de p points seuleient, ce qui peret d'decrire 6 = 2 a; 87 4y ol p seulerent
des a; sont nuls, et 2 [ai| <1, ce qui achadve la décnstration.

Si P n'est pes irréductible, on a P = Pl"'Pz st on rewplace K par le procduit

1
= K(el) X eee X k(@z) (~vee lell <1, 1923 > 1, eee, [8p] > 1)

. n . . ‘

i 6 = (91 g oo ,63) , 1es @& engendrent le Q-espace-vectoriel K (thdo-
réme chinois), et cn considére

= {20, ¢ ,

t

S5 PP .
Loa E -plongenents u(ﬁ ) ~——> I ? X C définissent un plongenent canonique

] t .
K -—-> R x C s et 1t gr»cede comrte nrécédennent.

\n)

,.
\.

Renarques. - Lo ni¢thode précédente est descriptive et ne pernct pas la déteriina-
tion explicite du polymdne G . Cependant, par des calculs purenent algébriquecs (et
done valables dans un corps k nuni d'une veleur absolue nuelconque), ilartine Ph-
THILUX [5], a obtenu une néthcde effective nour trruver le wltiple d'un polynfne
P séparable, de degré 1 , ayent toutes ses racines, sauf une, & 1'intérieur du

cercle unité., On obtient 2lwrs Q scus la fore

-~ x9 . 'Tq_l ) 'p-2
a(x) = " P -1 £t A, ¢ 4 eee +

et 1'on est assurd de 1'existonce de ce polynférie dés quc q > 1 = ¢/log leel y OU

avec ]aq_ll

a,
0
c est une cinstante qui ne dérend que du degré p de P, de la racine 6 3 l'ex—
térieur du cercle unité, et du discrininant du corps k(9) s, et ou 92 est la ra-
cine & l'intérieur du cercle unité de »lus grend -1cdule.

4 titre 1'exe:ple, le polynére irrdductible du plus petit nonbre de Pisot,

P(X) = &3 - X = 1 adiet pour swltiple 1le polyndie

() = 3x'® - e e :mE o,

£

Les nB.es calculs s'avyiiquent égaleient =2ux pelynfnes dont toutcs les racines

sont & l'intdérieur du cercle unitdé. On trouve cette fois Q@ sous la forme

(%) = a 78 p=1 . avee | P 1
(%) q Ay X + eeo + By avec [aq] ]a |,
et 1'on est assur! d: 1'zsxistence de O pour
2p
Q- lgggé“"%f ou g = maxl@i| <1l et vy= 1-P 5 .
leg p~ v l=-p

Par contre, cette -1dthode de calcul ne s'awnligue pas dons les deux cas Gtudids



24~06

ci-apres.

4e Polyndnes riciproques

Soit P(%) = 7P p(1/%)

il
o

<2p -~ p+1 *p 2 - 1— a
o ™5 4 eee + L}Fl X + 2a,p XF ap_l X + eoe + 9

un pclyndie réeivroque. Le théorsae de Rouchd -vntre que, si |a“] > Z& !ai| y
0<igLp=-=1, P adiwct ezxactenent p 2zéros & 1l'intlirieur du cercle unité, danc
p & l'extérieur, et avcun sur le cercle. La 1éthode de CONWNES pernet alors de non-

trer le résultat suivaat.

~ *
THHEORAIE 4. - Une condition ndcessaire et suffisante pour que le polynone

P(X) € Q&1 , réciproqu: ct de degré 2p > 4, de racines distinctes, n'adiette ou-

cun zéro sur le cercle unité, est qu'il aduette un nultiple réeiproque Q de la

De plus, on peut cheisir Jes b, de scrte que p+ 1 au plus d'entre eux soient

<

non nuls.

D'autre mari, un rdsultet de COHNW [5 dont la dé&-cnstration est basée sur le
o 9 9
théoréme de Rouché, nontre que le polyndne P(X) ci-dessus adiet, & 1'intérieur du

cercle unité, antant de zdros que le polynfne

P (%) = 2221 pi(1/3)

- irfp-1

I1 rdsulte focilenent dc cette résle que, pour |a 1| D 2. la, | P(X)
adnet exacte.ent 2 racines sur le cercle unité, p - L & 1l'intérieur et p - 1

S
al

1'extérieur. Nous dé& i ntrerons le thdororne ci-dessous.

4 ~N
THEOREME 5. = Soit P(X) un »olynb e réciproque séparable, de degré 2p > 14,

adnettent exactenent 2 racines sur le cercle unité. Llors P adiet un multiple Q

réciproque de la forne s

- +2q g+l -q +q=1
L) =D X+ cee p; XX
(%) 2q + + bq—l )@ Mgt 2bq P R bq_1 X4 + by
l ‘ Td A de sem N N
avac ,bq_lg:>zi¢q_1 'bil . On peut choisir 4 de sorte que p + 1 au plus des

bi soient non nuls.

On remarquera que la rigle indiquie ci-dessus ne pernet malheureusenent pas de

conclure quant au ncnbre de racines du polynérne Q  sur le cercle unité.

Dénonstraticn du thénrdre 5. - Soient et T =1/1 les racines de module 1 .

T
< \
Posons T = 7 + 1/T s et ddsignons nar T'Y" les conjuguds de T

Nous considérercns cetic fois le corps £ = 4(T) de degrd P , et dans ce corps

1'ensenble
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N . n n , .o s
ou 1'on a »¢sé & =+ + 1/t . Les fn engendrent K et satisfont la relotion

Tn Tm = Tnﬁm + Tn—m 4

d'ou 1l'on déduit BeB < 2B , ce qui nontre que le jauge de B vérifie 1'indgclitd
! Hac
Hxl Xg‘! < 2lx
Enfin il est irmnddiat que
ITnI < 2 pour tcut n , et ITéJ)I ——— e DOUr N e o (j o= 2 g see p) e
Corrie dans le &3, on nontre 2lors que la seri-norie ne dépend que de la preridre
’ { 1 q. L
conposante, avec cette fois
il
"= 1/2 et T = 1/2]T] <1,

s

et la déronstration s'achéve de la n:&ie nanidre.
Pour le cas du théord.c 4, come aucun des 'Tg] ne reste borné, on obtient,

come s 108 1, me 11120

'

5. Polynénes tols oque P(%) = I p(- (1/%)) .

N e Y

- .
En éiliminent le cas ou =

i cst racine, on voit qu'un tel polynéne est en fait de

la forne
[ D 2D -
p(z) = (- )P 2% 2(- (/%)) ,

2p—1+ ...+2a Xp"' Xp-l"‘u-o"'(" l)p aoc

-\ . 2r .
( 1 P ap—l

A = 0 fu + a

>3

donc s'éerit P

Les racincs rielles se groupent pvar 2 ¢ 1 et - 1/7 s ¢t les racines conplexes, y
compris celles sur le cercle wiité, e groupent »ar 4¢ 71, - 1/7 ’ ;., - l/? .

Lorsque lapi > Eﬁ lai| sy Ogigp=1, le thé rdne de Rouchd riontre encore
qu'il n'y 2 pes de recines sur le cercle unitd, mais nous ne connaiss.mns pas d'anc—
logue au théoréne de Cohn »our les autres cas. Par contre,la n1éthode appliquée aux
polynfnes réciproques s'applique de la méme nenidre, & conditi-n sinplement de ren—
placer T et Tn par T!' = 5 - l/T et T'n = Tn + (- l)n 1/Tn s Ce cul conduit
aux deux récouitats suivaonts

rd N\
THEOREIE 6. - Une condition ndcessaire ot suffisante pour qu'un nolyndne

P(X) € 9[X], & racines distinctes, de degré 2p of satisfaisent 3 la condition

2 .
P(X) = (- 1)p x<P P(- 1/Z) n'ed .ette aucun zéro sur le cercle unité, est qu'il ad=

nette vn 'wltiple de 1la forie @

--2q -q a~1

Q 29 =D e 4 ees -+ b 4 bl e eec o - q
(%) = v, 2 E2=b ) X+ + (= 1)% vy,
LV RS o dean sent - a - i ! < 1
dans lequel . + 1 au plus des b, scnft non nuls, et [bqi >’Zi Ibil y O0gigaqg-=-1

-~

A\

e \
THEORZ'E 7. - Scus lcs n@ies hypothdses, si P(X)  adnet exactenent 1 racines

(T sy T 4 — l/T g - l/?) sur lo cercle unitd, il aduet un ultiple

_ b 24 op x4 zd-1 q-2 q
AX) = by A+ oo+ 2 KE = X4 b X eee (= 1)y

e !
dans lequel ]bq__z, > Zl:‘»l'q-Q Ibil .
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| JUNN: B . e
.or oxonly, A¢ + X7+ X - X+ 1, sans racines sur lc cercle unité, adnet pour

. B - . : 2 .
nultiple X7 - X + 7&1 + £+ 1, tandis que X4r + X° + 1, dont les 4 racines sont

3

s . 6 5 . .
sur le cercle unitd, adnet srur nultinle X+ 457 + 447 + K -1 .

Parni les wrobldnes ouvorts, il scrait intéressant d'obtenir des énoncés analogues
vour les polynbries récinroques 2yant toutes leurs racines sur le cercle unité, ou
toutes sauf Jeux racines riclles T ot 1/t . Dans les cas des § 1 et 2, il fou=
drait pouvoir obtenir un :wltinle Q unitaire, c'est-a-dire dans lequel aq =1,

les outres coefficients . ai étant cntiers.
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