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1. Définitions et propriétés générale.

Soient X un ensemble fini appelé alphabet, X le monoïde libre qu’il engen-

dre. La multiplication dans X est la concaténation, i. e.

on écrit g à droite de f.

L’élément neutre de X 
iF 

est note e .

Si R est un anneau. unitaire, on notera R((X)) l’algèbre large des séries for-

melles sur X, i. e.

Si (r , e) = 0 , on dira que la série r est quasi-lnversloie.

Notant r le quasi-inverse de r, on sait que r 
OF 

vérifie l’équation

on notera Rrat X~~ 1 a plus petite sous-algèbre de R X~~ qui contienne X ot

qui est stable par des éléments quasi-inversibles.

Rappelons uh résultat de Il. P. SCHÜTZENBERGER [8].

THÉORÈME. - Une série r E RX~~ est rationnelle si, et seulement si, il existe

un entier N  1 , une représentation  de X dans M N(R) , une matrice P de

telle que l’on ait : 
"

r == f) ~ f = P f .

Remarque. - Si 1 , i. e. X’ isomorphe on retrouve la définition

et les propriétés habituelles des séries rationnelles à une variable [6].

Sous-ensembles rationnels dans un monolde. - Si r~I est un monoïde, la classe

des sous-ensembles rationnels de K est la plus petite classe &#x26; des sous-ensem-

bles de ii satisfaisant les conditions suivantes :



( 1) L’ensemble vide est dans ë y
(2) chaque sous-ensemble réduit à un point est dans ë ~
(3) si A et Be ëy alors 

(4) si A~ B~ ë~ alors ABe &#x26; ,
(5) si A~ ë~ alors A"~ ë.

On note AB==(m ) 1 m~=ab ~ b ~B) . A’~ est le sous-monoïde de H

engendré par A . X étant un monoïde libre de type fini, on a la définition sui-

vante.

~ ~
DEFINITION. - Un sous-ensemble Y de X est reconnaissable, ou est un K-

langage, s’il existe une congruence finie 8 sur X pour laquelle Y est 

ré.

Rappelons un résultat important.

/ B

THEOREME de Kleenne [4]. - Dans un monoïde libre de type fini, les ensembles ra-
tionnels et reconnaissables coïncident.

Au point de vue théorie des automates, un K-langage, ou une partie régulière,
est le associé 1. un état initial a~ d’un automate CL possédant un nombre

fini d’états [5].

Du point de vue linguistique~ on a le résultat suivant [~3] : P désigne 
semble des séries formelles engendrées par les grammaires linéaires d’un et

L+0 étant le plus petit semi-anneau contenant P et stable par quasi-inversion
des éléments quasi-inversibles, on a :

supp L+0 est l’ensemble des K-langages sur un vocabulaire fini.

Si r = ~(r y f) f est une série formelle, on notera

Si on dira qu’une série Z est po sitive si (r , f)  0 , ~ f E 
Liens entre les séries rationnelles et les ensembles rationnels, ou 
Un K-langage est le support série rationnelle positive.

Si A = supp a , B = supp b t où a , b sont des séries rationnelles positives
à coefficients entiers.

On vérifie facilement que :

Notant a 0 b = c , le produit de Hademard. de deux séries rationnelles a ~ b , on

sait que c est rationnelle [9*] et que A n B == supp C .



Le probité linguistique pose est le suivant : i Etant donnés 2 K-langages A, C ,

soit B un langage tel que A n B = C . Dans quelles.conditions B est-il un K-

langage ?

Ceci rejoint directement un problème de théorie des nombres. Etant 
données 2 sé-

ries rationnelles a et c, dans quelle condition la série b est-elle ration-

nelle, b étant défini par condition

i.e.o est le produit de Yla6.eliarlt de a et c . Certains résultats de POLYA, por-

tant sur la nature des coefficients de a, ont permis de répondre à cette question.

2. Interprétation, en termes de [l1.

Soit )xt = 1 et soit où an ~ Q’’ (ou série ra-

tionnelle sur Q (ou C ). BENZAGHOU a démontrer le résultat suivant.

a = 1 a il est rationnelle ainsi que son inverse si, et

seulement si il existe un entier 1 et 2m rationnels non nuls c c1...c-1,

d., ... 

1 
tels ai t -

i. e. la série a s’écrit

1

Rappelons que si les (a ) n>0 
sont d.es entiers algébriques, coefficients d’une

" ~ 

n n,.

série rationnelle a POLYA [7 ] a démontré que la suite (an)n0 admettait un

nombre fini de diviseurs premiers, si, et seulement si, la série éi peut s’écrire

sous 1 a forme ( I Î .

Soit a = 03A3n>0 an Xn = 03A30im-1 ci Xi/(1 - di Xm) une série rationnelle à une

variable Hadamard-inversible, on sait qu’il existe un entier N > 1 , deux matrices

P , à de MN(C) , telles que l ’on P.5-t :
:,

THÉORÈME 1. - Les séries rationnelles Hadamard-inversibles dans et

même dans où K est un corps quelconque conmutatif de caractéristique
0 y sont définies par les couples (P y A) , où

chaque A. étant une matrice diagonale d’ordre m , inversible, dont les éléments

diagonaux sont toutes les racines n-ièmes d’un même élément non nul, et

où les ci (0  i  m - 1) sont des éléments non nuls de Q ou K, i. e.



Démonstration du théorème 1. - Soit a = (c. X~’~~~ Z w d. Xm~ une série
2014"-’~’- 

" " 

--- ~--2014*20142014*201420142014~-2014 1 i

rationnelle Hadamard-inversible sur Q représentée par le couple (P , A) nù P

et A ont la forme ci-dessus : soit n un entier , n - mr + j ~ 0 ,~ j  r~ .- ~ ~

Pour chaque indice i (0 ~ i ~ m ~ ~ ~ 9 on vérifie si on a :

si j ~ i y la matrice A’ est une matrice diagonale dont les coefficients

sont de la forme : (mdj)j-1 x K , où K,-, est une racine m-iëme de l’unité, d’oùi ~/ j/

Etant donnée une série rationnelle a Hadamard-inversible, soit b son inverse,
i. e.

On peut assez facilenent caractériser Q et B à partir de A.



On vérifie comme précédemment que

Remarque. - Si a = 03A3n an Xn = 03A30im-1 (ci Xi)/(1 - di Xm) = 03A3n0(Tr PAn) Xn ,
1a représentation de 1a série a , par ia matrice à , n’ext pas nécessai-
rement la représentation minimale de la série a ; en effet, si les 

ne sont pas tous distincts, cette représentation peut être réduite, 1. e, il existe
un entier N / m2 , deux matrices P’ et à’ de MN(C) , telles que l ’on ait

seulement cette représentation offre le double avantage d’être à la fois inversible

et diagonisable.

3. Séries rationnelles à plusieurs variables non commutatives Hadamard-inversibles.

une série rationnelle à coefficients dans C ,  étant une représentation du mo-

noïde libre X dans MN(C) pour un certain entier N  1 y et P une matrice de

~N~) ’
On suppose a Hadamard-inversible, i. e. il existe une série rationnelle

b = Q B;f) f , où B; est une représentation de X dans M (C) , et Q une

matrice de M (C) telle que l’on ait

1 ~.il.

Posons A . On suppose xi inversible , ~ xi E X . A admet la repré.»
sentation additive unique ([2], p. 168-119) :

"....

où AS est diagonalisable, AN nilpotente, AS AN = AN AS .



Considérant la série rationnelle à une variable on sait qu’elle
est Hadamard-inversible si la série a on peut supposer que toutes les
valeurs propres de A interviennent dans l’expression de Tr Diaprés l’in-
terprétation matricielle des résultats de BENZAGHOU, cela équivaut à :

i

On se place dans la base où A S est diagonale, et on écrit

Dans cette base, P décrit :

P~ est telle que =0 ~ V 
Jtj

~
Soit f~ X ~ il est immédiate en considérant la série rationnelle suivante

que cette série est rationnelle est Hadamard-inversible si la série a 

Se plaçant dans la base où Aç, est diagonale, on explicite les coefficients de

~’

Posant n = mr + 1 , 1 , (I~ s ’écrit :



Diaprés la forme générale des coefficients d’une série rationnelle à une variable

Hadamard-inversible, on sait qu’il existe ’!in entier uf  1 et 2uf rationnels

non nuls : ~ ... w~ ... 

w .. ~ telle 

;v

On suppose Qlle, pour tout f ~ X , On a uf * m .

Sous cette hypothèse, on a le lemme suivant:

LElù’IB. - Pour tout f OE X* , il existe une permutation, notée 03C3f , des entiers-
(0 , 1 , ... , m - 1) , telles gue l’on ait:

et Ni est telle que (N~.~0 ~ V 

Démonstration du lemme. - Le système (III) fournit les équations suivantes (on
raisonne pour ~ = 0 ) :

Le déterminant des coefficients est un déterminant de VAN DER MONDE d’ordre m . On

a donc un système de Cramer, or on a la solution évidente suivante :

en désignant par r f la permutation de ~~’ , .., f m~ ~-~ l] qui est définie par



J

le lemme est démontre.

Application. - Cas où x. J 
= 

~x . V xi e X ~ i. e.  est une repré-
sentation commutative. Dans ce cas, si ~~,~’) + (~~ S est une

matrice diagonalisable, et (~).~ nilpotente, et sont des matrices

qui commutent. L’application f ---> ( f)s de X dans H 2(C) est une représen-

tation. 0~

on peut se ramener à une représentation dont toutes les matrices sont diagonales
dans une même base. On suppose que P est diagonale dans cette base, d’où :

Il est immédiat que N est une matrice diagonale dont tous les éléments diago-

naux sont nuls, i. e. 1Jf = 0 ~ d’où



c.’’’ 
i-03C3fg(i)

De l’expression ~f ~g = ~fg ~ on tire: ~fg = ~f ~g = (diag 20142014 x A. ) ,
~

Pour tout f E X" , on pose

On vérifie que En effet, si a = bc , a , b ~ c on a

a =*b c" ~ d’où ’ 

~’

vfg = 03BDf 03BDg , i. 03B8. v est une représ.entation de X* dans M 2(C) . Soit
, , m

Tr P f Tr Q03BDf = Tr P f ~ Q03BDf = Tr(P ~ Q)( f ~ 03BDf) = l , yf= x".
Dans le cas où la représentation  est commutative, on a trouvé une condition

nécessaire et suffisante pour que la série rationnelle de tenue général Tr P~f
soit Hadamard-inversible :
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