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1. Définitions =t propriédtés générales.

T e TP

e * a0 . g
Soient X un ensemble fini sppeld alphabet, X  le monoide libre qu'il engen-
b

dre. La multiplication dans X  aest la concaténation, i. e.
f *g-=~fg,

on écrit g & droite de f .

rd 1.'5. ’
L'élément noutre de X est noté e .

Si R est un enneau unitaire, on notera R{(X)) 1'algdbre large des séries for—

melles sur X , ie Go

EYA
re RIEN€>r =2 (r,f)f,oh (r,f)eR, ¥feX .
feX
si (r, ¢) =0, on dira que la série r est quasi-inversible.

* * ’ rd .
Notant r 1le quasi-inverse de r , on sait que r vérifie 1l'équation
s 3 *
r4+rXr =r+r r=r7x

on notera Rrat<(X>) la plus petite sous—algébre de R{{X)) qui conticnne X et

qui est stable par quasi-inv:rsion des éléments quasi-inversibles.

Rappelons uh résultat de lie P. SCHUTZENBERGER [ 6 Js

’ \ .
THEOREME, - Une série r e R({X)) cst rationrelle si, et sculement si, il coxiste

*
un entier N > 1 , une représentation pw de X  dans HN(R) s unc matrice P de

MW(R) telle que 1l'on =oit ¢

r=2 (r,f)f=2 (TrPyuf)f.
fex feX

Remarque. - Si IX] =1, i. e« X isomorphe & I, on retrouve la définition

a

et les propriétés habituelles des séries rationnelles a une variable [6 .

Sous-ensembles rationnels dans un mono¥des — Si M est un monoide, la classe

des sous-~ensembles rctionnels de 7 est la plus petite classe & des sous—ensen—

bles de i1 sstisfaisant les conditions suivantes
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(1) L'ensenble vide est dans & ,

(2) chaque sous-ensemble réduit 3 un point est dans &,
(3) si A et B€ &, ulors AUuBEeE&,

(4) si A, BE &, alors ABE &,

(5) si A€ &, alors rie s,

3

» . .
On note AB=(m | m=ab, ae€ek, beB) . A estle sous-monofde de il

o
y
~r

engendré par A . X étent un monoide libre de type fini, on a la définition sui-

vante.

s ~ * .
DEFINITION. -~ Un sous-ensemble Y de X  est reconnaissable, ou est un K-
3
langage, s'il existe une congruence finie 8 sur X  pour laquelle Y est satu-

’

Iee

Rappelons un résultat important,.

/ \ N
THEOREME de Kleenme [4]. ~ Dans un monoide libre de type fini, les ensembles ra=—

tionnels et reconnaiszables coincident.

4

Au point de vue théorie des automates, un K-langage, nu une partie régulitre,
est le langage associd & un dtat initial ay d'un automate @ possddant un nombre

fini d'états [51.

Du point de vue linguistique, on a le risultat suivant [3] : pt désigne 1'en=—
semble des séries formelles engendrées par les grammaires lindaires d'un c8té, et
L; étant le plus petit semi-anneau contenant P+ et stable par quasi-inversion
des éléments quasi-inversibles, on a :

+ S . I
sunp LO est 1l'ensemble des K-langages sur un vocabulaire fini.
S r = ZZr ’ f) f est une série formelle, on notera

supp  (support » ) ={2 | (r, £) #0} .

1
Si R =2, on dira qu'une série Z est positive si (r ’ £) >0 y VfeX .

Liens entre les séries rationnelles et les ensembles rationnels, ou K-langage. -

Un K-langage st le support d'ane série rationnelle positive.

S5i A=suppa, B=suppb, o a, b sont des séries rationndlles positives

coefficients entiers.

-

On vérifie facilement que :

AuB= supp(a + D) .
AB = supp(a X b) .

i (a , e) =0 , alors

K At
S kS

A = supp a .

Notant a2 @ b = ¢ , le produit de Hademard de deux séries rationrelles a , b , on

sait que ¢ est rationnelle [9] et que 4 n B = supp C .
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le suivant : Btant donnds 2 K-lemgages A, C,

(O
D
0]
ot

Le probldue linguistique »os

soit B un langage tel cue A nB=2C. Dans quelles.conditions B est-il un K-
langage ?

Ceci rejoint directenent un probléme de théorie des nombres. Btant donnédes 2 sé-
ries retionnelles a et c , dans guelle condition la série b est-elle ration-
nelle, b éfent défini par la condition

acbk==c,

jece @ st le produit de Hadenard de a et ¢ . Certains résultats de POLYA, por—

tant sur le nabture des coefficients de a ont permis de répondre a cette question.
’ q

2. Interprétation en termes de représentations d'un théordme de Benzaghou [ 1.
WM’ -

N o~ ~

N

B P ek e e

. . )y n . % * .
Soit |X] =1, et soit a=2_ a X , ol a € 4 (ou c, ) 5 une série ro-
n n no o~

tionnelle sur Q (ou C ). BENZAGHOU a démontrer le résultat suivant.

ST ' . s . 1 .

THEOREIIE. - a = Zh &, X' ast rationnelle ainsi que son inverse 2 Ef-Xn si, et
0 %

seulement si, il existe un entier m 21 et 2m rationnels non nuls ¢, 01"'¢- 17

do veo dm—l tels que l'on ait
a =c, d', 0Ogigcm=1, 7220
nr+i il =T ’ g !
ie €o la série a s'éerit s
i
Oi X
(I) 8.:2 .

O<i<m~1 t - d Km

Rappelons que si les (ah)n>0 sont des entiers algébriques, coefficients d'une
>

série rationnelle a , POLYA [7] a démontré que la suite (an) 0 admettait un
nombre fini de diviseurs premiers, si, et seulement si, la série a peut s'écrire

sous la forme (I).

Soit a = a, &= X}/(l - di X@) une série rationnelle & une

O<i<m—l
variable Hadamard—lnver31ble, on sait qu'il existe un entier N > 1, deux matrices

P, A de MN(Q) , telles que l'on ait @

a=21 8 =2 (Tr P ) X = 2o, X (1 - & ), 0<igm- 1L,

THEOREME 1. — lLes séries rationnelles Hadamard-inversibles dans Qrat[[X]] , et

,rat- N . . .
m8ne dans K [x1] ou X est un corps quelconque cormutatif de caractéristique

0 , sont définies par les couples (p, 4, ou

ai
( 2188 A )O<1§In"l ’

chaque Ai Stent une matrice disgonale dlordre m , inversible, dont les éléuents

diagonaux sont toutes les racines n-ilnes d'un mlme érément non nul, et

P =

ERT

. -1
(ateg o5 4 Dogiqumt 2

<k

ou les ¢ (O £igm=1) son

N des éléusents non nuls de Q ou K , i. e
i v 22 = =
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! —_ T
; A, 0 1 =X, \
b= ou A =V = T, x At
z ‘e j : .. .
i L] T !
Q AL 0 K
(‘bj)m=l, 70<j<n -1,
ie co
P { \
,!",3}’5.-0 0 ;: PO 0 P
A=A"®AY ou A"= U4 et P = |

‘ . L0 P

-1 .
Pi-_:(ci/m)xAi, 0<i<m=1.

Démonstration du théortme l. - Soit a = Zb<i<m—1 (ci Xl)/(l - di Xm) une série

rationnelle Hadamard-inversible sur Q représentée par le couple (p ’ A) ou P

~r

3

et A ont la forme ci-dessus : soit n un eatier , n=mr+j, 0<j<n~1,

TrPAn=TrPOAg+...+TrPiA:r.Z+...+TrP o

m=1 m=1

Pour chaque indice i (0 £i <m = 1), on vérifie que, si i # j, on a :

gr P, AT = Tr P, A2 20,
1 1 1 1
et que
Tr P, AT = Tr P, A0TH) 2 g, 4T,
373 SR 33
En effet,

3

i N -i nr+j ' nr , Jjei
r P, & =Tr (c;/n) x AT x A (c;/m) x Tr A AT

Il

si j=1i, ona Ag"l =1, , d'ob TrP, A? (cj/m) x md';.‘ = ¢, d§ ,

s s s . j=1 . . s
si j#1i, la matrice A? est une matrice diagonale dont les coefficients

4 Pt .—l N - . N . z Y
sont de la forme : (3ﬂi)3 x K, 4 ou KE est une racine m-iéme de 1'unité, dfol
A

My D n _ r J=i - . . .
Tr P, A = (ci/m) x d; x Tr Ay =0 si i £33,

et

TrPAn=TrPAm”J=TerA}":cjd;', TO<j<m=1, ¥n.

Etant donnée une série rotionnelle a Hadamard-inversible, soit Db son inverse,
ie €0

a:znzoanf—.:znTrPAan, b=2 1/a X' =2 (Tr @3") X" .

On peut assez facilement caractériser Q et B & partir de A .

Si A =A'@ A", alors B = At 2 avt H
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' 1 1
Si B=‘ . F] Bi=(-a:)x ;‘ o‘ ),
‘, 0.‘ [
{0 Bm-l \ 0 Km--l
= (a8 Qoggy 1 GoExdet, Oicun1,
AR N i

On a

Tr QB =Tr QBy+ e+ Tr B+ eee +Tr Q B,

si n=mr+Jj, 0Ljgn~-1.,
On vérifie comme précédemment que

7r q B = Tr Q B®THY =3-l-x (=7,

i 04

or TrP A" = ¢, aF ’
ii

n
Tr(PA" ® QB") =Tr(P2 Q) x (A2B)" =1, vn>1.
=5 a= = le. ¥/(1 - n
Remarque i a Z& 8 = zbsism—l'ci /(1 d; ) = zg;d@r pA%) X° ’
la représentation de la série a , &’Tinie par la matrice A , n'est pas nécessai-
rement la représentation minimale de la série a s en effet, si les (di)0<i<m 1
ne sont pas tous distincts, cette représentation peut 2tre réduite, i. e. El\oxistc

un entier N <m? , deux matrices P! et A! de MN(Q) , telles que 1'on ait
Tr PA" = Tr P*(A"" , vn3 o0,

seulement cette représentation offrc le double avantagcz d'&tre & la fois inversible

et diagonisable.

3. Séries rationnelles a Elusieurs variables non comnutatives Hadamard-inversib{gg.
Soit X=(x, 5, ees) , |X| > 2 , un alphabet fini, et soit
a=zf(a, f)f:Zf(TrPu.f)f ,

une série rationnelle & coefficients dans C , u étant une représentation du mo-

noide libre X" dans MN(E) pour un certain entier N > 1, et P une matrice de

my(c) .
On suppose a Hadamard-inversible, i. e. il existe une série rationnelle
#*
b = Z(Tr Qvf) £, ol v est une représentation de X  dans Mr(g) , et Q une
matrice de Mr(C) telle que l'on ait

#*
feX
Posons ux = A « On suppose WXy inversible , V X, € Xo A admet la repré-

sentation additive unique ([2], p. 1£8-119) :

A= AS + AN ’

s Ay est disgonalisable, Ay nilpotente, Aq Ar =4y Aq o
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Considérant la série rationnelle & une variable En(Tr PA") T, on sait qu'elle
est Hademard-inversible si la série a 1'est ; on peut supposer que toutes les
valeurs propres de A interviennent dans 1'expression de Tr P o D'aprés 1'in-~

terprétation matricielle des résultats de BENZAGHOU, cela équivaut

\

a e
2 )y ( ny o0 _ ¥ ci T
N=mn“, si TrPA) T = . —,

n>0 Oism~1 1= d. il
et

TrPAn=TrPAISI, fn>0.

On se place dans la base ol As est diagonale, et on écrit

(a

)0 0 \ l/ L \
Ay = (AS):L . ol (Ac,),t = (JT). | 1 -
o g, T SR
/ \ ’ .
/ \ 0 “m<l
Ki=1l, vO<jigm.

Dans cette base, P

\
/ P0 \

efécrit

P1 0 \ -3 %
\ 0 Pm—-ll
Pd est telle que (Pé), =0, ¥1<£Jj< m2 .

?
Soit fe X" y i1 est immédiat, en considérant la série rationnelle suivante
rp = 2(Tr P peA™) ™) = X(Tr P p.ng) ™,

que cette série est rationnelle est Hadamard-inversible si la série

a 1l'est,
Se plagant dans la base ou AS est diagonale, on explicite les coefficients de
r% . |
(II) Tr Puf &g =
= 2 (euf), x <f7do>n x (Kj)n Foeee + (i?'d'z)n )3 (Puf), = (Kj)n
1< J Hg<isn(s+1) 0
+ WT_° 2o (e x ®)P
1+m(m=1) <3< 3

Posant n=mr+i, 0<igm=-1 ,(IQ s'écrit :
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n my+i r i i/m
Tr Puf Ay = Tr Puf Ay = = (do) 1§§§m (Pp,f)dj x (ky) x (do) + eee
r i i/m
+ (d‘a) 1+mJ&$JZ€m(£+1) (Pp.:f‘)d;j % (kY) x (dj,) + coe
r i i/m
+ d 2 (Pp,f) . < (k ) x (d ) o
=l (a-1)<j<n’ J Y =1

D'apreés la fome géndrale des coefficients d'une série rationnelle & une variable

Hadesmard-inversible, on sait qu'il existe wn entier Up 2 1 et 2uf rationnels

. ! it s
non nuls : Vo e vﬁf-l Wy e Wﬁf—i s telle que 1l'on ait :
n + .
Tr Puf As = UK WK s OU N =u, t+K, 0<KK Up = 1,

i. e¢ il existe £ tel que :
B r ifm i p
(1) 4 zsj%n(zn) (mf)dj x (%) TR Xk =V U A0,

\111) a, = e o

(2) Z(Pp.f)d xd:;/mxkE:O, Vaqg#4 et 0Lqgn=-1.,
— J

3
On suppose que, pour tout f €X , on a Up =1 e

Sous cette hypothése, on a le lemme suivant :

*
LEMME. = Pour tout f€ X , il existe une permutation, notée Op 9 des entiers_

(0, 1, ¢se ym=1), telles que l'on ait :

[ (Pp,f)o 0 \

Puf = . (Puf). §;+N on (Puf); el (€), vO0gigm~-1,

(mﬂi=@m>xgﬁh)siA=[u%uQJ,0$ism-1.
*
c{ € fi s et Nf est telle que (N93j= 0, ¥1<jgnm™ .

Démonstration du lemme. -~ le systéme (III) fournit les équations suivantes (on

raisonne pour £ =0 ) :
(mf)11 + oeee + (13;,»1‘)ii + eeo + (mf)mm =0,
(Buf) ; + (Buf) p, x ()P + 0w 4 (Bug)  x ()P =a#0,
(Buf) | + (Buf),, ()P o oen s (Ruf) (£ )" =0,
(Put) )+ (Bur) ,, x (K)™™H s s v (Bug) | x (&)™ ' =0.

Le déterminant des coefficients est un déterminant de VAN DER MONDE d'ordre m . On

a @onc un systéme de Cramer, or on a la solution évidente suivante ¢

- \=P (g =P -p
e (X))~ (X)) ] eee (K ) *,
(Puf)dj = x(:Kj) L req ,

en désignant par To la permutation de [0, 4o , m= 1] qui est définie par
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cf(p) =4 481 n=nr+p, 0<p<Ln~-1,

-

et
nr+p o,
Tr Puf A = cz d% ’
on a donc
/ \
(Put) 0 | o =o.(i)
O 0y - f
Puf = (Put), | em,ou (ug), =—txa T,
0 (Pp‘f)m-l ]

' * . 2
cf € Q ,VOSism-l,et(%M.=O,V1<J$m

s ~
J
le lemme est démontré.

Application. =~ Cas ol WX, WEy = XS WX Vx e X, i. €e u est une repré-
sentation commutative. Dans ce cas, si pf = (p.f) + (p.f)N y OU (uf)s est une
matrice diagonalisable, et (;,‘,:t‘),.\T nilpotente, (uf)s et (uf)N sont des matrices

. 3
qui commutent. L'application f ~= (p.f)s de X dans II 2(,(_3') est une représen—
m

tation. O

3t
Tr Puf = Tr P(uf) g, V £E€X ,

on peut se ramener & une représentation dont toutes les matrices sont diagonales

dans une m&ne base. On suppose que P est diagonale dans cette base, d'ou ¢

(pr)o 0 \
Pp.f = . .. . x N
. £

0 (P“‘f)m-l /

I1 est immédiat que N_. est une matrice diagonale dont tous les éléments diago-

naux sont nuls, i. e. Nf =0, d'ou
(Put)q 0 el =o,(1)
Puf = (Puf); » (Puf); === x A ,
0 (Puf) |,
Py 0
P c! .
1 i -1 .
P = .. , Py=—=x4A; si A= (diag ;) , O0si<m-=-1,
0 Poi |
/24 -cf(o) \
-~ x A

T—
(&}
.
.
o
o
/‘

/ |
| c! 40 (i) |
{ i f !

be = | oA |
{ i |
| . f
\ . i
‘2‘ cl;l—l A.m—l -0 f(m-l'.) /

\ 0 c * "h-l /
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e d=gfg(i)
De 1'expression Wf ug = pfg , on tire : ufg = uf ug = (diag S, X Ai )
(Iv) cfg(i) = =1+ Of(l) + og(l) .
gt ¢! ! c; i-og(i)
(v) S—=—=x =, s ug=(xA , 0gi<m=-1.
i i i i
Pour tout fe X , on pose
/c -5.,(0) \
f
| Eg-x Aé 0 \
\
:‘/ . ‘\ L 0
!' . K,
i © 1-Gf(l) | q/I~ J .
vf =! -c—]"- X A;- | s Ou Al = E— o.
‘ ! | 3
‘\ : .. /’ \ 0 Km—l
A L ]
\\ M= l=g (m-l)
0 ol A? £ /
! -1
m—-1

LY

ot K’§=1, 10<j<m=-1.

#*
On vérifie que uf vg = vfg + En effer, si a = be sy a, b, cCcE€ C ,ona

ol ol ot s Aol

I
tonl
={ k"
-,

X
7

or, ¥ 0<i<m-1, o0na:

c. ioy(i) e. . i-o,(i i-o (i)
= R A? f( )a —_ x — x A! f( ) x A! g

' *
dfou vfg = vf vg , ie 0a v est une représentation de X dans M 2(0) o« Soit
lad

\ m
FL 0 \
/ Co *m \
’ 1 el _ '
Q= oxm x A | ,Terf_l/cz,
\ [ ]
w O cl x:_‘ x A'-I;.l""l /
\ 1 m m

ol of(z) =0, or Tr Puf = c) 4 o o'f(,c) =0,

Tr Puf Tr Quf = Tr Puf ® Quf = Tr(P & Q) (uf ® vf)

#
1, ¥fe X .

Dans le cas ol la représentation p est commutative, on a trouvé une condition

nécessaire et suffisante pour que la série rationnelle de terme général Tr Puf
soit Hadamard-inversible
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