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NOMBRES PREMIERS ET VIBRATIONS

par Yves MEYER

Sérlinai ro 
(Théorie des 
13e année, 1971/72, n° 15, 5 :,-. 28 février 1572

Le théorie de de La sur la répartition nombres 

miers perrlot de décrire 1 évolution de certaines vibrations de nenbra-

nes carrées.

1. Description des vibrations continues de la membrane.
Soient C le carre ouvert 0 ~ x  0  y  t~ le carré 0 ~ x. n ’

0  x  r , et ~C le bord de C ; ~C = C  C .

Soit ç~ ~ C x R , et soit ôQ = ÔC x R le bord de 0 . Enfin Q = C x R est la

fermeture de Q .

Considérons l’équation des ondes

dans 03A9 .avec les conditions r’u bord

Des solutions particulières du (2) août données par

et toute sonne finie u. ,où a E  , est encore solution du système
(1), (2). Il en résulte évidement que les fonctions continues u : e 03A9 ---> C qui

sont, pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de 03A9 , des li-

mites de sonnes finies Li u sont encore des solutions du système (1), (2) ;
cette fois (l) est vraie au sens des distributions.

toute fonction continue u : i Q ---~~ C ~ qui vérifie ( 1) au 

des distributions et qui satisfait à (2) , peut être construite par le procède que
nous venons de décrire. Plus précisément, on peut représenter u par une de

Fouri er"

Les "coefficients do Fourior" a et b se calculent par
n~n n,n 

’



n

(0n regard-e ici t .L>n 

Le convergence la série ( 4) vers u a lieu au sens suivant : i pour toute fonc.tion

h : R - --> R d i clas s e C2 , à n j.> a rt com pact,

est une solution presque périodique du ( 1) , (2) dont la série de Fourier

est absolument convergente. Si, 11 étant fixée une fois pour toutes, on applique la

remarque précédente à R R , p définie par ~ r(t~ _ obtient une

suite vk de "bonnes solutions" de (1), (2), dont la série de Fourier est 

ment convergente, et que v 2014->’ u, (k ---> + uniformément sur tout

compact de ~~ 1 Nous avons donc faire la synthèse c~ solution 

tinue u à partir de combinaisons linéaires des solutions particulières (3).

2. solution.

L’énergie d’une solution u dont la série de Fourier est donnée par (4) peut être
définie brutalement par

Elle est finie ou infinie.

Si u est par exemple si u est de classe C en l’ensemble va-

riables, ou démontre que énergie est

et le noubre de droite d.~ (6) ne dépend pas de t .

3. Solutions d’énergie finie qui ne sont pas presque périodiques.

On peut trouver une fonction continue u : t Q ’20142014> C qui soit solu-

tion, au sens des distributions, y de ( 1 ) sur l’ouvert 03A9 , qui soit nulle sur ~03A9 ,
d ’énergie finie y et telle que, pour presque tout (x y y) e C ,

En particulier~ t -2014>- u(x ~ y y t) n’est pas une fonction presque périodique
lorsque (?) a lieu.

La solution u sera par les "conditions au bord" u|~03A9 == 0 ,

u(x y y , 0) = u0 et, au sons des distributions, ~u ~t(x , y , 0) == 0 sur 0 .

Nous montrerons que presque toutes (on un sens sera précisé) les fonctions
continues C -2014>. R ~ nulles sur le bord do C y conduisent à des solutions



u de l’équation des ondes-vérifiant (?).

4. do deux carres et nombres premiers.

LEMME 1. - Tout nombre premier p = 1 4) de deux carres.

Plus précisément, on peut écrire, do façon unique, p = n n avec 0  m  n .

2. - Soit 2 = p  p2  ... croissante des nombres premiers.

Alors, pour tout k  2 y pk n’appartient pas au corps Q(p1 , *" y pk-1) .

En d’autres tc-r .js, pour tout i , Q(p1 y ..., pk) est une extension abé-

lienne de Q de degré 2 .

Voici une do ce résultat sans doute bien Nous allons cons-

truire un nombre P > p. tel, qu’en localisant pp.r rapport à p ,

p1 , *’* ? Pk-1 Deviennent rationnels tandis que pk reste irrtion-

nel. Le 2 en 

La détermination des carrés de Q contre qu’il suffit que

p y ... ~ soient des résidus quadratiques (nod p) ~ nais que p~ ne soit

pas un résidu quadratique p) . Dire que p. = 2 est résidu quadratique

(nod p) revient à écrire que p 
== i 1 3) . En nous restreignant à p ~ 1

(mod 8) , on peut utiliser la loi de quadratique pour expriner les

autres conditions partant sur p . Soit 03B1 , 2  cy .$ pk - 1 y un entier qui n’est

pas un résidu p ) . Il nous suffit de trouver un nombre premier

p tel p 
= 1 8) y p 

= 1 p.) y p=o pk) .
Tout cela s’écrit p 

= P 3 p ... pk) ; 6 et 8 p2 .2014 P sont pré; .i ers

entre eux, et le théorème de Dirichlet montre qu’il y a une infinité de choix 

sibles de p .

LEMME 3. - Soit S l’ensenble des nombres premiers p congrus à 1 (nod 4) .

Alors

Cela résulte du théorème do Hadamard - de La Valée-Poussin donnant la densité des

nombres premiers appartenant à 4Z - 1 .

Nous chercherons u sous la for’~e d’une série

où p est écrite p de façon unique 3 p == ~ + n2 avec 0  ra~  n , et où les

w 
P 
= + 1 choisis ultericurenont. Nous montrerons que, , par un choix convenable



des des s o= i:-i e a de la série convergent uni £.i ii.a.l ent sur tout i >:.-

pact de çi vers une f:,>nc±ii»n continue u( i,; , jç , t) . Cette i’->ncti.>; est, par cons-

truction même, une solution de ( 1) iit (2) d’4nereie finie. Montrons que

Îu(x , jv , t) l’  -i- cJ presque partout sur C . conti?i.ii’-e,
-+ + "’0" 

". -L ... - ~

qu ’il existe an ensemble de 1_iesui;.e positive E de C et une constante lî , .tell e

que si (x , y) G E , y , t) ’  1,T . Soit h une fonction indéfiniment

dérivable, à support compact, d’intégrale égale à 1 , s / 0 . Considé-

rons

Alors, si ( x , y) c ’J , supt0 |v(x , y , t)| 1 . M .

p^r ailleurs, tout (x , y) fixé, v est une fonction presque périodique de

t les à l’ensemble des p , p E S . Cet ensemble

ost linéairem ont ct 1 o do 2 ], p. 176, théo-
rème II) donne, f ,  J 4:L yr

Puisque 1.î no de h , on peut supposer que h = h approche faible-... --... a 
.

ment une masse de Dirac placée en 0 . 

et l’inégalité de Fatou donne

A fortiori, on a

Soit y = E cos 2mx cos 2ny dx dy . La relation de Parseval appliquée à l é>
ra, n v - 

’ 

’- . ~ 
" " "

fonction caractéristique de E donne: I 03B32m,n  + Cr . Il en résulte cue 1,s, ssé-
n,n i,n 

’

rie log p) est «-.bs;i u. ent convergente.
. ,

En intégrant ( 13) sur E , on obtient

ce qui contredit le lemme 3.

Le lemme suivait achevé la démonstration de notre t’’ éorème.

LEMME 4. - Soit E un espace vectoriel do dimension finie sur R et soit 1 ,2
une for Le quadratique définie positive sur E ; le produit scalaire correspondant
est noté ( ~ ) .
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Soit (yn)n1 une suite d’éléments de £ telle que

 a> infn~n l yn - yml > 0 1 y1 l  1 y2| ? ...-

( b ) Il un OE > 0 que |yn | = 

n.

So i t (03C6n(03C9))n1 une >i v-£- 1; .i d i de Bernoulli ( 1 .a s  j sont indépendantes
--- ’ ~l ~l ~--- - -,- .--o~-ooO~ , . oo~- --- - - .----.-- - -~- ----o-o l] - 

’

et prennent chacune la val,eur fl9 1 -1-v;c la probabilité 1/2) .

Soit enfi n (an)n1 une suite de nombres c o i :, j > 1 e ;ne >i telle .i u w , e n 
i - . a ij ,,1 £ / ~-- F 

.- ,~-

Al ors y si on excepte un ensemble do nulle de positions de (D 

de choix de la suite des - les Los d’ordre 2(2k) de la série
-

convergent uniformément sur tout compact de E vers une fonction continue.

La preuve du lc..LC 4 s’obtient en nodifiant très légèrement celle des résultats

semblables do Ll’]"
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