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¢ Hndiard -~ de Lo Vnllle-Poussin sur 1la répartition des nombres pre-

A Fhdarane de Uae
Lo theorene ce Hnd™i

~iers pernet de dderire 1'évolution asyntotique de certaines vibraticns de nenbre-

nes carrdées.

o

le Desorigtion des vibr tion§’contingg§'de la membrane.

Soient C 1le cerré ouvert 0 <x <7, O<y<m,

0Ogxgm, et 3C leberdde €3 oC=CNC.

Soit O =0C x R, et soit oQ

I
(e %
2
X
=3

fernmeturc dc Q .

Considérons 1'dquation des ondes

(1) 3% 3w 3%y

I S 5

42 d3x® ¥yt

dans Q _avec les conditions su bord
(2) u,a(:‘=0.

Des solutions particulibres du svstenc (1), (2) gont

- . . T N 2
(2) u = sinnx sin ny ¢xp - n” +n° t ,
T,Nn
et toute sorme finie 2a u y OU A € C , est encore solution du systene
fyn 1yN Myn  ~

’

(1), (2). I1 en risulte dviderient que les fonctions continues u 3 Q =—=> C qui

¢ 1le¢ carré fermé

données par

0

S

X

<

12 bord de QO o Enfin 5 = E'x R est la

™

sont, pour l= topologie de la convergzence uniforme sur tout compact de Q , des li-

nites de sonmes finics 25 u sont cncore des solutions du systéne (1), (2)

Tle 11 Tie Il
’ iy
cette fois (1) est vraic au sens des distributicns.

—

Réciproqueaent, toute fonetion continue u ¢ Q =—=> C , qui
-~
des distributions et qui satisfait & (2), veut 8tre construite

nous venons de décrire. Plus priciséaent, on peut représenter u

par le procddd

vérifie (l) au sens

que

—

par une "série de

Fourier"
. . 2 2
(4 ulx t) ~ 2 8in nx sin ny cos Vvri + n” t
) ( ’ y ’ ) ;:,nal U,n y :
+ 2 b sin nx sin sin A'n Tt
myn>l n,n ny meo+n *
Les "coefficients de Fouriecr" a et b se calculent par

n,n I,n
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sin x sin ny dx dy

(On regarde ici t comwne un paranéﬁre).

Le convergence la sdériec (4) vers u o liocu ou sens suivent : pour toute fonction

by

hes R-—>R de classe 62 , & gsupport conpact,
A ~

v(x y T s t) = i+ - u(=x sy Voo t - s) h(s) ds

w2 (D

est une solution sresque pdériodique du systéne (1), (2) dont 1la série de Fourier
est abscluiient convergente. Si, h <¢tant fixée une fois pour toutes, on applique la

renarque prdécédente & ¢ R--==>R, définie par hy(t) = kh(it) , on obtient une

ho¥

suite Vi dc "bonnes solutions™ de (L), (2), dont la série de Fourier est absalu-
ment couvergenie, ¢t telle que Vv, === u , (k ——=> + ©) , unifoméient sur tout

l;
! <

compact de O o YMous evons donc nontré comment faire la synthise d'une solution con-

tinue u A& nortir de conbinaisons lindaires des solutions particuliéres (3).

2. ifnergie d'une solution,.

L'énergiec d'une sclution u dont la sdérie de Fourier est donnde par (4) peut Stre

définie brutalcerent var

B(u) = 2 (m2 + n2)(a§ + b2 ) .

n,nzl o m,n

Elle est finie ou indinie.

. . -\ . 1 .
Si u est rizuliere, nar exenple si u est de classe C° en 1l'ensemble dos va-

a2

riables, on dénontre que cett: “nergie est

0
. 2 ; o) \ 2 o) o -
(6) () = = J.JC [(g%; + (5%)2 + (a%)zj dx dy

et le nonbre de droite 4o (6) ne dénend ras de t o

3. Solutions d'#nergie finie cqui ne sont pas nresque périodiques.

AN DA R I SRS . S S P i P P R s o ST N Nr AP P Y

7w
THZOREIA, - Op peut trouver unc fonction continue v : Q ===> C qui soit solu-
—

tion, au sens des distributiops, de (1) sur l'ouvert QO , qui soit nulle sur oQ ,
R T <

oresque tout (x , v) € C,

d'énergie finie, et telle que, nour

(7) £€;£_* mlu(x , T, t) | =+

B . \ . . .
En particulier, t ——--> u(x s ¥ 5 t) mn'est pas une fonction presque périodique

lorsque (7) a liecu,

La solution u sera déterminde par les “condiiions au bord" u,aQ =0,

sl

. s u
u(x sy ¥ 5 0) =u et, au scns des distributions, %g(z , ¥,0) =0 sur C.

n
v
Nous montrerons que presquc tcutes (en un sons +ui sera précisé) les fonctions

continues Ug 3 € ===> R, nulles sur le berd de C , conduisent & des solutions



u de 1'3quation dus ondes vérifirnt (7).

ot nonbres proiiers.

e o R I
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LETIE 1. - Tout nonbre nresier » =1 (nod 4) oot soe de deux carrés.
. P P . 2 2 .
Plus »récisénent, on peut écrire, de¢ fagon unique, p =n n avec 0 <n<n .
LETE 2. - Soit 2 = Py < p. < eee 12 suite croissante des nonbres preniers.
2010 ] > s
lLlors, pour tout k > 2, 2 n'apportiont vas au corps Q(/ cos ”fbkn‘) .
Bn 2'autris tor oos, pour tout ko= 1, Q(Jpl ) eee ka’ est une extension ebé-
. . ok - i}
lienne de 9Q do degré 2 .
Voici une (é&wonstrati.n do ce résultat sans doute bien connue. Nous allons cens
truire un noibre nresier p > Py tel, qu'en localisant »ner ranport & » ,
WDy s eee ”@V-E deviennent roticnnels dens QD tendis que .ka reste irretion—
D ~ e

nel. Le leiic 2 en résultera.

La détemination des carrds de rontre qu'il

=

Py oy eee s Py soient des résidus quadratiques

suffit que

(nod p) ’

P> P s que

nais que P,

pss un résidu quadratique (tod p) . Dire ue  p, = 2 cst résidu quadratique
"mod 1) revient 3 derire que p = ry (zod 8) En ncus restreignant & p = 1
(1104 8) , on peut utiliser 1o 1oi de récinroecité quadratique rour exprimer les
autres conditions pertent cur p . Seit o, 2L o< P - 1 , un entier qui n'est
pas un régida cuedrotique  (od pv) « 11 nous suffit de trouver un nonbre praider

k
p tel que p =1 (uo0d 8) y, P=E1 (mod pj) 2<ijgk=-1, ¢t p=yw (n2a 3_)
Tout cela sticrit » =8 (v0d 8 Dy oee pk) ; b et 8 Py eee D sont preiiers

k k

entre eux, et le thdo de Dirichlet mentre qu
sibles de p .
LLME 3. = Soit S 1'snsenble des nombres

nreniers

'il v 2 une infinité de choix pos-

(nod 4) .

P congrus & 1

Alors

1
8 e
( ) ZpES » log log p

(9) Z L
n(lvg log p)

Cela résultce du théordne do Hadaiard -

nonbres preniers ampartenant & 472 + 1 .
: "~

5. Fin de 1la preuve.

Nous chercherciis wu sous la Tormce d'une série
w
(10) alx, vy, t) :‘Zﬁﬁs p(logplog
ou p est derit, de facon unique, p = mz + n2
=+ 1 sercnt choisic ultdric curencont. Nous

<+'*:>

de Lo Valde-=Poussin donnant la densité des

sin nx sin ny cos ./p t
Pj y / P )

avec 0 <n<n, et ol les

wntrerons que, par un choix convenable
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des w_, des scmes porticlles de la série  convergent uniforidient sur wvous Sua-

al
T

pact de  vers une fonction contimue u(z , v , t) . Cette fonction est, par cong-

truction n&1e, une sclution de (1) ot (2) d'éncrgie finie. Montrons que

ES
. ] ) .
llmt - ]u(x y T t)| = + ® presque nartout sur € . Supnosons, ~u contreoire,
- :
qu'il existe un cnsenble de mesurve positive B de C et une constante II , telle

e Soit h une fonction indéfininent

[
-

; . |
que si (x, y) €&, supt>0|a(x , Vs t) &
dérivable, & suvport compact, dl'intdgrale dgele & 1, nulle peur s <0 o Considé-

rons

o
15}
.

V(X’377t)=%Ll(xyy:t+s>}1(s)
Aors, si (x, y)e & ’ suptaﬂlv(x y ¥ s t)]\é M.

Par ailleurs, nour tout (x , y) fixs, v est une fonction pres sque périodique de

t dont les fréquences appartiennent 2 1'ensenble des ./p 4, p € S o Cet ensenble

cst lindéairement indépendant sur Q , ot le ordnie de Kronazcker ([27, pe 176, théo-
~—

réno II) donne,, nppliqud a v,

(11) 2 ! n(s) cos yh° + n° s ds| |sin nx sin ny| < M .

jre
peS pllog log p) o

N
'

Puisgque ii ne dépend pie de h , on peut supposer que h = he epvroche faible~

nent une nesse de Dirac placde en 0 o Alors
. ~+ @ /2 2
1in ! h {s) cos .1  +n" s ds =1
e=0 0 e( ) cos !

et 1'indgnlité de Fatou donne

\ Isin X I lsin nyl
(12, ZPES p(iog Tog o) < M

L fertiori, cn a

. 2 .2
(13) Z §_1_n X Sin ny
S »n(log log p)

<M.

2 d e
non Yan <+ « o I1 on résulte cue 1o sé=-
14 9

Soit Vm,n = IE cos 2nx cos 2ny dx dy o La relation de Parseval eppliquée & 1a
fonction caractdéristique de E donne ¢
rie szS m n/p(log log l) est ebscluent convergente.

En intégrent (13) sur B, on obtient

i < 4k
€S pllog log p) S nes B

ce qui contredit le lciuie 3.

Le lenne suivant achdve la déienstration de notre t 4ordrc.

|12

LETME 4. - Soit B un espace vectoriel do dirnension finie sur R et soit

une forie sundratique définie pesitive sur B ; le produit scalalre correspondant

est noté (., ) .
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Scit une suite d'¢ldients de E  telle cue

(yn)n;i
(a) infn;énlyn = yn' >0 EJ; !yli < lyel < see

(b) I1 existe un o > 0 t©cl oue ly_l = O(na) o
—_— n

Soit {e (w))n>1 une svits de varichles de Bernoulli (les o, sont indérendantes

et prenuent chocune la valeur + 1 avee la arobabilité 1/2).

Soit enfin (an>n>l une suite de nonbros coiplexzes tolle que, en posant
k+1 7
(22 IF' 52> 1/2 on it
.1: (Ahl ’ il L.l ’

2 >1 sup(sk ? Sy 0 cee) <4+ ®
>1 k

Alors, si on cxecpte un ensenbls de nssure nulle de positions de w (clest-d-dire

<
. . -v + 4
de choix de la suite dss = 1) , les sowios dlordre 2(2k) de 1a sdrie

Z? oo (w) exp 2milx , Y, )

convergont unifsr-é.ent sur tout copact de B vers une fonction continues.

La preuve du le.we 4 s'ebticnt en nodifiant trds 1légdérenent celle des résultats

semblables de [ 1],
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