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GUATERIIONS BT :k(- 1)

v
oar lMarie~France GUEHO

En 1937, ZICHLER donne une formule reliant le nombre h de classes dtidéeux d'un
corps de quaternions totalement défini sur un corps de nombres k et la valeur
gk(— 1) au point - 1 de la fonction z8ta du corps k  Nous allons donner unec

forme nouvelle & ces rdsultats et en déduire des propriétés de h et de gk(— 1) .

1. Groupe de Brauer.

Définitions.

- Une algdbre H de dinension finie sur un corps k est appelée une algtbre cen-
trale simple sur k s'il existe un corps gauche D , de centre k , tel que H soit

k-isomorphe & une algébre de natrices sur D .

- Deux algeébres centrales simples sur k sont dites équivalentes si les corps

gauches qui leur sont associés sont k-isomorphes.

- Le produit tensoriel munit par passage au quotient 1'ensemble des classes d'une
structure de groupe abélien ; ce groune est lo groupe de Braver de k o On le note
Br(k) .

Bxemples.

i
o

- Si k est un corps fini ou algébriquement clos, Br(k)

- Br(R) = 2/2Z .

- 8i k est un corps complet pour une valuation discréte & corps résiduel fini,

on montre que :

Br(k) = /% ;

Ltimage dans Br(k) d'un corps gauche de centre k , de dimension n2 sur k ,
est de la forne a/n, avec (a, n) =1 ;

Si L est une extension de k de degré 4 , 1l'application de Br(k) dans Br(L),

obtenue par cxtension des scalaires de k¥ a L , est o —> Lo .

Groupe de Brauer d'un corps de nombres. — Si k est un corps de nombres, pour

toute place v de k , notons kv le couplété de k pour la topologie définie par
Vv « On montre que Br(k) s'injecte naturellenent dans (&% Br(kv) et que la suite

ci-dessous est exacte ¢
i o
0 =—=> 3r(k) ___>:§% Br(kv) > Q/Z =—> 0 ,

ou © est l'application définie nar c((av)) = Z§ @ .



Soit H une algebre centrale simple sur k . Une place v de k est dite rai-
fide dans H si 1'image 2 de }Iéi:kv dans Br(kv) n'est pas nulle. Si O est
de dimension 4 sur k , alors o, = 0 ou 1/2, et l'exactitude de la suite montre
que le nombre de places ramifides est pair. Lorsque k est totalement réel ct que
toute place réells de k est ramifide dans H , on dit que H est un corps de qua~-
ternions totalement défini sur k , et H est caractérisé par 1l'cnsemble des places

finies de k qui se ramifient.

2. Ordres maxinaux et iddaux. Nomme réduite.

[

Soient k wun corps de nonbres, d'annecon dlentiers A, ot H une algdbre centrale

. . . 2
simple sur k , de dimension n~ sur k .

Ordres et idéaux.

Un réscau de A dans “ ost appelé un ordre de H s'il confient 1 et si clesh
un anneau d'entiers. Tout ordre est contenu dans un ordre maximal ; les ordres con-

sidérés dans la suite seront toujours des ordres maximnauxXe.

Soit O wun ordre ; un O-module & gauche P , projectif, de type fini, est arpeléd
un idéal 3 gauche de 0 . Soit » ' = {xe H| Pxe 0}, alors O' = plp est un
-1

ordre maxinel, 1'idsal P (resp. P ) 2 gauche de O (resp. 0' ) est & droite

de 0' (resp. 0 )e Si P S0, on dit que P est un idéal entier.

Deux idéaux P et P! =ont dits équival-nts s'il existe x € H +tel que
P' = Px . Levrs o. ~cs i droite viriTiont PrTU P = z-l P -1 Px . Deux ordres 0 et
0! tels que 0' = x L ox sont dits du m8me type. Le nombre h des classes des
idéaux & gauche d'un ordre est fini, indépendant du choix de 1l'ordre et appeld le

nombre de classes d'iddaux de H ,

Norme réduite. - Soit i un corps algébriquement clos contenant k% s on sait que

H ®k K est K-isomorphe & ﬁ (X) . On note i l'injection naturelle de H dsns

H® K, et XA un K-1so\ornn1Sme de H@ K sur I (K) « Si x€ H, le ddtermi-
nant de A e 1(x) est indénendant du cheix de A , K s appartient a k , et est ap~
pelé la norae réduite de x . On le note Hrd(x) . Si P est un iddal 2 gauche de

0 , pour toute place finie v de X s on note P (resp. Ov ) 1timage de P (resp.
de 0 ) dans H k « On seit qu'il existe b € H k_ tel que P =0_Db_.
Par définition, ?i norme réduite de P est %k ' v

Fea(P) = ﬂv( Nrd(bv)

3. Formule d'Tichler.

Nous supposons dans la suite que I désigne un corps de quaternions totalement
défini sur un corps de nombres k ., La relation d'équivalence considérée dans le

groupe des idéaux de k est 1'équivalence au sens restreint.

La fonction z8ta de H relative 3 une classe R d'idéaux & gauche d'un ordre O
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est derinic par
(B LT i ea(p) T2
Cyle s R) =2, /g nra(P) 77,

ou NK/Q est 1a norme absolue de k , et ou P parcourt 1l'ensemble des idéaux en=
/

tiers de la classe R . Lo fonction zéta de F est
Ga(®) =25 (e B)
Ces fonctions sont méromsrphes dans C , et ont pour résidu au point 1 :
1ims=l(s - 1) QH(s , R) = X/WR R
Lin__ (s = ) gyls) = M2 n g (= 1) FLIAH (1 -1 /,®) ,
ou :

wp est 1'indice dans le groupe des unités de l'ordre & droite d'un idéal de classe

R, du sous-groupe formé par les unités de k ,
A est une constante ne dépendant que du corps k ,

h gk(.) , n désignent respectivement le nombre de classes d'idéaux (au sens

ordinaire), la fonction zéta, le¢ degré absolu du corps k ,

AH est le produit des idaux premiers de k correspondant aux places finies ra-

mifides dans H .
On pose @
By 2 (- Dy, (1= T /o))
il / k IAH /Q, ’
et on obtient la formule d'Bichler en écrivant 1'égelité entre résidus

lims=l(s - 1) QH(s) = ZR lims=1(s - 1) QH(S , R) .

FORIULE D'EICHLER. - Avec les notations précédentes,
(H) n-1
g, (= 1) =2/ ZR 1/

La norme réduite définisssnt un homorphisme surjectif de H* (H privé de 0 )

sur le groune des éléments de k totalement positifs, les idéaux de classe R ont

leurs normes réduites équivalentes dans k (au sens restreint). On peut écrire :

2o Yy =2y ZNrd(R)CX Vg

avec X parcourant 1'ensemble des classes d'idéaux de k .
Z . . .
Nous allons montrer que Nrd(R)<X 1/wR est indépendant du choix de X .

Soit P! , un idéal & gauche de O , de norme réduite dans X-l , d'ordre a droite
0! . L'apnlication Q —-—--> P'Q définit par passage au quotient une bijection de
1l'ensemble des classes des idéaux & gauche de 0' , de norme réduite dans X , sur
1'ensemble des classes des iddaux & gauche de O , de norme réduite principale. lais
ZNrd(R)CX QH(S . R) est indépendant du choix de 1'ordre O , il en ost dec méme
pour son résidu cu point s = 1 . La bijection.précédente montre que ce résidu est

aussi indépendant du choix de 1la classe X . On obtient
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C}(;H)(' 1) = 2" ny/my 2rva(r)ex Vg o

ou h; est le nombre de classes d'idéaux de k (au sens restreint).

Nous remarqucns que w, ne dépend que du type T des ordres 3 droite des idéaux

R

de classe R , aussi nous le notons w, , et en appelant GX 1'ensemble des types

=

des ordres & droite des idéaux de norne réduite dans X , 1'égalité précédente s'é-

crit

e 1) = T, *ree, P2/
ol np est le nombhre de classes d.s idéaux de norme réduite dans X , dont l'ordre
4 droite est du type T . L'apnlication X =—==> Gr définit sur 1'ensemble des types
dtordres de H , une partition telle que deux types d'ordres T et T' sont équi=-
valents (c'est-ia-dire, appartiennent & un méme GX ) si et seulement s'il existe un
idéal P de norme réduite principale, a gauche d'un ordre du type T , & droite

d'un ordre du typre T' . Donc N, ne dénpend que de la classe du type T .

Considérons maintenant un idéal P , de norre réduite dans X , dont 1l'ordre a
droite O' est du type T ; 1l'application Q —-=> PQ définit par passage au quo-
tient une bijection des classes des idéaux de norme réduite princivale, bilatéres
de O' , sur les classes des idéaux de norme réduite dans X , dont 1l'ordre a droite

est du type T .

Nous montrons ensuite que i est une puissance de 2 . Les normes réduites ca~
ractérisent les idéaux bilatires d'un ordre O et se mettent de facon unique sous
la forme QB2 , oU DB est un iddal de k et Q un idéal entier de k divisant
AH . Soient (Ai) sy 1 =1, eee 2° , un systoéme de représentants des classes d'i-
déaux de k , de carré principsl, et (@j) s J =14 eeey 2S' y des idéaux bila=-
téres de O , de norme réduite %y B§ principale, ol (Qj) sy J =1, eee 28" ,
est 1l'ensenble des diviseurs de Ay de classe un carré. Les idéaux bilatdres de 0,
de norme réduite nrincipale, s'édcrivent de fagon unique @j Aj X, x€ H, ot leur

s!?

nombre de classes nT divise 2e+ « On le note 2t .

Enfin, soient ET le groupe des unités d'un ordre du type T , ﬁé 1l'ordre du
P C s P + .y
sous—groupe de ET formé des unités de norme réduite 1 , Ek le groupe des unités

totalement positives de k . Nous avons les édgalités suivantes :

s~ - 2 n -~ l
2wy, = LNrd(ET) : Ek] =2 Wy [Eﬂ : Nrd(ET)]" ,
+ n . + 1
=ty 2 (5 s T,
+ - N
n/ (20 wy) = [E; : Wrd(By) V4 .
Nous avons montré le théordme suivant.

U N
THEOREME. - Avec les notations jrécédentes,

(,f(H)(— 1) = 2B 2 [E;; : Nrd(Ey) Vi,
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4, Classes d'iddéaux.

Deux idéaux P et DP' & geuche d'un ordre O ,
1° appartionnont & la m8me classe, si, et seulement si, P'=Px, xe H ;
2° ont leurs ordr:s & droite du m8ne type, si, et seulement si, P' = QPx,
x€ H, Q idéal bilatdre de O
3° ont les types de leurs ordres & droite équivalents, si, et seulement si,
P' = QPR , Q didéal bilatdre de O , Nrd(R) principale. Pour cela, il faut et il
suffit que 1'idéal Nra(P) Nrd(P')-1 soit 4quivalent dans k & la norme réduite

d'un idéal bilatdre.

On définit ainsi 3 relations d'équivalence dont les nombres de classes h1 =h,
h2 (1e nombre de types <'ordres), h, ne dépendent pas du choix de O . La nomme
réduite définit par passage au quotieﬁt, une application surjective des classes
dtidéaux de H (au sensdu () sur les classes d'idéaux de k et le nombre de
classes des normes réduites des idéaux bilatdres d'un ordre est 2° s'-e h; « On en

déduit

I1 est clair gque 1l'on peut dcrire

By =2 Ty

la somme étant effectuée sur les classes T , au sens du (30) et Npe désigpant le

nombre de types d'ordres de classe % . Enfin nous avons

. t + ,S~=sl-e t
h=h1‘ZRl‘ZXZNrd(R)cX1=ZXZEX2n6=h1<2 262”?5'
THEOREME. - Avec les notations précédentes,

—t e
h:hltZSs eZG 2J°nc.

5. Application au nombre de classe d'idéuux d'un corps de quaternions.
~ ~

e N e e o e - ot 5 PP

PROPOSITION. = I1 n'y a qu'un nombre fini de corps de quaternions totalement défi-

nis sur un corps de nombres de degrdé donné, ayant un nombre de classes donné.

s rd t 3 .
En effet, h étant donné, N et 2 ne peuvent prendre qu'un nombre fini de

valeurs ; n étant donnd, il en est de m@ne vour GT s donc aussi pour gk(- 1)
et pour rblaﬂ(l - Nk/Q(y)) » Comme
G (- 1) = a¥? ¢ (2) (em)2m k(1> 1,
le discrizinant de k ne psut prendre qu'un nombre fini de valeurs, d'ou un nombre
fini de possibilités pour k et A

o

Renarque. - Il existe 13 algdbres de quaternions totalement définies sur un corps

quadratique réel qui sont principales. Ce sont les algdbres H y avec Ay dgal a



Ly By, 5, , Y, Y (1) » Y, @ | sur oW3)
1,2y5,2y(),23(),sur 5
1, 23(31) ’ 24(32’ y SUT eW13) ,
1 sur Q(/17)
Dans cet énoncé, Y, , yél) , y,(f) » Ys y(‘) , y(a) , ygl) , yg2) désignent les

idéaux premiers du centre de l'algdbre au-dessus du nombre premier écrit en indice,

6. Application & gk(- 1)

1° Pour tout nombre prenier p et pour tout enticr m , soit x m une racine
d'ordre pm de 1'unité, et soit nk(p) le plus grand des entiers m tels que
[k(x m) : k] <2 . Le pe P. Co me des ordres des groupes finis de quaternions sur
k est [4]

n, (p)
W= 2ﬂp b ’
on a donc

B e g,

On en déduit un résultat démontré par J.-P. SERRE [5].

PROPOSITION., - Avec les notations précédentes, wgk(- de "z,

Clest immédiat, si n est pair, car il existe H tel que AH = (1) « 5i n est
impair, il suffit de considérer les corps de quaternions totalement définis sur k
tels que AH = Qy ) et AH (y ) s Ou g parcourt 1l'ensemble des nombres premiers
divisant 1 - N;/Q(U2) , en notant 92 (resp. yq ) un idéal premier de k au-des-

sus de 2 (regp. q )e

2% Soit e (2) 1'exposant de 2 )dans Qk(~ 1) «On a e (2) =n - nk(2) -1, si
nk 2)=2

+ . . .
hk est impeir, ¢t si (2) = est 1a décomposition de 1'idéal (2) dans k.

Soit H tel que AH = (1) (resp. AH =‘92 ) si n est pair (resp. n impair),

H est le corps usuel de quaternions sur k de base 1, i, j, ij , avec 12 =
j2 =~1, ij=~- ji . Come h; est impeir, e=0, s'=18, h3 =0, t<s.
Si n est pair, s=0; si n est impai¥, s =1, mais t =0 (En effet, soit
O un ordre de I contenant Xz’ (2) € k(i) , et j , 1%'idéal premier, bilatire de
0 , au-dessus de 2 , est engendré par 1'idéal nremier P2 s au-dessus de 2 dans

k(i) [4], qui est principal). On a done
G D IRV
. nk(2)+1

Tout ordre de type T , tel que W = 2 , s'envoies par un automorphisme

intérieur de E sur un ordre contenant X5 (2) et J o« Cet ordre st unique si
’
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-1
si n est pair, il y en a 2 qui sont du n@me type : 0 ot P2 0 P2 .

(2)
) 2nk 2)+1

L'unicité du tyne d'ordre tel que GT montre que ek(Z) =n - nk(Z) - 1.

n est impair 3

Exemple. - Si k est le sous=—corps réel wmaximal de Q(X2 m) , l'exposant de 2
D 9
dans G (= 1) est
m

m

11x"2
e 2) = 2 -m=-1.
5 (2)
n
-. - ’ ’ . 7 3
On montrs m&uc, & 1'aide des nombres de Bernoulli généralisés, gque le quotient

M2
2 "=m=1

gk (- 1)/§k (= 1) est un entier, et que gk (- 1)e 2 Z, pour m =5 .
m m

m+1
30 PROPC3ITION., - On a

ek(2) ==~ 2, pur k =Q, a(./2)
ek(2) == 1, pour k = QC/2 +»/§) ’ QQ6D ’

W

0

avec m premier, m = = 3 mod & , dventusllement pour les corps Q(y/m) avec

m=2mod 4 ou m= 3 mod 8

ek(Z) > 0 dans les autres cas.

Les cas k = Q(/2), QCJ% +42) , Q sont des cas particuliers de 1'exemple précé-
dent. Il reste a étudier les corps quadratiques QQ/E) , o m est un entier sans
facteurs carrés, différent de 2 . Le cas n preuier, m == 3mnod 8 , est un cas
particulier de (2); Pour la démonstration du reste de la proposition, on pourra se
reporter 3 [4].
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