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DÉTERMINATION EFFECTIVE DES POLYNÔMES DE A. CONNES
RELATIVEMENT À UN NOMBRE DE PISOT

par Martine PATHIAUX

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Groupe d’étude de Théorie des nombres)
13e année, 1971/72, n° G5,3 p. 17 janvier 1972

On se propose de démontrer le résultat suivant :
, ,

Soient 03A9 un corps algébriquement clos, muni d’une valeur absolue et,
K un sous-corps de 03A9 ; soit B(x) E K[x] un polynôme de degré s, séparable,
ayant dans Q , 1 une racine de module ? 1 et les autres de module  1 , il existe

alors D(x) E K~x~ tels que :

La démonstration du théorème permet en outre de calculer explicitement les poly-
nômes D(x) . Alain CONNES a démontré ce résultat dans le cas restrictif où

s’~.= C , K = Q , B(x) irréductible. D’autre part, la démonstration de Alain CONNES
n’est pas effective.

Démonstration du théorème. - Posons B(x) = b + b 1 z + ... + b s et effec-

tuons la division de zn par B(x) dans Soit

D’après une remarque de J.-L. NICOLAS, on constate que lorsque n varie, avec k

fixe, a. vérifie la relation de récurrence :
K,n

les conditions a.. =6 . si j  s - 1 .

Pour le montrer, il suffit d’écrire la relation (l) pour les indices n , n - 1 ,
.... n - s multiplies respectivement par b~ , b~ , ... , b , de les ajouter,
t d’écrire que le reste de la division de b zn + b . zn-1 + ... + b zn-s par

3(x) est identiquement nul.

Les relations (2) donnent donc :

où ... , 6g sont les racines de B(x) , et où les 03BBjk sont déterminées par
le système :



dont le déterminant D a la valeur H.. 11~~f) (6. - 9.)... ~ 0 . et les a, n
. , ....... , ~rJt-’-~’’~ ~ k,nsont donc entièrement détermines par (3) et ~4).

Déterminons maintenant , d~_~ , ... , K tels que le reste de la divi-

sion de d~ z" + d~_~ + d~ + _~ ~ par soit suffit

donc de résoudre le système:

qui a la solution :

Évaluons ces coefficients si on suppose !o!>l>!e!>!a! ° ° °  |03B8s| ’ on

obtient : 1 
" - 

1 ’’o’’~)~o!’’’-~{~{~ " ~ 
OU

°Ù les ° ne déPendent QUe des À/ et des 6~ , et donc uniquement des 6~ . Il
existe donc une constante C ne dépendant que des 6. telle que si1

~ ~s-1 " ~~~~2$j$s ~1 " ~j~~ ~st donc ~ 0 , relation (6) est 

fiée pour n (e.) .
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Donc, pour trouver un polynôme D(x) répondant au problème, il suffit de calcu-

ler par récurrence, à l’aide de (2), les coefficients a- ,fl jusqu’à un rang suf-
fisament grand et d’utiliser les formules (5).

On peut calculer n~ en fonction des 6. à l’aide des formules (4) et (5), et

on trouvera des solutions si n - 1 > - C/log|03B82| où C est une constante ne dé-

pendant que )eJ . (e, - 03B8j) .
A titre d’exemple, le polynôme z - 2z - 1 admet pour multiple 2z - 5z + 1 .
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