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(Groupe d'étude de Théorie des norbres)
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’ /
FONCTIONS ENTI%RES SUR UN CORPS VALUE NO: ARCHIMEDIEN
par Ariane DELALLIDE

On 4tudie 1'espace noivé K({x) des fonctions entiéres sur un corps K non archi-
médien, complct, nuni d'unc valuetion non triviale.

Le point de départ de cette Stude est un article de R.GHUIILTHAN [3] qui définit
une topologie métrique sur cet cspace.

Lors d'$tudes plus généreles, si I est un intervalle de R , KRLSNER [1] et Li-
ZLRD [2] ont défini unc mlne tonologie sur 1l'espace LK(I) des séries de Laurent a
coefficients dans K qui convergent pour tout x tel que v(x) appartienne & I .
En particulier, l'espace LK()— » 4 4+ ®)) = I{x) des fonctions entidres, & coeffi-
cients dans X , neut &tre runie de cotte.topologie.

Nous voulons counarer ces deux tonologies et dtudier quelques propriétés de K{x)

et de son dual.
L'intérét princinal de cette étude est sans doute I¢ suivant :

On s=2it que 1l'espoce K(x) , nuni de la topologic de LAZARD, est métrisable,

soient f et g deux Slénents de K(x) .

- n - 1 14 atn O
f(X) = Zﬁ’: a X et g(%) = Zh :‘bn X, , la distance,
1/n PP . . ‘
a(r , g) = max(|ao - bol y SUP o, }&n - bnl / ) , définie par RAGHUNLTHLN, réa-.

lise une nétrique de cet espace.

Nous allons tout d'abord rappeler les définitions et propridtds d‘lémentaires rela-

tives aux topclogies de KRASNER et RAGHUNATHAN,

1. Rappels sur 1o topologic difinie par KRLSHER et LiZiRD.

Soit K wun corps valud conplet pour une valuation v . Une fanille (un) dré1é-
nents de K est sommable si, et seulenent si, v(un) tend vers + o avec in] .
. n d . “ - . ; . 3
Soit f(X) =2 an X" une série de Leurent a coefficients dans X , la condition

n20

de convergence de f en un peint x «cest v(an) + nv(x) —-=>» + © Avece

n| .
On difinit alors conv f ainsi :

19 Si W € E{ sy K € conv féf..—_)lim}nl_. . rLAV(:J.n) +n =+,
=3 = 0, ¥n<oO (resp. Vn?> O)..

Fal

20 Si =+ (resp. =®) , e conv f
On montre que conv £ est un intervalle de R .

L
, on poze v(f , w) = inf . [v(an) +nu], v(r,uw) e R.

-~

Si w==~ et n€ convf, onpose v(f, u) = v(ao) .
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Linsi v(f , w) west, sur conv f , une fonction & vrleurs dans EEU f+ =} .

Définition. = Soit I wun intorvalle de -E , on note LK(I) 1l'espace des sérics
de Leurent £ , & coefficients dans K , telles que I © conv £ .
Si 1= [ml , mzj ng., I non réduit & (+ o} fou {=o}), onunit LK(I) de

la topologie ndétrique suivante :

N . . . .t s
Un systéne fondanentsl de voisinages de O est constitué des Vv (v € It ), difi-
nis par :

v, = fre LK(I) | inf{v(f , n ), v(f, mz)] > v} .

1

On montre que, pour cevte topologie, LK(I) est une algtbre norndée conplete, dont
L

la norme est multiplicative.

Si maintenant I est un intervalle quelconquc de E{ (non réduit & ‘+ =} ou &
{= ®}), 1la towologie sur LK(I) est définie comme étant la moines fine de celles qui
rendent continuves les inclusions de LK(I) dans LK(J> lorsque J parcourt 1'en-
sembles des sous-intervalles fermés de I .

On nmontre guz, pour cette topologie, LK(I) est unc algébre séparée complétes

En particulier, 1'algebre LK(j— © 4 + m)) des fonctions entiéres sur K , que

nous noterons K{(x) , est ainsi muni d'une structurc d'algébre séparde et complite.

2. Définitions ct propriétds relatives a la topologie de RAGHUHATHANS

e s e ~ P

Si on considdre f(X) =2 a, X" y 2 € X , cetfe séric converge au point x

n>0
. . fjon
si, et seculenent si, |an||¥; tend vers 0O quand n tend vers + « ;3 f out une
. N . . 1/n . P . s
fonction entidre si 1in la | / =0 , ce qui est ¢quivalent au fait que la série
n—- o n

converge pour tout x de K .

RAGHUNLTHLN pose |If]| = max(laol , ll/n)

s a
‘PnZII n
On vérifie (ue

lie+ &l < sup(if]l 4 &) 4
”Xf“ < A(X)Hf“ , ou  A(N) = sup(1 ’ IXI) .

On on ddduit que K(x) , rvni de la distance 4(f , g) = Hf - g” s ¢st un cspace

nétrique conplet totalement discontiru.

Mais lc sybole ||f]] w2 représentc pas une nore et, de plus, on peut nontror gue

la topologie précédente ne peut pas 8tre définie par une norne.

C'est pourquoi, dordnavant, pour éviter toute confusion, nous noterons d(f , 0)

au lieu de Hf” .

RLGHUNLT LN dtudie ensuite le dusl de K(x) , noté K{x) , ot nontre qu'il neut

8tre considdére¢ comme l'espace des séries entidres de rayon de convergence non nula

Plus prdécisénent, on nontrs le théordne suivant,

/ \ tp——
THEOREME 1. = 3c0it C 1'cspace des suites <cn)n>0 tel que 1lin

K

n
Cil/ <+ o ,
n
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19 Soit c¢ = (cn) € CK

f

, l'mpplicaticn 0, ¢ KAx) m——=> K o

= ano

est une forme linéaire continue sur XK({(x) .

-4 N £ - Z
a X » OC(I) =250 % %

2° L'anplicetion ¢ ——=> e de C. dans K{(x)> est unec bijection.

K ==

Ce théorene se ddiontre & partir du lemne suivant,

LEME, - Une sdric ano a, c. est convergente pour toute suite (ah) tells que
. 1/n . : . . ! 1/n
llmnq © ahl /. =0 si, et seulement si, la suite (;cn] / ) est bornde.

—

Cette vropridté permet de comsidérer K(x) cormiec un sous-espace de K{(x) .

- s T LN ST . " A (! o 1/n

Soit o =<0 % X'€e K{x) 3 posons d(e , 0) = Uml(gcol , "u*n21lcn| ) .

On définit airsi sur I(z) une nétrique qui coincide, sur K{z) , avec cellc de
RAGHUNATHAN.

Cette tonologie est strictement -lus fine que la topologic faible du dual.

Pour cette topclogie, K{(x) c¢st un espace nétrique conplet, nais ce n'est pas un

espace vectoriel nétrique. On peut trouver, par exeinle, une suite (hn) tendant

vers O et un éléument o de K{(x) tel que Kn ¢ ne tende pas vers zéro.

On peut alors caractériser K(x) corme sous-espace dc K{(x) * K{x) e¢st 1'unique
espace vectoriel nétrique naxinal de K(x) .
Pour compléter 1'étude de RIGHUNLTIAN, on peut étudier la nultiplication dens

K(x) : on nontre que K({(x) est une algébre topologiques

Linsi, I(x) est unc algdbre, évidem-ent s¢parée, et compléte, de ndme que pour
la topologie de KRASHER et LAZARD,

3. Compzraison des topologics de LAZARD et RAGHUNATHAN,

B BN > P 0 Os ol P i<

-~ \
THEOREME 2. = Les deux topologies précdderment définies sur K{x) sont identigues.

Ce thdordne se démontre ver une dé-onstration directe.

On peut, et cela fournit un: antre déonstration de 1'identité des deux topologies,

?

étudier le duel K(x) de¢ XK{(x) pour la tonologic dc KRLSNER et LAZARD.

On montre que K(x) peut 8tre considéré comne 1'espace des sdries entidres de

rayon de convergence non nul.

Plus précisdment, on nontrc le théoréne suivant

7/ W
HE N — 3+ ! N Qr a S t+ncs Y N -
THEOREME 3. Soit CK 1l'esnace des suites (Cn)nzo y telles que I r >0 tel que
)

la suite (]cp]rn) soit bhornéc.

19 Soit ¢ = (cn> € C!, l'ap-lication @, de K(x) dans K qui &

n . e .
f = Zn>0 a_ X feit correspondre @C(f) =2 c, 2 est unc forme lindaire conti-
-

n20 n

nue sur K({x) .

2° L'application ¢ -—=> ¢, de Gl dans K({x) est_une bijection.
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Ce théorene se dénontre a partir du lenme suivant.

LEI{E. - La série Zn>0 <, an est convergente pour toute suite (an) telle que

1/n T .. . . n
I =0 si, ot seulenent si, il existe p > 0 tel que la suite Icr!p
— 1

1linm iu
n— o' n

converge vers O .
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