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/
STATLSTIQUES SUR LE GROUPE SYMETRIQUE

per Jcan~Louis NICOLAS

L ’
L'objot de cot oxposé st de résuncr lus traveux de P. BERDOS ot Po TURAN : '"On
some problens of a statistical group theory". Déja 4 articlecs ont paru sous ce titre

([273, [3], [40, [5]) ot 3 autres au noins sont cn préparation.

1. Introduction.

Soit Sn lec groupe des perrutations de n objets, ct notons 0(P) 1'ordrc de
la permutation P dans lc groupe S . E. LAWDAU (cf. [87], § 61 ot [10], chap. 2)
a défini

g(n) = max.Pesn o(p)
et montré qu. log gln) ~ ./x log n . D'sutre part, il y a beaucoup de permutations
d'ordre n (cc qui ost trds potit devant g(n) ), il y a au moins les (n - 1)!
permutations circulaires. Il semble donc difficile de trouver une loi de distribu-—

tion pour O0(P) quand P € Sn « B% pourtant on a le résultat suivant.

THE’OR}&IE 1([2]). - L'ordrc prénondérant de T dans Sn est exp(_.'l_+ o(l))log2

et, plus précisément - 2

[»]

Pour tout e, 6 >0 , il cxiste ale §) tel que, pour n > n, tous les

P € Sn y sauf au plus &ni , vérifient

e:::p((l/?.) - e) log2 n < O(P) RS .m((l/Z) + s) 109' n .
THEORMIE 2 ([ 41). - Soit X(n, x) 1lc nombre dc P e 5, satisfaisant &

log O(P) < (1/2) J.og2 n+ x 10{.;3/2 n .

On a

. K{n ,
llmn_) IS (nn:' /; ..m G@("( 3/2))‘2)(1)‘

an
uniformémont pour - Xy S XXy, Xy étant eussi grand que 1l'on veut.

2. Ztude du groupe symétriquc Sn .

1° Un é1éacnt P du groune Sn se décompose en cycles de fagon unique (cfe [1C],
pe 137). Par oxemple, pour n = 9

9

1234567829

VY=(1o5)(28 46)(37) .
(987612345) 2 2

Les longucurs des cycles forment une partition de n . On désigne par

1§nl<n2<...<nk$n,
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les différentes longueurs de cycles de P , et par o le nombre de cycles de lon-

gueur nv . On a
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et
O(P) = po pn Ce Tle (nl 9 n2 9 oo g l’lk) .
2° A chaque élément P € Sn , on peut donc associer une partition

N, + N, + aee + N, + aee + 4+ eee + N =n
e

17 1,
' mk fois

fmeiome e
de l'entier n . Réciproquement, une partition étant donuée, le nombre de P € S

ﬁi‘"fbiﬁm

qui lui sont associés est

(1) " o ’

xS

rl‘O' LI ] Inlcnc
4 et My e

d'aprés une forule due & CAUCHY ([ 117, p. 67).

A chaque M\ € Sn , on associe 1l'autornorphisme intérieur oy défini par

GA(P) = th_l e Si la décomposition en cycles de P est

P = (a1 S ai)(b1 ) Dy oy eee s bj)(...) .
On voit que GK(P) transfome Xal en kaz et qu'on peut écrire :

cee xai)(xb

2’ 1’

Ainsi P et OK(P) o nt associds & la m@ne partition. Réciproquement, si P et

gk(P) = (}\a1 , \a cee ij)(..;) .

Q sont associés 2 la m&ie partition, il est facile des trouver A tel que
Q = 0.(P) . La clasce de conjugaison de P , c'est-A-dire 1l'ensemble des o (P)
X Jug ’ 2\ ’
quand A€ 3 , coincide donc avec 1l'ensemble des permutations associées a la par-
n

tition de P , et son cardinal est donné par (1).

3° Soit P wune permutetion associée a la partition Zv m,

mi les A€ Sn y 11 ¥ a ceux tels que GK(P) =T , c'est-a-dire ceux qui commutent

y 1l&vgk o Par-

avec P et qui forment le normalisateur C(P) de P+ Il y ales autres A pour
lesquels GK(P) appartient & la classe de conjugaison Q(P) de P . Mais si

pre Q(p) , i1 existe une bijection entre C(P) et H(P') = {1 € Sn } OK(P) =Pt} .
Si ko est un éldment fixé de H(P') , l'application qui & A€ C(P) fait corres-—
pondre XO \ € H(P') est une telle bijection : Lorsque P! parcourt Q(P) , les
H(P') ont tous le m8me cardinal que C(P) , et 1'on a

card C(P) x card Q(P) = n! ,
soit

(2) card C(P) = ml! m2! cee . dn. 0. Leen .

4° Soit G un groupe fini d'ordre I ayant pour classes de conjugaison

Q, = (e}, R Qk avee q; = card Qi » Les résultats du paragraphe »nrécédent

1
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s'appliguent, et 1'on a, pour a € Q. 3
card{x € G | ax:xa}—_-N/qi
cardf{a , x) € Y x G| ax = xa}= qi(N/qi) =N

card{(a , x) € ¢ x G

ax = xa} = kN .

Le nombre de couples (a , b) i commutent dans G est donc égal a kN , ou k

est le nombre de classes de conjupzaison de G o

50 Dans un groupe G fini d'erdre N , il ne peut pas y avoir trop peu de couples
(a, b) qui commutent, autrement dit le nombre k de classes de conjugaison de G

ne peut pas 8tre trop petit. Plus précisé.ent, on doit avoir k > log log N .
Avec les m®ues notations qu'au 4°, les a4y doivent vérifier : 9 = 1, a4y di-
vise N pour tout i , et Zi @, =¥, 1gigk.Sil'npose x = N/q, , on

doit avoir :

1 1 1 1
(3) -+ — ..-+-:-'=l—-r—.
X, %3 X N

Q’1= 2 ’ Q’2= 3 9 (:1/3'—-'-7 ] a4= 43 9 eee G‘v+1 '-'-"-a/l G’z eoe C(v+ I [
Si, pour v fixé et pour des entivrs oositifs Xy 9 X5y eee 9 X, 00 82
—}1{-+-}-C1—+...+;1{—-<1,alorsona: -;1r—+...+3—1;—$1--&~——1—-:~i-.
1 2 v "1 v v+1

A 1'aide de ce lemme, d'une estination de la suite o et de (3), on déduit que

k > log log N »

6° Tout groupe fini G d'ordre n se plonge dans Sn + En désignant par
1,2, oo , 0, les é1¢ ents dv groupe, on fait correspondre & a& G la periuta-

tion

'/1 2'0.. n
\a.1 a.2 ... a.n) ’

et on constate que c'est un homoaorphis-e.

Un groupe G d'ordre n étant donné, un probléme classique et irrédsolu est de
AY . . . . ’
trouver f(n) rninimum tel que G se plonge dans Sf(n) o« On a ici une réponse par—
tielle & ce probléme dans le cas des grouoses comautatifs. On désigne par G(n) 1le
nombre de grouvnes commutatifs d'ordre £n . On a : G(n) ~An (ef. (7D
7’ AN
o i ’ N - ~ . |
THEORE 3 3 (LS], thdordre 6). = Si 4(n) -—=> @ avec n , et si lg%ggigl —> 0,

alors tous les groupes comutatifs d'ordre & n , sauf o(G(n)) d'entre eux, sont

plongeables dens Sf(n3 avec f(n) = [n/(v(n))] .

.ais si f(n) = [nl-éj , i1 ¥ a plus de ¢ 0(n) groupes commutatifs d'ordse < n

qui ne sont pas plongeables dans Sf(n) .



3. Résultat statistioues.

19 Tableau récapitulatif.
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S P(n) B(n) e W
~ n, . “nsemble des Insenble des ordres de P ’
troupe symetrique partitions de n guand Pe Sn
'Y =
P ZV mv nv ’ lév\<k Pese D. Co M [nl 9 e n}:_]
cerd 5 = nl card P(n) = p(n) card B(n) = (n)

W(n) =

2Tt

O(Jﬁloglog n)

. 1 27
Jardinaux p(n) ey exp(gg-vh) exp Jr-/log = Tog o
(HARDY et RAMANUJAN) ([57, Théoreme 1)
\ 6 log 2
Ordre exp(%+o(1))logz n exp(h + o(1)) /o exp(1+0(1)) Jc;ﬁﬂﬁL-Jn log n
prépondérant]
(ef. [27) (ZRDOS et TURAN, ([57, Théortme 2)
& paraitre
g(?): ZV mV )
Nombre de c v <k
cycles A
prépondérant P
log n + o(n)./Tog —2—n6—,\n log n + w(n)/n
(cf. [27) (cf. [57, § 12)

2° Résultats sur les clazses de conjugaison g

(a) tflises
§ 13) :

a part

o(p(n}) clesses, toutes les autres ont comme cardinal ([5],

nd/(1 + o(1)) exp (%gavﬁ log” n)

(v) Le cardinal “axinal d'une classe de conjugaison est n!/(n - 1) et est

obtenu lorsque la permutation P

de longueur

3° Résultats sur la divisibilitd de

1 + Une telle permutation ne coumute qu'avec

o(r) ([37).

a deux cycles, l'un de longueur n - 1, 1l'autre

(n - 1) é1énents de Sn

}

nle

Soit w(n) --=> ® , on pose :
logn logB . w(n)
A== n {1+3 log. n 1 n
€s g2 ng
- . logmn {1 logB &(ﬁ)
105*2 n log2 1og2
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Alors, pour presque tous les P € Sn ’ O(P) est divisible par tous les nombres

<A, et n'est pas divisible par un nombre prenier < B .

Enfin, pour presque tous les P € Sn s le plus grand facteur premier de 0(P)

est compris entre

n exp(- wln) JIog n) et n exp(- 1 JTogn) .
w(n)

4. Questions ouvertes.

19 Transformier les résultats du & 3 en résultats plus précis & 1l'aide de fonctions

de distribution.

2° Trouver f(n) tel que presque tous les P e S commutent avec (1 + o(1).f(n)
élémenta de S, o

30 Soit h(m) = card{P € Sn | o(p) = m} . Trouver m tel que h(m) soit maxi-

mal.

4° Calculer les movennes 3

éT'Z§ES o(P) et %(E) Z@EG(n) o(e)

n
5% Quels sont les groupes d'ordre n avec un nombre de classes de conjugzison mi-

nimal ?
6° L'ordre des sous-groupes de 8  est-il presque toujours pair ?
n

7° tous avons étudié, dans les § 2, 1 et 5, le nombre de paires qui comrutent dans
' G Btudi € nouibre i = & .
un groupe G o Btudier le nombre de triplets gy » g2 ’ g3 tels que 8s gj “j g5
pour i, j=1,2, 3.
8° D'aprds un résultat de J. J. DIXOK, la commutativité de 5/8n2 paires pammi
les n2 paires possibles asnure la commutativité du groupe. Trouver un résultat

analogue, pour assurer que le groupe soit résoluble.
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