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STATISTIQUES SUR LE GROUPE SYMÉTRIQUE

par Jean-Louis NICOLAS

Séminaire 
(Groupe du dos nombre)
13e année, 1971/72, n° G2, 6 p. 29 novembre 1371

. 

L’objet de cet expose est de résumer les travaux de P. ERDO) et P. TURAN : "On

some problems of a statistical group theory". Déjà 4 articles ont paru sous ce titre

([2], [3], [4], L5"!) et 3 autres au moins sont en préparation.

1. Introduction~
Soit S le groupe des permutations de n objets, et notons o(P) l’ordre de

la permutation P dans le groupe S . E. LANDAU (cf. [8]~ § 6l et [l0]~ chap. 2)
a défini

et montré qui log log n . part, il y a beaucoup de permutations

d’ordre n (ce qui est très petit devant ~(r~) ), il yr a au moins les (n - l~:

permutations circulaires. Il semble donc difficile de trouver une loi de distribu-

tion pour O(P) quand pourtant on a le résultat suivant.

THEOREME 1([2].- L’ordre prépondérant de T’ dans S est exp(.1 + o(l))log n
et , plus ° 

n 

Pour tout ~ , ô > 0 , il existe 5) pour n >, n 0 tous les

P 6 S , y sauf au plus ~n: , vérifient

Soit x) le nombre de P E S satisfaisant à

uniformément pour - x étant aussi grand que l’on veut.

2. Etude du groupe symétrique S .

1° Un élément P du groupe S so décompose en cycles de façon unique (cf. 
p. 137). Par exemple, pour n = 9 ?

Les longueurs des cycles forment une partition de n ~ On désigne par



les différentes longueurs de cycles de P , et par mv le nombre de cycles de 

gueur nv . On a

2° A chaque élément P ~ Sn , on peut donc associer une partition

de l’entier n . Réciproquement, une partition étant donnée, le nombre de P e sn
qui lui sont associés est

d’après une for!nule due à p. 67).

A chaque À e Sn , on l’automorphisme intérieur 03C303BB, défini par

= lP~. _1 , Si la décomposition en cycles de P est

On voit que 03C303BB (P) transforme 03BBa1 en et qu’on peut écrire â

Ainsi P et associés à la même partition. Réciproquement, si P et

Q sont associés à la mène partition, il est facile de trouver X tel que

Q = c~ (P) . La classe de conjugaison de P , , c’est-à-dire l’ensemble des 
X ~

quand coïncide donc avec l’ensemble des permutations associées à la par-

tition de P , et son cardinal est donne par (1).

3° Soit P une permutation associée à la partition 03A3
v
m
v

nv , 1 v  1: . Par-

mi les 03BB ~ Sn , il J a ceux tels que 03C303BB(P) = P, c ’est-à-dire ceux commutent

avec P et qui forment le normalisateur C(P) de P . Il y a les autres 03BB pour

lesquels appartient à la classe de conjugaison Q(P) de P. Mais si

P’ E ~(P~ , il existe une bijection entre et H(P’) == ~1~ ~ S ~ Î a (P~ = P’) .
est un élément fixé de H(P’) , l’application qui à C(P) fait corres-

pondre 03BB0 03BB~ H(P’) est une telle bijection : Lorsque P’ parcourt Q,(Pi , les
H(P’) ont tous le même cardinal que C(P~ , y et l’on a

4° Soit G un groupe fini d’ordre Il ayant pour classes de conjugaison

Q = Q , ... , ~ av~ec . = card ~, . Les résultats du paragraphe précèdent



s’appliquent, et l’on a, pour a E 1

Le nombre de couples (a y b) commutent dans G est donc égal à où k

est le nombre de classes de conjugaison de G .

5~ Dans un groupe G fini , il ne peut pas y avoir trop peu de couples

( a , b) qui commutent, autrement dit le nombre k de classes de conjugaison de G

ne peut pas être trop petit. Plus précisément, on doit avoir k >, log log N .

Avec les mènes notations 4°, les c~l doivent vérifier : q = 1 , ~~1 oi--

vise ~~ pour tout i , et ~..- 1 ,~ i ~ k . Si l’on pose xi = ~’T~q. ~ on
doit avoir : t

appendice 1, et [6]). - Soit 03B1v la suite définie par

03B11 = 2, 03B12 = 3 , 03B13 =7 , 03B14 = 43, ... , 03B1v+1 = 03B11 03B12 ... 03B1v + 1.
Si, pour v fixé et pour des entiers >osi ti=s x , x , ... , x , on a. 1Si, pour v des entiers posi tifs x2, , ... , Xv , on a :

1 ’"r + 1 . . +1  l , alors o n GL e 1 + 1 1 " " $ 1 - 1.
X1 X2 Xv 

~ 

y1 

A l’aide de ce lemme, d’une estimation de la suite 03B1 et de ( 3) , on déduit que
v

k .~ log log Iv .

6° Tout groupe fini G d’ordre n se plonge dans S ; En désignant par
1 , 2 , ... , 9 les élé ents du groupe, on fait correspondre à a ~ G la permuta-

tion

et on constate que c’est un 

Un groupe G d’ordre n étant donnée un problème classique et irrésolu est de

trouver f(n) minimum tel que G se plonge dans On a ici une réponse par-
tielle à ce problème dans le cas des groupes commutatifs. On désigne par G(n) le

nombre de commutatifs d’ordre ~ n . On a i G(n)  An (cf. [7])-

3 (L5], théorème 6). - Si ~(n) -~~ avec n , et si o ,°--°- 

’ 

.. 20142014 201420142014 lo~ n

alors tous les groupes commutatifs d’ordre  n , sauf eux, sont

plongeables dans avec f(n) = [~n/(~(n))] .

~lais si f(n) = [n ~) ~ il y a plus de c G(n) groupes comniutatifs d’ordre  n

qui’ ne sont pas plengeables dans 



3. Résultat statistiques.

1° Tableau récapitulatif.
~._.. _ ,.....~.~.,........_,.~.~..._....,...._

. ._. ~ 

~ ~n~ ~ E ~’~ 

~--_ -~-

r’"i n , Ensemble des Ensemble des ordres de P,
Groupe symétrique partitions de n quand P ~ S n

P L m nv , 1 V  k p, p. c. m. [n1 , ... , n. J

card S = n! card = p(n)
n

-- ,

Cardinaux p( n) r-J 

1 4.n/3 exp 203C0 6 Jn exp 203C0 6 n log n 
+ 0 

log n

et RAMANUJAN) ([5], Théo rème 1;

ordre n + o(1)) n exp(1+o)(1)) 
6 log2 03C0 n log n

prépondérant
(cf. [2]) (ERDOS et ([5], Théorème 2)

« paraître)

--, ~ 1~~ _-. "’ ~I 9

Nombre de 
=-, l - Lv 

1 mv ,
cycles 

1  v  k

prépondérant log n 4r n 6 203C0 n log n ± 03C9(n)n
(cf. [2]) 

f 
[5], § a 12

2° Résultats sur les classes de conjugaison :

(a) Mises â part classes, 9 toutes les autres ont comme cardinal ([5],
~ .
. ’"

(b) Le cardinal d’une classe de conjugaison est 1) et est

obtenu lorsque la permutation P a deux cycles, l’un de longueur n - 1 , l’autre

de longueur 1 . Une telle permutation ne commute qu’avec (n - 1) éléments de S .

3° Résultats sur l a divisibilité de 0(P) (f_3]).
Soit w(n) -----> on pose : x



Alors, pour presque tous les P E S ~ est divisible par tous les nombres

 A , et n’est pas divisible par un nombre premier  B .

Enfin, pour presque tous les P E S , le plus grand facteur premier de O(P)

est compris entre

4. Questions ouvertes.

1° Transformer les résult ats du § 3 en plus précis à l’ a.ide de fonctions

de distribution.

2° Trouver tel que presque tous les P ~ S commutent avec ( 1 + 
n

de Sn .
3° Soit h(m) = card{P ~ Sn 1 = m3 . Trouver m tel que soit maxi-

mal.

~.° Calculer les moyennes:

5° Quels sont les groupes n avec un nombre de classes de conjugaison ni-

nimal ?

6° L’ordre des sous-groupes de S est-il presque toujours pair ? 
’

n

7° avons étudié 9 dans les § 2, 4 et 5, le nombre de paires qui commutent dans

un G . Etudier le nombre de triplets g2 , g3 tels que gi g’7 
-- g. J.

pour i, ~-.1, 2, 3 .

8° D’après un résultat de J. J. la commutativité de 5/8n2 paires parmi

les n2 paires possibles la commutativité du groupe. Trouver un résultat

analogue, assurer que le groupe soit résoluble.
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