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LOCALISL?ION DES Z3RCS DB POLYIGHES RECIPROOUE

nar Jean-llari. HASUENOPH

Le théoréie de Rouchd nmeret de déterniner la »osition, per rapport au cercle uni-
té, des zdros de certains polynfues. Bn particulier, si P(X) e EiX] ¢st un volynd-
me réciproque de degré 2n (ctest-a-dire tel que P(X) = in P(l/X)), uwr. théoreéne
de Cahn ([2], [3]) wontre que P(X) adiet 2 1'intdéricur du cercle unité sutant de

zéros que le polyndne
p,(x) = 2™ pr(y/x) .
On en déduit facilenent, en dcrivant P  socus la forne

L - < +n =1
720 + a Y L + a An+1 + 2a Vi + a X + ese + a1 X + a.O ’

P(X) = E‘,O VIS 1 n—=1 " Ty 1

les résultats suivants :
19 Si
1 a >n 2. e, 0gign i#n=-1
() _In—li llll’ ~N NS H ; ’
P(X) adact exacteient denx racines conjuguées sur le cercle unité ,n=1 2al'in-
térieur et autant & 1l'extdrieur.

20 Si
(2) gl P20yl , 0sign-1,

P(X) n'adaet avcune racine sur le cercle unitd.

"

La mithode de £, COMIIS [17] neriet d'obtenir des résultats en sens inverse. De

facon précisc, «n a le résultat suivent.

TiIZOREME 1. - Soit P(0) e o[ %] un pelyndne récinroque irrdéductible de degré

2p 2 4, n'2dettant que deux zdéres conjuguds sur le cercle unité. Llors P adiet

un multiple de la forae

/-, 20 , n-1 n n~1
'Y = 1{ X o 0. - L N ]
Q(4) = by + b, + +2 X +b X4 + by
& coefficients dans Z , dont p au plus s.nt non nuls et tels que @
(3) "bn_ll >Zilbll ] 0 S i S n., i * ne-1>1.

En posant Ql(K) = b0 + bl L+ ...+ b‘1 X" , on A donc
4

alz) = (1) + 2 o (1/%)



n
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et le thécrdne de Rouchs nontre que Ql adciet n - 1 racines a l'intdéricur du cer-
cle unitd, ¢t vne racine réolle & 1'extérieur.

A
THEOREIE 2. - Scit D(X) € o/ X7 un polynbue ricinrorue irrdductible de degré
2p > 4 n'adnettont avcune racine sur le cercle unité. Alors P adnet un multiple
Q(x) = by % 4 eee + 2b ' F eee + bo a coefficient: dans 2, dont p au plus
sont non nuls, et tels que @
bo| > 2, b, 0<ig<n=1,
(9 bl > 5 [v, |, 0<is

I1 en résulte qu'une conditicn nécesseire et suffisante pour qu'un nenbre algibri-
que T de dogré pair, dont le polynbiae irréductible est rdéciproque, ne soit npas
situé, ainsi que tous sces conjuguds, sur le cercle unité, est qu'il soit racine d'un

polynfne Q dont les coefficients vérifient 1'indgeolité (4).

Par contre, le théorérie 1 ne donne pas de condition nécessaire et suffisante, 2

cause d¢ la constante n  dans (1).

Dénonstraticn du théortne 1., = Ddsignons par

1 P L/ .
= T( ) et T = 1/7 les racines de nndule 1 de P,
J

( 3 ct 1/7(3)
(i) 4 /() -
(3) 3 =85+ 1,..9 5+t , les racines conplexzes,

(T et 1/f(j) ,j

=2 ,..04 8, les racines réclles,

et hosens T = T + l/T s K= g est de degré =8 + 2t .

Soit

Géfini par

(x))

X > (al(x) s see o (GS(X> s+t

’
. ..\ . .
le plongenent canonique de I, c (T) = T(J’ = T(J) - 1/7(3)

o Cle

Pour tout i E.E y DOSONS Ti = (7 +-(1/Tl)) « I1 est facile de voir que

T.=2, T, , ecu Tp—l forment une bases de X sur Q. et que

5 A L ; - s i1
(5) e Lj = Ti+j + Ti—j y pour tout i et j S

Enfin ITil <2 pour tout i et lin, m]T§J>! =4 ® POUr § =2 , ees 5 S+t

U

Soit B 1l'ensenble dos x € K qui s'derivent sous 1n

C

f
x:iﬁa’ﬂ, 0<Lign, avec a, € ,etaal$l, ne il .

1

[ )
o

»

B est une nortie convexe, dquilibrée ot absorbante de K (considdré con e cspace
vectoriel sur J@) sy ¢t la relation

X! =inffd e @" | x e AB)

2o . . - T —_ _—r) -
définit une seni-norwe sur ¥ ([ 4], [5] chap. V), ot (5) rontre que

(6) el 2
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L étent le coumlété de K puur la topologie Hroduit de K sur ,3 s On peut nro-

longer cette se i-norme en une seni-nornc d'algebre sur L o L'ensenble des éldéments

de L de seni-ncrmie nulle est done un iddal

AJ = {y = (y1 y see 3 ¥ ) ] yj = 0 pecur tout J e J}

do A, ob J ddsigne une vartie finie de {1, 2, eee , s + t} o Pour déterainer

s+t

J , on utilisera le résultet suivant

. ., . s t
IFMMBe - Soient U 12 boule unitd d'une seni-norne sur L =R x C , et

~ ~ —

f: A~~>R ou C une erplication Re-lindairc.

~ ———— ~

’

Alors f s'snnule sur les #1&wents de seni-ncrme nulle si, et seulement si, f£(U)

est bornde.

BEn renarquant que U n o(X) est 1'sdhdrence de o(B) dans o(K) , et en apnli-
quant le lemne aux prejections 4L -—-=> R ou C , on obtient
] - e S mld)
j € J <==> 1'ensenble des a. Ti

5 avec Xlai’ L1

est bornd, d'ov J = {1} .

I1 en résulte que la scai-nomie d'un ¢lénent de 4 ne dépend que de sa premiére

composante, d.nc, pocur tout x e X,
[ -
Xl = ¢ |c1(x)l ou C est une constante.

L'indgalitd (6) nontre que C = ”ll} > 1/2, et come 1= (1/2) TO € @/9B, cn a
Il < /2, atod ¢ = 1/2.

Bn particulier, . H‘H = l/2lT| <1, donc il existe X € Q+ y A< 1, tel que

T=22 a 7, 0<ign, ol les a, sont dans Q@ et vérifient Zla | < 1.

. . p . C . n .
Aprds réduction ~u néne denominateur, et ruiltiplication per T , on obtient une
équation elgébrique dont T est racine, et dont les coefficients satisfont 1'ind-

galité cherchdée.

La démons%rytiun du théorene 2 se fait de la udne fagon, nais aucun des cnsembles
1 t. ’ 1 z | ' P . .
des &, Tij n'dtant borné, on o Hyh =0 ypour tout y& 4 . En particulier,
”1” =0 < 1/2 dans X s donc on a une relaticn du type

5 S T,y 0<ign, avec ay €9, et Z]ail L1, Me Qf et A< 1/2 ’

It
>
M

1

ce qui donnc 1'équation cherchée.
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