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G1-01

LOCALISATION DES ZÉROS DE POLYNÔMES RÉCIPROQUES
par Jean-Marie HASQUENOPH

~ c~’ 

13e année, J. 97 1/r 2, n° Cx 1, 4) . ~~ novembre 1971

Le thécrème de Rouché permet de la ’par rapport au cercle uni-

té, des zéros de certains En particulier, si P(x) e Q[X] est un polynô-

de réciproque de degré 2n (G ’est-à-dire tel que P(x) = X P(1/X)), un théorème
de Cohn ([2], [3]) montre que P(x) à l’intérieur du cercle unité autant de

zéros que le 

On en déduit facilement, en écrivant P sous la 

les résultats suivants :

1° Si

admet exactement deux racines conjurées sur le cercle unité , n - 1 à l’in-

térieur et autant a l 

P(x) aucune racine le cercle unité.

La. méthode de A. COMMES [l’] d’obtenir des résultats en sens inverse. De

façon précise;, un a le résultat suivant.

THÉORÈME 1. - Soit p(X) ~ Q[X] un polynôme réciproque irréductible de degré
2p  4 y n/?.d-.ettant d,oux sur ie cercle unité. Alors P ad.det

un multiple de la 

à coefficients dans Z , dont p au plus non nuls et tels 

En. posant ~~ + ... ° + bn donc



et le thécrème deRouchë nontre que Q admet n - 1 racines à l’intérieur du cer-

cle unité, et rne racine ruelle à 1 ’extérieur.

THÉORÈME 2. - Soit P(X) ~ QJX"’ un polynôme réciproque irréductible de degré

2p  4 n’admettant aucune racine sur le cercle unitë. Alors P admet un multiple

Q(X) == b0 X + ... + 2b Xn + «. + b à dans Z , dont p au plus

sont non et fols que :

Il en résulte qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’un nombre algébri-

que ï de degré pair, dont le polynône irréductible est réciproque, ne soit pas

située ainsi que toua ses conjugués, sur le cercle unité, est qu’il soit racine d’un

polynôme Q dont les coefficients vérifient l’inégalité (4).

Par contre, le théorème 1 ne demie pas de condition nécessaire et suffisante, a

c au s e do la constante n dans (l).

Démonstration du théorème 1. - Désignons par

ï == ï~ ~ et T == 1/T les racines de nodule 1 de P ~

03C4(j) / et 1/03C4(j), J == 2 ,..., s , les racines réelles.
03C4(j) et ,
03C4(j) 03C4(j) ;-j==s+l.,.«s+t,les racines complexes,

et posons T == T -+ 1/T ; K == Q(ï) est de degré p = s + 21 .

défini par

le plongement canonique de ci(T) == T(j) == 03C4(j)- 1/03C4(j).
J

Pour tout i e posons T. === (03C4i +’ (1/03C4i)) . Il est facile de voir que

T == 2 y T1 , ... , T base de K sur Q y et que

Enfin T . )  2 p;> ?Jùr tout 1 et l ii; . --+ ) / = + m pour j = 2 , ... , 5 + t .

Soit B 1 ’ e n s ei:, °n 1. =i d ;i is x OE Il qui s’écrivent s J u s 1 x> forme

B est une partie convexe, équilibrée ot absorbante de K (considéré com Le espace
vectoriel sur Q) y et la relation

définit une TL ~ ~. ~~~9 ~~ ~ chap. et (5) contre que



A le de K la topologie prjduit de K sur Q y on peut pre-
longer cette en une d’algèbre sur A . L’ensemble des éléments

de A de semi-norme nulle est donc un idéal

do A y où J désigne une partie fini e de {1 , 2 , ... , s + t} . Pour déterminer
J y on utilisera le résultat su.ivant :

f R!KME, - Soient U 1-". boule unité d’une sur A=R x et

f : C une application R-linéaire.

Alors f s’annule sur les de semi-norme nulle si, et seulement siy f(u)
est bornée.

En remarquant que U n c-(K) est 1~ adhérence de cr(B) dans et en 

quant le lemme aux projections A 20142014> R ou C , on obtient

est borné, y d’ou J ~ ~ 1 ~ .

Il en résulte que la. d’un de ~1 ne dépend que de sa première
composante, tout x e rL ~

L’inégalité (6) rentre que C = !(l’J 1/2 , et comme 1 == e (1/2)B , en a
Jjl)j 1/2 , d’où C = 1/2 .

En particulier, , =  1 ~ donc il existe ~ ~ X  1 ~ tel que

a -L T -L , où les a. sont dans et vérifient 1  1 .

Après réduction au marne dénominateur, et multiplication par on obtient une

équation algébrique dont T est racine, et dont les coefficients satisfont l’i.né-

galité cherchée.

La démonstration du théarëne 2 se fait de la mène façon, mais aucun des ensembles
des Ia~ n’étant borné, on a = 0 pour tout A . En particulier,
~1~ = 0  1/2 dans donc on a une relation du type

ce qui donne l’équation cherchée.
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