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FONCTIONS g-ADDITIVES ET LES SUITES A SPECTRE VIDE

par Michel MENDES FRANCE

Introduction. - Soient

N=vee € eee €, © et m= ... €' e! ces ! eé

P ep--l 170 p p-1 1

deux entiers non négatifs écrits dens le systéme décimal. On dit que n domine m
(n >m) , si, pour tout p=0, 1, ... , ona e >e'. Ceci définit un ordre
partiel sur les entiers (exemple s 4312 > 202 ). Soit q(n) le nombre d'entiers

m >0 qui sont dominés par n .

Soit, d'autre part, M = (mn) la suite croissante des entiers "quadratfrei'.

Alors la suite (Log q(mn)) est équirépartie (mod 1) .

L'objet de cet exposé est de montrer comment on atteint ce style de résultat.

Cela requiert un certain nombre de préliminaires.

lre partie

Spectre d'une suite

1. Suites & caractére presque-périodique.
Soit M = (mn) une suite non décroissante d'entiers positifs. On pose
x(k) = cardfn e N | m o=k} .

On appellera ¥x 1la fonction caractéristique de M (si M est strictement crois-

sante, on retrouve la notion habituelle de fonction caractéristique).

Par définition, la suite M est & caractdre presque-périodique (c. p.~p.), si

x est une fonction presque-périodique au sens de Bésicovitch, bornée, non nulle.

Cela signifie que, pour tout & >0 , il existe un polynfme trigonométrique
6: N->C

Al
~

tel que

1
Iy - 6l = Lim sup = 3 |x(k) - 6()| < e .

n—o k=0

Exemple 1. - Soit o« >0 . La suite ([am]) est & c. pe~p. ( [x] désigne la
partie entidre de x ).
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Exemple 2. - Soit E une partie finie ou infinie de N , telle que 2 %-< © ,
nek
Soit M(E) 1la suite croissante des entiers qui ne sont divisibles par aucun élé-

ment de B . Alors M(E) est & c. p.-p.

En effet, si E est fini, M(B) est & caractdre périodique. Si B est infini,
M(E) est une Mimite" de suites & caractéres périodiques. Elle est donc & caracte-

re presque-périodique.

La suite des entiers "quadratfrei' tombe évidemment dans cette classe.

2. Spectre d'une suite.

Soit A = (hn) une suite infinie de nombres réels. On appelle spectre de A
(sp(A)) y l'ensemble des o € R tels que la suite A+ oll = (Kn + an) ne soit pas

équirépartie (mod 1) .

On montre sans peine les deux résultats suivants :

, \ :
THEOREME 1. - L'ensemble Sp(A) est de mesure (de Lebesgue) nulle.

d A
TIEOREME 2. - "Presque toutes" les suites A ont un spectre vide ('"presque tous"

au sens de la mesure de Haar sur le tore (E/g)ﬂ ).

Le dernier théoréme montre qu'il y a un certain intér2t & considérer des suites a

spectre vide. I1 est d'ailleurs facile d'en donner une caractérisation :

’ A Y
THEOREME 3. - Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est 3 spectre vide ;

(ii) Pour toute suite d'entiers non décroissante M = (mn) a C. Pe~Ps, la suite

Ay = (xm ) est équirépartie (mod 1) .
n

by

Montrons en effet que (i) implique (ii). On considdre la somme de Weyl relative &

n
1 < W
o == 2 exp 2im L\ (Lez”) .
n"n o, m,

Soit ¥ 1la fonction caractéristique de M . On a

m
n
1 .
o, =3 > x(k) exp 2im 2+ o(1)
k=1
m
Bl5 ) (1)
= o xlk) exp 2im 4N+ o1l .
] g’
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Comme par hypothése M est & ¢. p.—p., . tend vers une limite finie A quand

n->o ., Soit, par ailleurs, 0 un polynfme trigonométrique. On a

m m
o. N A— Z o(k) exp 2in LN+ A= Z (x(x) = 6(x)) exp 2im 2 .
n mn k=1 n k=1

La premidre moyenne au second membre tend vers O , car sp(A) = {6 . Done

lim sup IO | < A“X -8l .

n—xo

e > C étant donné, un choix convenable de 6 permet donc de rendre lim suplon!

inférieure & ¢ . Donc o, ->0 .
C. Q. F. D.

La réciproque se démontre de fagon analogue.

Exercice d'application. — Montrer que, pour tout o >0 , la suite (J2 [ozn]z)

est équirépartie (mod 1) .

2e partie

Fonctions g—-additives

1. Définition et caractérisation.
RV N e o

T A e e e e e e e AN e e

by

La nction de fonction g-additive est due & GEL'FOND. Soit g > 2 un entier sup-
posé fixé une fois pour toute. Une fonction f : N -»>R est dite g-additive, si,

. X a
pour tous entiers a , k , b *els que a>0, k >0, Ofbsg -1, o0n a

£(ke® + 1) = £(xe®) + £(p) .

(Ceci implique f(O) =0 .) Par exemple, f(n) =n est g-additive. De méme, la
fonction s qui, & l'entier n fait correspondre la somme des chiffres de n ,

écrit en base g .
Dans la suite, on adopte la notation suivente :

[e~]

n= 3 e (n) & ,
ou les ep(n) sont des entiers e, (n) <g- 1, tous nuls pour p > 1 + [iggz

On considérera ep comme une appllcatlon de N sur G= {0, 1, se0 yg=11.

’ \
THEOREME 4. - Une fonction f : N —>R est g-additive, si, et seulement si, il

existe une suite de fonctions réelles Wy v P9 D5y eee définies sur G , nulles
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en 0, telles gue

La démonstration est élémentaire, et repose sur 1'identité

f(3 o) =3 e (n)e)
p:O P p=0 p

vérifiée par les fonctions g-additives. (En fait, wp est définie par

wp(a) = £(ag®) .)

2. Propriétés de moyennes.
MMAN‘M’\M’WW

On a le résultat suivant :

THROREME 5. - Soit f une fonction g-additive réelle,

[eo]
f:ZcD"e .
o P

1Y
Alors
1 n-1 © g=-1
1im sup ;-I Y exp 2in fk)| = T = |2 exp 2ino (a)| .
n— k=0 p=0 € a=0 P

Donnons ici une "preuve heuristique" du théoréme ! Considérons le groupe compact
& o (g/gE)E muni de 1a mesure de Haar normalisée p . Soit e = (e(n)) e (G?IF-)E
K
une suite équirépartie dans Gi . Alors le théordme de Weyl montre que, pour des

. . N
applications & : G~ =>(C convenables, on a

n
(1) lim %- 7 a(e(x)) = J N 3(1) du(m) .
n-xo k=1 G~
e(k) étant un élément de & , nous préférons éerire e(k) = (eo(k) , el(k) y eee)
et la formule (1) devient
1 n ( o]

1im_’ Z @ € (k) y £ (k) ’ ‘-') = @(’q [} ’n 0.-) ﬂ d\)(’n )

o B et 0 1 & 0 1’ p=0 p’ '’
o4 v est la mesure de Haar normmalisée sur G . En particulier, si & se factori-

se,

=]
@(X,\ y X ) .'-)= n é(x) ’
o r % o0 PP

on obtient
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1 2z > &l
(2) lime 2 T oa(e () =1 =3 8f) ,
n-—o =1 p=0 PP p=0 a=0 p
; &1
car JG=-§% .

Enfin, remarquons que la suite e = (e(n)) e (Gﬂ)ﬂ y OU
e(n) = (eo(n) ’ el(n) 9 see ep(n) ’ o-n) )

est équirépartie dans GE o Choisissant @p(x) = exp 2im wp(x) , on obtient

1 n ©® g1
(3) HmE-Z exp 2im f(k) = TI = 2 exp 2im o (a) .
noo k=1 p=0 & a=0 P

Cette formule est plus précise que celle qui est énoncée dans le théordme 5, mais
en contrepartie, elle n'est valable que si 1l'on fait des restrictions sur les mp
de fagon & pouvoir appliquer le théordme de Weyl. Une technique entidrement diffé-

rente permet toutefois d'établir le théordme rigoureusement (voir [7]).

COROLLAIRE. - Soit ¢ : G ->R telle que ®(0) = 0 , et ayant au moins une va-

leur irrationnelle. Soit fcp la suite dont le n-iéme terme est

<

fcp(n) = pEO cp(ep(n)) .

Alors le spectre de fw est vide. En particulier, fm est équirdpartie (mod 1) .

La preuve s'appuie sur le fait que la moyenne de Weyl

n
lim supﬁl— | T exp 2im 4(£,(k) + ko) |

k=1
est égale 2a
® g-1
M =2 exp2in 2(w(a) + axg®)|
p=0 & &=

quantité qui est nulle pour tout o .

Exercices d'application.

(1) Soit de N . Soit sd(n) la somme des puissances d° des chiffres de 1'en~
tier n (si d =0, on pose =0 ). Alors la suite (xsd(n)) est dquirépartie
(mod 1) si, et seulement si, x € R -Q.

(1i) Soit q(n) 1le nombre d'entiers m qui sont dominés par n (voir 1'intro-

duction). On montre sans peine que
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=]

q(n) = ;10 (1+ ep(n)) .

En déduire que, si M = (mn) est une suite & c. p.-p., alors la suite (Log q(mn))

est équirépartie (mod 1) .
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