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INDÉPENDANCE ALGÉBRIQUE DES VALEURS DE

LA FONCTION EXPONENTIELLE

par Michel WALDSCHMIDT

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
12e année, 1970/71, n° 6, 8 p. 21 décembre 1970

Nous énonçons d’abord un résultat simple de transcendance [5] ;
RAMACHANDRA [6]) :

THEOREME 1. - Soient x~ (resp. y , y~ ~ Y3 ) des nombres complexes p
linéairement indépendants. Alors l’un des six nombres

est transcendant.

On en déduit que, si x1 , ... , x (resp. y , y2 , y3 ) sont Q-linéairement

indépendants, panni les 3n nombres

n - 1 sont transcendants. RMiACHANDRA [6] conjecture que n - 1 de ces nombres

sont algébriquement indépendants. Un cas particulier est une conjecture de 

(SCHNEIDER [?’ ~, problème 7) :

"Si a est un nombre algébrique différent de 0 et de 1 , et si b est algé-

brique de degré d > 2 , les d - 1 nombres

sont algébriquement indépendants".

GEL’FOND a démontré que, pour d ~,3 , deux de ces nombres sont algébriquement
indépendants.

D’autre part, LANG ~5 ~ a conjecturé (SCHNEIDER C7 ~, problème 1) que, si x , x
(resp. y1 , y2 ) sont Q-linéairement indépendants, l’un des quatre nombres

est transcendant. D’après ALAOGLU et on en déduirait que le quotient de

deux nombres colossalement abondants consécutifs est premier ; le théorème 1 montre

qu’un tel quotient est, soit premier, soit produit de deux nombres premiers dis-
tincts.

Nous allons voir que ces conjectures sont des cas particuliers d’une conjecture
de SCHANUEL [5 ] :



Conjecture de Schanuel. - Si ... , 03B1n sont des nombres complexes Q-

linéairement indépendants y le degré de transcendance sur Q du corps

est supérieur ou égal à n .

CONJECTURE 1. - Soient ... , x y , y2 ) des nombres complexes

Q-linéairement indépendants. Alors n - 1 des 2n nombres

sont algébriquement indépendants.

La conjecture 1, qui généralise celles de LANG et de RAMACHANDRA, est une consé-

quence de la conjecture de SCHANUEL.

En effet, si n est la dimension du Q-espace vectoriel engendré par x. y.
/ B 

" ~ ~

(1  i  n , j = 1 , 2) , avec 0 x l  n , la conjecture de SCHANUEL a pour con-
séquence que le degré de transcendance sur Q de

... ’ ~1 ~2 "’ ’ ~2 ~n ’

est supérieur ou égal à n + ;~ , Or, le degré de transcendance de

est inférieur ou égal à i + 1 . Donc n - 1 des nombres

sont algébriquement indépendants.

THÉORÈME 2. - Soient x1 , ... , xN (resp. y , ... , yM ) de s nomb re s c om-

plexes linéairement indépendants. Si ~t) ~ c’est-à-dire (M >, 4 et

N ~ 4~ ou ~~~ >~ 3 et ~~ >~ ~ ~ , alors deux des nombres

sont algébriquement indépendants.

On en déduit que, si K est une extension de Q de degré de transcendance infé-
rieur ou égal à 1 y et si y~ sont des nombres complexes tels que



alors 1 , y1 , y2 sont Q-linéairement dépendants.

Avant de démontrer le théorème 2, rappelons le schéma 
de la démonstration du théo-

rème 1. On suppose que la conclusion du théorème 
est fausse, et soit K le corps

obtenu en adjoignant à Q les six nombres

lo Soit n un entier assez grand, r = (4n)3 . Un lemme de Siegel prouve l’exis-
tence d’entiers algébriques de K, a.. (1  i  r ; 1  j  r) , non tous nuls,

majores ainsi que leurs conjugués par

r r

et que 1 a .- a.. ~, 
+ ~x ~ z~ 

2° La fonction F n’étant pas identiquement nulle, il existe un entier s et

trois nombres h~ , h~ + 1 , j = 1 , 2 , 3) tels que

+k~y~) = 0 , pour tout k~ , k~ avec 

3° Le principe du maximum, sur le cercle centré à l ’origine 
et de rayon s3/2 ,

permet de majorer F(w) :

4° F(w) est un nombre algébrique non nul, dont on peut majorer les conjugués ;

soient ... , 03B1d ces conjugués, 5 un dénominateur de on a alors

5° Pour n assez grand, donc s assez grand, les conclusions des 3° et 4° sont

incompatibles, et le théorème est démontré.



Pour généraliser le théorème 1, et obtenir un théorème d’indépendance algébrique,

la difficulté vient essentiellement de la partie 4° : le nombre F(w) , que l’on

doit minorer, est un polynôme en un nombre transcendant. LANG [5] définit un type

de transcendance qui lui permet de minorer chaque polynôme, mais il n’obtient ainsi

qu’un résultat partiel. Une autre méthode, due à C 3~, consiste à utiliser

une suite de polynômes, et à montrer que l’on peut minorer l’un d’eux. Pour utili-

ser ce critère, il f aut alors connaître une majoration du nombre de zéros de la

fonction F . Voici donc les trois lemmes qui seront utilisés dans la démonstration :

LEMME 1 (SIEGEL [~8]). - Soient n et r deux nombres entiers positifs, n > r ,

des nombres entiers relatifs. On pose

Alors il existe n entiers relatifs XA , ... , x , non tous nuls, tels que
.,.....,..~... 1 n -- . 

-... -.... - - - 
.. 

- > - 
.-...-

LEMME 2, - Soi ent b1 , ... , b des nombres complexes non tous nuls,
1 n -- .-- . 

- 
- - 

-.. - 
.- 

. - 

-. - - . -

w1 , ... , w des nombres complexes deux â deux distincts. Le nombre 
de zéros de

la fonction

comptés avec leur ordre de multiplicité, dans le disque ) p , est inférieur à

LEMME 3. - Soient al et 03C32 deux fonctions réelles de variable réelle

x , strictement croissantes y qui tendent vers l’infini avec x ; soient a1 et a2
deux nombres réels supérieurs à 1. On suppose que, pour tout x réel positif, on a

On suppose qu’il existe un entier N~ positif et, pour tout entier un



polynôme PN ~ Z[X] , non nul, de hauteur HN et de degré dN , tel que

Alors a est algébri ue, et il existe un entier NI tel que, pour ~I > N~ 9 on
ait =0 .

Démonstration du théorème 2. - Supposons la conclusion du théorème 2 fausse. D’a-

près le théorème 1, l’un des nombres

est transcendant ; soit K un corps contenant ces nombres, et de degré de trans-

cendance 1 sur Q . Nous considérerons le cas simple où K = a étant un

nombre complexe transcendant sur Q , et où les nombres exp(x. y.) (l ~ i ~ I~ 9’~ " "

1 ~ j ~ appartiennent à Soient r le maximum des degrés de ces poly-

nômes, et X un nombre entier arbitrairement grand. Nous désignerons par kn
(n 6 ~~~ des constantes indépendantes de X .

1° II existe une famille d’ entiers rationnels non tous nuls,

majores par A ) ~ et tels que la fonction

On considère le système linéaire homogène en p(x) :

Le lemme 1 prouve l’existence d’une solution non triviale.



2° Il existe une constante l~A indépendante de X, et des entiers ... , b~~
tels que, pour X assez grand, on ait

On utilise le lemme 2y avec p = et 03A9  2(l + 2NXM x k3) , où
max (x.) .
1iN

3° On a |F(b1 y 1 
+ ... + bM yM)|  exp - 1 8k2 XMN Log X .

La fonction F admettant les zéros z = a.y = a1 y1 + ... + aM yM (1  aj  XN ;
1  j  M) , la fonction F(z) x il (z - ay)" est entière. D’où

p;

Le second membre est majoré par

4° Le nombre ~ vérifie les hypothèses du lemme 3.

En effet, F(b.y) est un polynôme non nul en c~ , à coefficients entiers ration-

nels. On pose

pour tout X assez grand. Donc a est algébrique, ce qui contredit le théorème de

Lang.

Pour terminer, citons d’autres résultats du même type ; si, dans la démonstration,

on utilise les dérivées de la fonction ? , on obtient les deux théorèmes suivants,

qui améliorent un théorème de Gel ’fond [3] et un théorème de Snelev [9] :

THÉORÈME 3. - Soient x x , x (resp. y , y , y3 ) des nombres complexes
linéairement indépendants sur Q . Alors deux au moins des nombres

sont algébriquement indépendants.



4..- Soient x , x y , y , y , y4 ) des nombres complexes~ 
’ 

° 
_...._..~.. ~ 2 ---.-...- ~ 2 3 4 -. --. - ... - . - . , ... ;.. - . 

-- 

-- 
--

Q-linéairement indépendants, Alors deux au moins des nombres

sont algébriquement indépendants.

Enfin, si on utilise une fonction du type z -+ I p(X) z03BB0 exp(03A3 x. x, z)
(X) 

~ ~

et ses dérivées, on obtient les deux théorèmes :

THÉORÈME 5 (GEL’FOND [31) . - Soient x , x (resp. ôr , y , y3 ) des nombres
complexes Q-linéairement indépendants. On suppose qu’il existe un entier n0 e t
un nombre réel positif T tels que, pour tout n , n2 entiers relatifs avec

Alors deux des nombres

sont algébriquement indépendants.

THÉORÈME 6 ([l0]). - Soient x1 , x (recp. y1 , y2 ) des nombres complexes Q-
linéairement indépendants. Si les deux nombres exp(x1 y2) , exp(x2 y2) sont algé-

briques, alors deux au moins des nombres

sont algébriquement indépendants a

Le théorème 6 résoud la conjecture de Lang dans le cas particulier où

est une extension de Q de degré de transcendance inférieur ou égal à 1 .

Un autre corollaire intéressant du théorème 6 est la solution du problème 8 de

SCHNEIDER (C7 ~i ~ ~0 ~~ ~ Si r est un nombre rationnel non nul, l’un des deux nom-

bres exp exp e2r est transcendant. D’autre part, si a est un nombre algé-

brique différent de 0 et de 1 ~ l’un des deux 

est transcendant. De même, l’un des deux nombres exp exp est transcen-

dant.

Citons une dernière conséquence du théorème 6 :
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Soient a1 , a , b des nombres algébriques, tels que Log Log a2 soient

Q-linéairement indépendants, et Alors deux au moins des quatre nombres

sont algébriquement indépendants.
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