JEAN-MARC DESHOUILLERS
Crible d’eratosthene et étoiles isolées

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 12 (1970-1971), exp. n° 3,
p.- 1-11

<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1970-1971__12__A2_0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1970-1971, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1970-1971__12__A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séninaire DELANGE~-PISOT-POITOU 3-01
(Théorie des nombres) |
12e annéde, 1970/71, n° 3, 11 p. 30 novembre 1970

CRIBLE D'ERATOSTHENE ET ATOILES ISOLEES

par Jean-Marc DESHOUILLERS

0. Intrcduction.
Nous nous proposons dans cet article de résoudre le probléme suivant :
Soient {u} = {ul y Uy g eee s uk7 et fv} = (vl AN vk} deux k-
uplets de nombres relatifs ; soit ﬂgu} {v}(x) (ou n(x) , lorsqu’aucune confusion
< ’ B
n'est & craindre) le nombre de couples d'entiers positifs {m , n} satisfaisant

les conditions suivantes @
(4) m< X et n<x ,

1
(B) pour tout entier i tel que 1<1 <k, on a (m - ui s L - vi) > 1 ( ).

\ - .- . . 2 ! 2
Le probleéme est de montrer qu'il existe une relation de la forme n(x) = oX + o(x ) ’
i. e. 1'ensemble des couples de nombres satisfaisant les conditions ci-dessus admet

une densité positive par rapport & 1'ensemble des couples d'entiers.

La méthode utilisée est une adaptation du crible d'Eratosthéne dont le principe

est énoncé dans le lemme 1.

L'exposition de la méthode constitue le premier paragraphe ; le second est consa-
cré & 1'étude du terme principal et du terms erreur ; dans le troisitéme paragraphe,
nous appliquerons les résultats obtenus & la résolution d'un probléme posé par

B. SAFFARI (communication orale).

1. ;e crible d'Eratosthéne.

Dans ce paragraphe, ainsi que dans le suivant, les k-uplets {u} et {v} sont

supposés fixés.

LEME 1 (Principe du crible). — Soient & un ensemble, et « s By eoe une fa-

mille de propriétds concernant les éléments de & . Soient Na le nombre d'éléments

de & possédant la propriété o, NQB le nombre d'éléments de & possédant les

propriétés o et B, etc. Alors, le nombre d'éléments de & possédant au moins

1 . o .
(') Dans tout cet article, {fm , n} désigne le couple formé par les entiers m
et n; (m, n) désigne leur Pe &+ C. d., tandis que [m , n] représente leur
Ps Pe Co me Si n est différent de zére, nous conviendrons que (n ’ 0) = (0 ,rﬁ =n.
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1l'une des propriétés o , B 4, +.. est

N N sees ™ "'N =~ eee N + oo .
o * g Vep By * oy

Cette formulation du principe du crible est équivalente au théoreéme 260 de HARDY

et WRIGHT (cf. [17, p. 233).

Pour notre probléme, nous prendrons pour ensemble & , 1'ensemble des couples
d'entiers f{m , n} tels que mgx et n<x.

Soit fa} = {al y see g ak} un k-uplet de nombres entiers. Nous dirons qu'un
couple d'entiers {m , n} appartenant 4 & posséde la propriété ®{a} , si, pour
tout entier 1 compris entre 1 et k , on a 8, I (n + u; , 0+ vi) « Soit

n(x 3 8) 9 ey ak) le nombre d'éléments de & possédant la propriété ffa} .

Le probleéme que nous nous proposicns d'étudier peut maintenant se formuler de la

facon suivante :

Trouver le nombre d'éléments de & possédant au moins une propriété @{p} , le

k-uplet {p} étant constitué par des nombres premiers.

I1 nous faut savoir maintenant ce que sont les propriétés oB , OBY 5 eoe (avec

les notations du lemme 1) ; cela nous sera fourni par le résultat suivant

LEME 2. - Soient {p} , {q} , ... une famille finie de k-uplets. L'ensemble

des couples d'entiers possédant les propridétés @{p} , ®q} , ... est 1'ensemble

des couples d'entiers possédant la propriété Pfal (gg a; = [pi s 4 eee])e

I1 suffit de constater que, pour tout indice i , les congruences

(m + u; , 0+ vi) =0 (mod pi) , (m + u, , 0+ vi) =0 (mod qi) , cee

sont équivalentes & la congruence

m

y 00 ]) .

(m + W o, R+ vi) 0 (mod [pi y Q.

1

En particulier, si les k-uplets {p} , fq}, ... sont constituds par des nom=-
bres premiers, le k-uplet {a} , qui en résulte, est constitué par des nombres

"squarefree" distincts de 1'unitd.

Remarquons maintenant que %(x ; 8y cee ak) ne peut &tre positif que s'il
existe un. couple de nombres entiers Im , n} tel que, pour tout indice i s ON &

a, I (m + U, o, 0o+ vi) y c'est-a~dire que les nombres a, doivent vérifier

(1) (ai ’ a,j) i (lui —ujl ’ lvi" vjl) ]

pour tout couple d'indices distincts i et Jj « Donc, seuls sont intdéressants les
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k-uplets {al constitués de nombres "squarefree" distincts de l'unité qui satis-

font la condition (1) ; un tel k-uplet sera dit "élémentaire". Nous dirons qu'un

k-uplet est '"premier'", s'il est élémentaire et constitué par des nombres premiers.

Appliquons maintenant le lemme 1 & notre probléme :

(o0}

(2) wlx) = §

r+1 :
v (_ l) ZR(X; f_pl,l 9 °*° 3 pl,r] 9 *°e [pk,l 9 *°°* pk,]’.‘]) H

1
la seconde somme étant étendue & toutes les familles de r k-uplets distincts

constitués par des nombres premiers (distincts ou non).

Soit fal y eoe ak} un k-uplet constitué par des nombres "squarefree'" dis-
tincts de 1'unité ; cherchons combien de fois le terme Ti(x 81 g eer s ak) in=-

tervient dans la seconde somme. Scient Py 9 see s Py les facteurs pre-
b4

1,w(ai)
miers de a; il faut savoir combien on peut former de familles de r k-uplets

{ql g Y j} possédant les propriétés suivantes :
9 ’
(i) q, ., est un facteur premier de a,
quj P i
(ll) [:q'i,l 9 cseo o qi,r] = ai .

Nous sommes amenés & considérer le problime combinatoire suivant :

LEMME 3. - Soient A1 ’ A2 s see o Ak k ensembles non vides dont tous les é1é-

ments sont distincts, et soit ss le nombre des éléments de Ai ; appelons

s

r
r le nombre de familles d <= oo . U] i
(sl’"’sk) e fami e r k-uplets al,j ’ ’ ak,J (o J varie

de 1 & r ) distincts deux 3 deux, %tels que :

(i) Chaque k-uplet soit un élément de A x A_ x ... x Ak s
- 1 2

(i1) U fa, j} = A, , pour tout i compris entre 1 et k .
j=1 77 o
Alors,
_ g (— )m ;’,Sl\ (Sk\\ (Sl - ml) s e (Sk - mk)
(S ws S ) = 1 z \m ) eeo } .
1757 peo m ety =m 1 Yy r

Osmi<si

\ r ’
D'aprés le lemme 1, F(S est égal au nombre de familles de r k-uplets,
1’

...’S
k
moins le nombre de celles pour lesquelles U {a.i j} = U A, moins un élément,
—_— L. D1
i,J ? i
plus le nombre de celles pour lesquelles U {a.i j} =U Ai moins deux éléments,
I i,3 ’ i

m .
plus (= 1)" fois le nombre de celles pour lesquelles U f{a. .} = U A, moins
] 1

i,5 W94
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m éléments,

Or ce dernier nombre peut se calculer de la manieére suivante : On se donne une
partition de m (m = my + m28+ ose + ?k) telle que O gimi < s; 5 on choisit my
81éments dans A, (il y a ( 1\ eeo | k) choix possibles), et on cherche combien

i \m, / \mk
il y a de k-uplets distincts ne contenant aucun des éléments ainsi choisis j; il y

en a (sl - ml) cee (sk - mk) s le nombre de familles de r tels k-uplets est

’ S - m LY S - I
alors <( 1 ) (o k)) , d'ol 1l'on déduit le lemme 3.

r
< 1
Calculons maintenant la somme 2 (= l)r+ Ffs s ) dont nous aurons besoin
r=1 177
par la suite :
© k+8  +eets.
IEME 4. - Y (0TI y=(-1) ! k.
r=1 1777
En utilisant 1l'expression de ng s ) fournie par le lemme 3, on constate que,
1Tk
en posant
< r+1 _.r
R= 2 (-1) Tls s ) 2
r=1 177k
® o /8 s, f(s, =m,) eoe (s, = m )
R= Y ()™ Y (-0 3 \ml)...(k)(l 1 TR
r=1 =0 Ik, =1 1 e r
Osm. <s
i
[e<] S N o (S - m ) L) (S - )
R= 5 (_ l)m 5 (m].) .. Q};) )3 (_ l)r+1( 1 1 k- ™ ,
n=0 m1+"+mk=m 1 r=1 r
O, <s,
i1
@ S ,S . & (S - m ) es e (S b )
[ c
n=0 m l+...-|-ml’=m 1 r=0 r
Ogin, <s,
ii

(s, )ls —m )
La somme qui figure dans 1l'accolade vaut =~ (1 - 1) 11 Sk mk s et donc est

nulle ; d'ou 1l'on tire

R= S 3 00Nk (X
m=0 m1+~+mk=m ) \ml) ( l) \mk> ’

Ogn.<s.
;<84
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e S m, s, ki m, S, s, +1
R=T {5 0 (*M=mi{s )*(1)+ED* 13,
i=1 ‘mi=o \mi> i=1 m,=0 <mi)
k S. 3.+1 k s.+1 S Fed3, +k
Re T ((1-D a0 3=T 0D =G0t = .
j=1 i=1

Le lemme 4 est donc démontré.

La formule (2) peut alors s'écrire sous la forme (3) :

(3) Ax) = 3 (- 0T

(x 3 By eee s ak) ’
r=1

(e, ),y ula )

la seconde somme 4tant étendue & tous les k-uplets a = Bly see s B constitués

par des nombres "squarefree" distincts de 1'unité.

Du fait que %(x ; By eee s ak) =0 sile k-uplet f{a} n'est pas élémentaire,

on a
< r+1 r .
ﬂ(X) ) {a'} élém. I"Z:]. (- 1) F(w(al)’".’u)(ak)) n(x ’ al ’ o ’ ak) )

Dtaprdés le lemme 4, on trouve pour %(x) 1'expression suivante 3

(4) ﬂ&):(-lﬁ S @])Maﬁ**“%ﬁ

- ﬂ(x;al,-oo,ak) .
fa} éiém.

2. Utilisation de la formule (4).
Nous allons maintenant évaluer Ji(x) , d'aprées la formule (4), en séparant les
termes Ji(x 3 Bl g eve ak) pour lesquels [al g ses ak] £ x et ceux pour les—

quels [al y eee ak] >x .

LEME 5. = Si fa, , «.. , ak} est un k-uplet dlémentaire tel que

[al y eee s ak] <X, ona

2
X | < 2x .

[al ) see aka [al y ey ak]

|T(x 8 g eee s ak) -

Soit {m , n} wune solution du systime de congruences

(m + ui y N+ vi) =0 (mod ai) H

alors, (m + p[al g see ak] , N+ v[al y see o ak]) =0 (mod ai) y pour tout 1
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compris entre 1 et k , et tous p et v entiers.

Par ailleurs, le systeéme (m + Us oy n + vi) =0 (mod ai) admet une seule solu-
tion fm , n} , lorsque m et n varient chacun dans un intervalle formé par

[al g ses ak] entiers consdcutifs, et lorsque a est élémentaire ; on en déduit :

( x -1) SN(x 5 8, 5 eoe y )< ( X + 1) :
\[al ? see 3k] ) ' E: \[al g oo ak:] )

le lemme 5 se déduit alors aisément de cet encadrement.

LEMME 6. - Si le k-uplet fa} est élémentaire, on a

-1 _
K~ a .8 ¢ Lal g eee s ak]-< 8 +ee B
avec K = M (Ju. =u.] 5 |v. = v.|) =

La majoration est triviale 3 la minoration s'obtient en démontrant par récurrence
que
[al y eee ak] 2'(31 ces ak) / C T (ai , a.)) .

1<i<i<k J

Si k=2, il y a égalité ; si k >2, on a

_ | [a. 3 ey a__. T
[, 5 eee s ad=lla, , e ya_1,a]= 1 k-1 %
([al y tet al«:--l:l ’ ak)

> (a; «eo 8 )/ (1 T (a; , 2) T (a5 8)),

<G<je-1 I

en utilisant 1'hypotheése de récurrence et le fait que

([al 9 coe ak-l:l ’ ak) < (al ? ak) ese <ak-l 9 3k) .

D'aprées le lemme 5, on peut écrire

w(a, )+erw(a )
(- l)k ] } %1’ (— 1) 1 " ak ﬂ(x s al 9 ose o ak)
(a5, K

w(al)+m+w(gk)
T e ('['1) » o2 ! ,
fa} élém. B, 5 eees 4 a} élém. B, 9 eee
’_al,m,ak:KX ! & [3‘1’"" akH:IKX [ ! ak]

ol O est un nombre réel compris entre -1 et + 1 ,
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LEMME 7 (Btude du terme principal).

k+w(a )+m+w(ak) k+w(a )+"+u(ak)
> (- 1 3 (= 1) : 2‘ + 0(x"H10g 071,
éa} eifg;x [al y By oy eee ak1 fa} élém. [al y ees ak]
197 S8

ou le sigma du second membre est absolument sommable.,

La famille écrite dans le second membre est absclument sommable, car on peut ma-

jorer la famille des valeurs absolues par Ke(g(2))k , en utilisant le lemme 6.

Etudions le terme '"reste!" de cette famille :

k+o(a, )+eto(a )
Z ("‘1) wal wakt< Z K2
{a} é1ém. [al g eeo aka {a} é1ém. (al cee ak)2
al,m,ak]>x 8 w8 X
2
< 2 Tlg"-zﬂz Iy
nlunk>x nl ‘es nk n] n see nk

Nous allons maintenant démontrer, par induction sur k , que la dernidre somme est

O(x—l(log X)k-l) .
[‘ao

Si k =1, la comparaison de la série ) 1/n2 et de 1'intégrale . du/u2
n>x ’
montre qu'il existe un nombre réel positif ¢ tel que, pour tout nombre réel x

supérieur & 1'unité, on ait l/n2 <efx .
n>x
Supposons maintenant que la propriété soit vraie pour k - 1 ; montrons-la pour

ks

N S S L
n-n, >x n? cee n£ nyen, X n cee nk_' nkzm/(n g ) i
+ 2 —-—1 2 :

. L2 2 2
T R R ML e G WOl

<gl2) = ——-—L—§-—+%(z-)k‘1
Dyl DXL eee T Mlnx

D'aprés 1'hypothése de récurrence, le premier terme est o(x 1(1og x)k 2) le se-

cond est O(x l(1og x)k l) cela déuontre le lemme 7.



3-08

LEMME 8 (Etude du premier terme "erreur").
X

{a} é1ém. [al s eee o ak]

[0, K

= 0(x(10g x)k) .

En effet,

5 1
{a} é1ém. [a. y vee 4 a ]
[aly"'s ak]ﬂ L k

\
< 3 — X __<x 3 ;—4L——<K(Z %f
{a) é1ém. %1 °°° % nlunkéKX 1 ™k n<Kx
almak<Kx

= 0((10g x)k) .

LEMME 9 (Etude du second terme "erreur").

—

(o] > W(x 3 8y eee s ak) = 0(x(log x
a} élém.

[al 2%y ak]>x

)Zk—l) .

Commengons par remarquer que Ji(x ; 8 9 cee ak) ne peut valoir que O ou 1,
lorsque f{a} est un k-uplet élémentaire tel que [al g eee gk] > x (cf. la dé-

monstration du lemme 5).

Soit alors m un nombre compris entre 1 et x , tel que tous les m - u,
soient positifs ; soit a(m - ui) le nombre de diviseurs de m - u; 5 on peut for-
k
mer au plus J] d(m - ui) k-uplets {b} tels que b, | m - u, pour tout i,
i=1

donc au plus a(m - ui) k-uplets {a} é&lémentaires tels que a; | o ~ u, et
i=1
tels que [al y coe ak] > x « A chacun de ces k-uplets correspond au plus un

nombre n , tel que a, l n - v, pour tout i compris entre 1 et k . Donc

k
2 n(x ; B g eee ak)~< + sup(ui , 0).x + > M dlm - ui) .
{a} é1ém. sup(ui,0)<m<x i=1

[al,m,gk]>x
1o 2 Iy _ .k k k
En vertu de 1'inégalité tl cee tk < tl + t2 + eeo + tk s valable pour des nombres
réels positifs, on a
\ 2 n(x ;3 8 9 eee g ak) =0(x) +o( 2 (d(n))k) = 0(x(10g x)zk-l) ’
{a} é1ém. l<ngx

[a,yeye, Px

d'aprés un résultat classique de S. RAMANUJAN (cf. [2], p. 134).
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En regroupant les lemmes 7, 8, et 9, on obtient le résultat suivant :

THEOREME 1.
ola )+m+(b‘(ak)
1
ﬂf } (V}<X) = Xz(' 1)k 2 (t 1) 5 + O(K(log X)2 —l) ’
Uyt Lal ) eee g ak]

ol la somme est étendue aux k-uplets {a} élémentaires relativement & {u} et

fv} .

Remarque l. - La méme méthode, combinée avec le résultat de E. BOMBIERI sur les
nombres premiers dans les progressions arithmétiques, conduirait trés certainement
au résultat suivant : Soit ﬂ{u}’{v}(x) le nombre de couples {m , n} constitués
par des nombres premiers, et satisfaisant les conditicns (A) et (B) du paragraphe O ;
alors
)—2

Uy, () = (0 + o(1))x%. (105 x

Remarque 2. - La relation (4) peut s'écrire plus simplement, si 1'on pose
k

p,(a1 9 ces o ak) = .ﬂ g(ai) , ou u(n) est la fonction de Mobius. On pesut géné-
1=

1
raliser directement le lemme 1 & l'aide de cette fonction ; cela ne semble présen—

ter qu'un intérét d'exposition, car il faut quand méme effectuer les calculs des

lemmes 3 et 4.

3. Etoiles isoldes dans 1'ensemble des couples d'entiers & coordonndes premieres
WWMMMWWMWM

entre elles.

Définitions (d'aprés B. SAFFARI). - Nous appellerons univers, tout sous-ensemble

de N x XN (ensemble de couples d'entiers).
Un élément d'un univers donné est appeld une étoile.

Un univers étant donné, une étoile est dite isolde dans cet univers, si aucun des

huit points de XN x N voisins de cette étoile n'appartient & 1'univers considéré.

~

Considérons 1l'univers des points & coordonndes premidres entre elles. L'ensemble
des étoiles isolées de cet univers est dgal 3 1'ensemble des couples d'entiers
m , n pour lesquels on a les relations (S) moins 1'ensemble des couples d'entiers

pour lesquels on a les relations (S) et (T), avec
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(m+1, n) >1; m+1,n+ 1) >1; (m , N+ 1) >1 ,
(8) m=-1,n+1)>1; (@=1,n)>1 ,
mwm-1,n=-1)>1;3 (@,n=-1)>1;3 m+1,n=1)>1 ,

(1) {(m ,n) >1 .

I1 résulte du théordme 1 que chacun de ces ensembles admet une densité ; donc, si
1'on appelle &(x) 1le nombre des dtoiles isolées de 1l'univers considéré & coordon-
nées inférieures 3 x ( x réel positif fixé), il existe un nombre réel o , tel

que l'on a le résultat suivant.
THéORﬁME 2. - &(x) = cx2 + 0(x(10g x)255) .

Remarque 3 (sur la détermination de o ). = o peut s'exprimer comme combinaison

lindaire & coefficients rationnels de produits infinis ] (1 - EE) (1 €k <8) .

p>2 p
Des calculs numériques, effectués par J.-L. NICOLAS sur ordinateur, montrent que
o # 33.10'-6 , c'est-3=dire que 1l'on trouve en moyenne une étoile isolée dans un

carré de c8té 175 .

Remarque 4. - On peut montrer de la méme manidére que 1'ensemble des étoiles
extra-gelactiques (i. e. des étoiles telles qu'aucune des 24 voisines ne soit

dans 1'univers considéré) admet une densité par rapport & l'univers, etc.

Remarque 5. — Si la conclusion de la remarque 1 est vraie, l'ensemble des étoiles

by

isolées, toujours dans le méme univers, a coordonnées premiéres, admet une densité

by

positive par rapport & 1l'ensemble des étoiles & coordonnées premiéres.

Remarque 6. - L'exposant 255 qui figure dans le théordme 2 peut 8tre amélioré,

en utilisant des résultats du genre

> d(n) d(n + 1) = 0(x(10g x)2) ,
nx

alors que nous avons estimé cette somme par

S aln) aln + 1) < T [(@@)2 + (aln + 1))2] = o(x(10g x)>) .
n<x ngx A

Quoi qu'il en soit, il est assez aisé de montrer que le terme "erreur" du théordme
2 est (x) .
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