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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 16-01

(Théorie des nombres)
12e année, 1970/71, n°® 16, 11 p. 15 mars 1971

/
P.-V. éLEMENTS DANS UN CORPS DE NOMBRES ALGéBRIQUES

par Marthe GRANDET-HUGOT

1. Introduction et notations.

On appelle nombre de Pisot-Vijayaraghavan (ou plus simplement nombre P.-V.), un

entier algébrique réel supérieur & 1 , dont tous les conjugués par rapport & Q

sont de valeur absolue strictement inférieure & 1 . Nous noterons par S 1'ensem—

ble des nombres P.-V. L'ensemble S posséde des propriétés remarquables, nous en
rappellerons quelques-unes avant de les généraliser & d'autres ensembles de nombres

algébriques.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre réel 6 > 1 appartienne

& S, est qu'il existe A€ R tel que, si 1'on pose A" = wotoE ol u, €2,

1 _1
“33¢& <3

@

, la série lenlz converge, de plus A\ e_g(e) . Ce résultat a été
n=0

prouvé en associant 2 la suite {un} la fonction & variable complexe

w
f(z) = ¥ u 2% 3
= B

on montre alors que f est une fraction rationnelle, d'ou l'on déduit que 6 € S
[107.
En associant & une suite convergente d'éléments eh € S une famille compacte de

fractions rationnelles, SALEM [11] a montré que 1'ensemble S est fermé. A partir

de ce résultat, on peut obtenir une caractérisation des ensembles dérivés succes-
sifs de S ([6], [&]).

On peut étendre certaines de ces propriétds, en particulier ce qui concerne la
répartition modulo 1 , & des ensembles d'éléments algébriques dans 1'anneau des

adéles de Q [2].

Par ailleurs, H. G. SENGE [ 12] a construit des ensembles fermés de nombres algé-
briques sur un corps K , dont la définition rappelle celles des P.-V. éléments.

Nous étudierons d'autres ensembles fermés, et en donnerons une caractérisation.

Pour un corps quadratique imaginaire, 1'étude est analogue & ce qu'elle est pour

le corps des rationnels [8]. Nous supposerons donc que le corps de base K n'est
pas un tel corps.

Nous désignerons par K wun corps de nombres algébriques de degré s , dans lequel
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1'anneau A des entiers algébriques est partout dense ( K n'est pas un corps qua-
dratique imaginaire), V_ est l'ensemble des valeurs absolues archimédiennes de X,
V est un ensemble fini de valeurs absolues K contenant V . Si v est une valeur
absolue sur K , on désignera par Kv la complétion de K pour cette valeur abso-
lue, par Fv le groupe des valeurs absolues de Kv , et par Qv la complétion de

sa cl8ture algébrique.
De plus, nous poserons

Q=T 0 et Q,= T o .

vevV vev
oo

2. Fonctions & caractéristique bornée dans QV .

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de donner une généralisation du théoréme
suivant d@ & D. CANTOR :

Soit f(z) = E & z y & € A, ze(C, une série de puissances. Supposons
que les fonctioﬁzoconjuguées f<i)(z) = § aﬁi) z (i=1, oo , ) soient &
caractéristique bornée dans le disque I2T0< Py (c'est-3~dire soient le quotient
de deux fonctions régulidres bornées), ou 'ﬁ1 o, > 1. Alors f est une fraction

i=

rationnelle.
Auparavant, nous définirons les fonctions & caractéristique bornée dans un corps
valué complet.

Soit Q wun corps valué complet, soit f wune fonction définie pour

{xeqs; |x| <p}; ondit que f est & caractéristique bornée dams |x| <
P

si elle est le quotient de deux fonctions régulidres bornées pour |x| < p .

Soit f wune fonction & caractéristique bornée pour |x| < 1 , et régulidre &

l'origine ; alors

0]
f(x) = 3 a x* ;
=0 B

nous désignerons par An son déterminant de Kronecker d'ordre n ,

eee U

D. CANTOR a montré que, si Q est muni d'une valeur absolue archimédienne, alors
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IAnll/n = o(1) ; nous allons voir que, si la valeur absolue est ultramétrique, alors
lAn]l/n = o(1) . Ce résultat se prouve de manidre analogue & celui de CANTOR.
On en déduit facilement que, si f est & caractéristique bornée pour Ix]v < p,
alors
pnlAnIE/n = o(1) , si v est archimédienne |,
pnlAnls/n =ol(1) , si v est ultremétrique .

Soit maintenant V wun ensemble fini de valeurs absolues de K contenant V_,

nous poserons

g = {xe K | |x|v'§ 1 pour v ¢V} ;

alors KV est un sous—anneau de K contenant A j; nous allons démontrer le théo-

réme suivant :

fe o]

7/ LN
THEOREME 1. - Soit f(x) = 2 a = y 8, € KV , une fonction & caractéristique
n=O
bornée pour lx]o <p., veV,ou [ o > 1. Alors f est une fraction ra-
- v — vev ¥

tionnelle.

Preuve. - D'aprés ce qui précéde, & partir d'un certain rang,

n 2/n
plenlv/ < g, pour vevV -,
pg Anls/n < Mv ’ pour v eV - Yn ’
lAnlv 1, pour v é v,

d'ou

2
, 2 -
n !unlvs(Mes)n/ oo
v vev

donc, si [I p, 31, on peut choisir ¢ assez petit pour que lim Mial =0,
vev ooy OV
donc, & partir d'un certain rang, An =0, f est donc une fraction rationnelle.
. v . . . .
Par ailleurs, K , qui est une intersection d'anneaux de valuation, est un an-
neau de Fatou [1], donc, si f(x) = 2, =, a € K' est une fraction rationnel-

le, ses pdles sont les inverses d'entiers algébriques sur KV .
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3, Familles compactes de fractions rationnelles.
MMI\MAM’VV\N\M’\MMM'MWW

by

Nous allons considdrer des familles de fractions rationnelles analogues a celles

qui ont été associées 2 1'ensemble S ([6], [11]).

DEFINITION 1. - Soit (K, V, v, h, 6) la famille des fractions rationnelles

non constantes ayant les propriétés suivantes :

[oe]
(1) f(x) = ¥ &, X au voisinage de l'origine, et & S KV y XE€ Q3
n=0
(2) £ aau plus hv pbles ou 0,5 hv dans le disque lev < T,y ¥ eV, et

ces p8les sont dans la couronne 0 < 6, < ]xlv <rT,;

(3) Pour ]xiv =T, [f(x)|v.§ i si veV, , et pour r; < |x|v < T,

lf(x)|0\<1 si veV-1V_;

(4) T r.>1.
vev

Cette définition est légdrement différente de celle de SENGE [12].
Nous allons poser

h = {hv} r= {rv}vEV ’ b = {5v}vEV ‘

vevy ?
Nous allons alors démontrer le théoréme suivant :

Ay
THEORMIE 2. - La femille (K , V, r, h, §) est compacte.

Preuve. —= Soit (fk)KEN une suite de fonctions de S = 3(K sy V,y,r,h, 8) 3
nous supposons que toutes les fonctions f) ont exactement kv pdles (0.5 kv_fihv)

dans la couronne
0 < < |x <r vevV de ¢ H
6v ~ l lV v ? 2V ’

nous désignerons ces pdles par o. s oeee g O .

(a) v € V% . Posons
¥k (o, , - ¥)7
CD(X): I .__]‘_’_.A'._.__._._
N . 2 -
i=l r - . X
i,A

“e

si k=0, nous poserons simplement mh(x) = 1 . Alors @, est holomorphe pour
{xeq | lx}v <r}, et lx]v =r  => ]mx(x)lv = 1 . I1 en résulte que
oy (x) £, ()| <1, pour {xeq | |x|;==x21 ;

ces fonctions forment donc une famille compacte fo}\ew s de laquelle on peut ex—
FAN=T)

traire une suite uniformément convergente dans tout compact de {x e Q, l ]xhr<ipv};
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nous désignerons par F 1la limite de cette suite.
Par ailleurs, quitte & extraire de la suite donnée une suite partielle, on a

lim o, = . avec 0 < < . <r our vevV .
al9>\ i? av\ I 1|v\ p o)

v

I1 en résulte que la suite {@k} converge uniformément vers « définie par

k (ai - x)r

ox) = T oo
i=l r -4, X
1
et lxl_v_ =r => lcp(x)lv =1. Soit f£(x) = %\im f}\(x> , alors f£(x) = Féx; et
—0 P\ X

f admet au plus h_ pbles dans la couronne §_ < |X| <rT_ .
v v v v

Considérons maintenant les développements de Taylor de fk et f au voisinage

de 1l'origine :

z n v
o - \“
Ix(x) = 2 ayn X Bn € K,
o]
f(x) = 5 a s
n=0
étant donnée la convergence uniforme de la suite fk vers f dans tout compact de
lxl <6 , 0na
v v
a = }1m ak,n .
A—0
Soit M_<§_, alors
v v
7, (x)
mex [2,(0)| = mex |yl
|=| =1 |x| = A
v v v
Or F, est holomorphe pour Ixiv <r, et IFA(X)Iv's 1 pour lxlv =r_ . Par
ailleurs, la suite {ai,k} converge vers o, , ]ailv < T, donc
lr (6 —ﬂv)k
v v v
oy, 2 =", pour xl, =7,
'r + M _ 1
v v v
On peut donc trouver une constante Mv telle que
max lfx(x)lv‘s Moo

x| =7
’ v v

donc, d'aprés 1l'inégalité de Cauchy,
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(b) veV=-V_ . Posons

|
aw
-

t

x .
— ) si k_ £0 ,

w, (x) =
A i=1 i,A

Il
-
-

mx(x) si k =0 ;

les Iai k]v sont bornées, et mk(x) € Kv[x] , et K étant a valuation discrite,
’

on peut supposer, quitte & extraire une suite partielle, qu'a partir d'un certain

rang tous les 0y ont m8me polygone de Newton, ils forment donc une famille com-

pacte.

Soit € o< et soit r!'" un nombre tel que r! < r" < r s alors
nvA~ Fv ? v 6v ’ v T la v v v’ ’

pour X € Qv ’

IxITa:ﬂ ENENM Xmafﬂv oy (x) £, (2) ]

IR NG TR

Ilo=7,

si 1l'on pose FX(X) = wl(x) fx(x) » et, puisque F, est holomorphe pour lev <zt

v H
donc

oKy

B N GO
v 'v

et, d'aprés les inégalités de Cauchy,

AN
'axyan‘s \B;) T

T
v
(¢c) Pour vV, ona ,ah,nlv <1.
On déduit des résultats précédents que
H(ah,n) = U max(1 , lak,n]v) L

Mn ne dépendant pas de A , les & 1 appartiennent a un ensemble de hauteur
?

’
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bornée, et forment donc une suite discréte, et, & partir d'un certain rang,

a‘)\,n = an ct 7
a.n = lim ax n e K .

)\-»co !
0
Posons f(x) = Y a = .

Nous avons vu que lfk(x)lv est uniformément bornée pour |x|v~$ T, 0 de plus
© @

les séries formelies X 8y x" convergent faiblement vers 2 &, < , donc,
n=0 o n=0
pour lxlv < ﬂv , la suite {fk} converge uniformément vers f ([7]y p. 9, lemme

N
1.3).

De plus, de la suite des polyndmes {mk} , on peut extraire une suite partielle
convergeant vers un polynféme ¢ . Et la suite des fonctions {Fh} s qui est unifor-
mément bornée dans lev_f T, » couverge faiblement vers F , donc converge unifor-

mément, et F est holomorphe et bornée pour lev < .

I1 résulte de ce qui préctde que T =-g est & caractéristique bornée pour
lev < T, donc est une fraction rationnelle dont les pbles éventuels sont les in-

verses d'entiers algébriques sur k' . Bt fesK , Vy,r,h, 8).

Nous allons maintenant étudier des sous-familles compactes de §=5K,V,r,h,8),
et 3 certaines d'entre elles nous pourrons associer des ensembles fermés de nombres

algébriques.

DEFINITION 2. - Nous désignerons par & (K y V,y,r,h, 8) la sous-Tamille de

1
S ainsi définie

s n v
(1) £(x) = ZO a x , a €k ;
n=

(2) f admet au plus h pdles dans Iva <r qui sont situés dans la cou-

ronne 0 < §_< lxl <r_
—_— v N v v

(3) lf(x)]v <1, pour |x|v =r sl ve V., et pour r; < lxlv <r, si
vevV=V 3

(4) réV r,>1;

(5) If(O)lv >1, pour tout v e V.

I1 est clair que cette famille est compacte, puisque, si Ifh(o)lv > 1, alors
|£(0) iv >1.

De plus, la condition (5) entrafne que, pour v € V.o f a au moins un pdle
dans !xlv RS T, tandis que, pour pouvoir affirmer 1'existence d'au moins un pdle

dans Ix]v < r, et vevV-V , il faudrait une condition supplémentaire.
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DéFINITION 3, - Soit V' un sous-ensemble quelconque de V ; nous désignerons

par SV,(K y V,r,h, 8) la sous-famille de & vérifiant lf(O)lv > 1 pour

veV!.

On a également une famille compacte de fractions rationnelles, et on peut affir-

[5].

mer que, pour VvV € V' n Vg , f admet au moins un pSie dans |xlv < r,

4, Ensembles fermés d'entiers algébriques.

S$i V=V , alors, pour febd, a € A, et les pbles de f sont les inverses

d'entiers algébriques.

DEFINITICN 4. - Nous désignerons par SV,(K) 1'ensemble suivant : 6 € SV'(K)

si, et seulement si

(1) o eq, , et est entier algébrique sur A ;
(2) le]l,>1,88 veV';

(3) Tous les conjuguds de Gv dans Qv (autre que lui-méme pour v € V! ) sont

de valeur absolue strictement inférieure & 1 .

A cet ensemble, on peut associer la famille de fractions rationnelles

sk, vV, 1, h, 8) . A une suite convergente de 6, € SV,(K) , on peut faire cor—-

A
respondre une famille fx esx,v, 1,h, 5) , et, de cette famille, on peut
extraire une suite partielle convergeant vers une fonction f e 5K , V_, 1, h, 6);

nous allons étudier les propriétés de la fonction limite.

Soit 8 € SV'(K) , et soit P son polynme minimal ; posons

P(x) = ¥ + a, S q s P(x) € A[x] ,
n 1N n
Q(x) = x P(E) =1+ qQ X+ eee + g X .

I1 est facile de voir que, si P n'est pas réciproque,

f(x) = P(x) . Sk ,V ,1,h,s)
a(x)

°
9

or, dans une suite convergente, il n'y a qu'un nombre fini de tels éléments que
nous pouvons supprimer sans modifier la limite.

Alors f£(0) = q, et T% ]f(O)Iv > 1 ; on ne peut donc pas affirmer que
ve
[ee]

lf(O)lv > 1 pour tout v e V', on peut seulement affirmer que :

(1) lf(0)|v <1 pour v € Ym - V! , car sinon f ne serait pas holomorphe dans

x|, <15
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(2) Pour au moins un v, eV, ona lf(O)IV >1.
0

Toutes ces considérations ne permettent pas de dire si 1'ensemble SV,(K) est

fermé ou non. Toutefois, nous pouvons en obtenir un sous—ensemble fermé avec la dé-

finition suivante :

EFINITION 5. - §5,(£) est le sous-ensemble de S,(K) , tel que, pour

5 e S;,(K) , on puisse associer une fraction rationnelle f ¢ SV,GI, V,1,h,5s).

On voit alors facilement que les ensembles S%(K) sont des ensembles fermés.

Remarques. = Si k = Card V' , on voit que les éléments de SV'(K) considérés
comme entiers elgébriques sur @ sont des P.=V. k-triples [3], et, si k=1,

alors on obtient des nombres P.-V. qui sont aussi entiers algébriques sur X .

Dans le cas ou V! est réduit & un seul élément, nous obtiendrons les résultats

suivants :

DEFINITION 6. - Soit v, une valeur absolue réelle de K (s'il en existe) ;

nous désignons par S_ (K) 1'ensemble S_,(K) ot V' = {v.}; alors |£(0)|_ >1,
v, Leosemble Syl o o} 3 alors v, >
donc fe$ (K,V ,1,h,8),et:
vO ==

e

Les ensembles S_ (K) sont des ensembles fermés d'entiers algébriques.
0

Remarques. — Un élément 0 € Sv (K) , si on le considére comme entier algébrique
0
sur Q , appartient & 1l'ensemble S des nombres P.-V. ; toutefois, les conditions

imposées pour que f € 5& montrent que cette fraction ne peut pas 8tre celle qui
0
lui était associée dans le domaine réel, ce qui entraine que le polyndme irréducti-

ble dans Z[x] associé & & n'est pas irrdductible dans A[x] ; les ensembles

Sv (K) sont donc des sous—ensembles fermds de S distincts de § .
0
De plus, si f(x) =2 2 %" est associde & 0 € 8, (K) , alors, pour v # Vg

0
Iaq]v <1, il en résulte que |a ] > 1, donec a € S nA . Donc les coefficients

nvO

du développement de Taylor de f € 5& (x , vV ,1,h, 8) appartiennent 3 1'ensem-
0

ble S .

Nous pouvons également construire des ensembles fermés analogues aux ensembles

S u'§é
alors un sous—ensemble fermé de S u'§é , et les coefficients a, sont des é1é-

de KELLY [9], en prenant pour v, une valeur absolue complexe. On obtient

ments de cet ensemble.
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5. Caractérisation des ensembles S,(K) .

Soit V' un sous-emsemble de V_ 3 nous allons donner des éléments de SV,(K)

une caractérisation analogue & celle donnée par C. PISOT [10] pour 1'ensemble S .

THEOREME 3. = Pour qu'un élément © e Q , tel que I9|v >1 pour v e V', ap=-

partienne a SV'(K) , il faut et il suffit qu'il existe X\ € Q, et une suite u,

d'éléments de A tels que

AT =u o+ En ’
ou
[eo]
N ! ]2 < veV!
Z Ehly =% 0 pour € ’
n=0
o4}
5 2 . = v v
5ol lf<e, pour veV -V
n'v —_— ©
n=0
o]
n - N PP
Preuve. — Posons f(x) = 2 wu_x ; alors f est & caractéristique bornée pour
n:O
]x]v 1, ve V., . C'est donc une fraction rationnelle dont le seul pble dans
1 . | .
<8 o ] ~
lev 1, ve V!, est 5! et qui est holomorphe pour ]XIV <1 si vE V; - V.

Donc, d'aprés le lemme de Patou, 6 € SV'(K) et A€ K(e) .

I1 est immédiat que, si 6 € SV(K) , et si e A[8], alors la suite {ken}nEN

posséde la propridté précédente.
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