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P.-V. ÉLÉMENTS DANS UN CORPS DE NOMBRES ALGÉBRIQUES

par Marthe GRANDET-HUGOT

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU

(Théorie des nombres)
12e année, 1970~7~, n~ 16, 11 p. 15 mars 1971

1. Introduction et notations.

On appelle nombre de Pisot-Vijayaraghavan (ou plus simplement nombre un

entier algébrique réel supérieur à 1 , dont tous les conjugués par rapport à Q

sont de valeur absolue strictement inférieure à 1 . Nous noterons par S l’ensem-

ble des nombres P.~~’. L’ensemble S possède des propriétés remarquables, nous en

rappellerons quelques-unes avant de les généraliser à d’autres ensembles de nombres

algébriques.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un nombre réel 9 > 1 appartienne

à S , est qu’il existe X E R tel que, si l’on pose ~8n = u + e , où u e Z ~2014 . - .... Il . - .--. 

-« 
.~-.~- ~...-..-.~..- n n --- n -- 

y

- - ~ ~ ~ -?- y la l ~ converge, de plus ?~ E ~1~A~ . Ce résultat a été2 n 2 n ~.

prouvé en associant à la suite la fonction à variable complexe

on montre alors que f est une fraction rationnelle, d’où l’on déduit que e E S

~10~.

En associant à une suite convergente d’éléments A, 
A 
E S une famille compacte de

fractions rationnelles, SALEN a montré que l ensembl.e S est fermé. A partir
de ce résultat, on peut obtenir une caractérisation des ensembles dérivés succes-
sifs de S ( [6 ~, [8]).

On peut étendre certaines de ces propriétés, en particulier ce qui concerne la

répartition modulo 1, à des ensembles d’éléments algébriques dans l’anneau des
adèles 

Par ailleurs, H. G. SENGE [ 12~ a construit des ensembles fermés de nombres 
briques sur un corps K , dont la définition rappelle celles des P.-V. éléments.
Nous étudierons d’autres ensembles fermés, et en donnerons une caractérisation.

Pour un corps quadratique imaginaire, l’étude est analogue à ce qu’elle est pour
le corps des rationnels [8]. Nous supposerons donc que le corps de base K n’est

pas un tel corps.

Nous désignerons par K un corps de nombres algébriques de degré s, dans lequel



l’anneau A des entiers algébriques est partout dense ( K n’est pas un corps qua-

dratique imaginaire) , V ~ est l’ensemble des valeurs absolues archimédiennes de K,

V est un ensemble fini de valeurs absolues K contenant V . Si v est une valeur

absolue sur K , on désignera par K v la complétion de K pour cette valeur abso-

lue, par T’v le groupe des valeurs absolues de Kv’ et par w la complétion de

sa clôture algébrique.

De plus, nous poserons

2. Fonctions à caractéristique bornée dans CL- .
Dans ce paragraphe, nous nous proposons de donner une généralisation du théorème

suivant dû à D. CANTOR :
00

Soit f(z) = 1 a a e A y une série de puissances. Supposons
n==0 /.B /B 

(") 
" ’ ’

que les fonctions conjuguées f (z) = Z a z (i = 1 , ... , s) soient à
~ " ’° ’ ’ ° ° ’ ’ 

caractéristique bornée dans le disque )z)  p. (c’est-à-dire soient le quotient
s

de deux fonctions régulières bornées)~ où F! o. ~ 1 . Alors f est une fraction
i=l ’~ 

~ 201420142014201420142014201420142014201420142014

rationnelle.

Auparavant, nous définirons les fonctions à caractéristique bornée dans un corps
value complet.

Soit n un corps value complet~ soit f une fonction définie pour

(x ~ Q ; jx)  p’} ; on dit que f est à caractéristique bornée dans x)  p y

si elle est le quotient de deux fonctions régulières bornées pour jx)  p .

Soit f une fonction à caractéristique bornée pour jx)  1 , et régulière à

l’origine ; alors

nous désignerons par n son déterminant de Kronecker d’ordre n,

D. CANTOR a montré que, si Q est muni d’une valeur absolue archimédienne, alors



|0394n|1/n = o( i) ; nous allons voir que, si la valeur absolue est ultramétrique, alors

)à ) |1/n = o( 1) . Ce résultat se prouve de manière an.alogue à celui de CANTOR.n

0n en déduit facilement que, si f est à caractéristique bornée pour |x)  p ,
v

alors

Soit maintenant V un ensemble fini de valeurs absolues de K contenant V y

nous poserons

alors K v est un sous-anneau de K contenant A ; nous allons démontrer le théo-

rème suivant :

THÉORÈME 1. - Soit f(x) = Z a xn , a ~ KV , une fonction à caractéristique~ 

n=0 ~ ~ °" ’~ "’"" " ’"’"""

bornée pour |x|0 p , H p >.!’ Alors f est une fraction ra-

tionnelle.

Preuve. - D’après ce qui précède, à partir d’un certain rang,

donc, si ~Î p >~ 1 , on peut choisir £ assez petit pour que lim l~ ~ ~. 0 !
veV 

v 
n~~ ~r 

n v

donc, à partir d’un certain 0 , f est donc une fraction rationnelle.

ailleurs, KV , qui est une intersection d’ anneaux de valuation, est un an-

neau de Fatou donc, si f(x~ _ ~ t l a. 
n X , 

~ 

a 
n 

e K~ est une fraction rationnel-

le, ses poles sont les inverses d’entiers algébriques sur K .



3. Familles compactes de fractions rationnelles.

Nous allons considérer des familles de fractions rationnelles analogues à celles

qui ont été associées à l’ ensemble S ~ ~6 ~, ~ 11 ~) .
.

DÉFINITION 1. - r , h , 03B4) la famille des fractions rationnelles

non constantes ayant les propriétés suivantes :

,1 ) -- 03A3 a x n au voisinage de l’origine, et ~ KV , x ~ 03A9 s 
°

n

2 f a au plus h pôles où o  h dans le disque |x|v  rv , v EV, et

ces pôles sont dans la couronne 0  03B4v  |x|v  r ;
v v v

3 Pour x’ - r f ~x) r: ~ si v et pour r’   r
-,.-,-.. 

Î 1 v v 
~ ~ i v ‘. ._. ~ v v v

~f~x) ~ ~ 1 si v E V - ~
(4) ~ r >~ ~ .

vEV 
v

Cette définition est légèrement différente de celle de 

Nous allons poser

allons alors démontrer le théorème suivant :

2. -- La famille S(K , v , r , h , à ) es,t compacte.

Preuve. - soit (f03BB)03BB~N une suite de fonctions de F = F(K , V , r , h , 03B4) ;
), ÀGN

nous su pp osons q ue toutes les fonctions f03BB , ont exactement k 
v 

pôles (0  k v  hv)
dans la couronne

nous désignerons ces pôles par ... , 
, , v~

~ a~ v ~ v . posons

si k v = 0 , nous poserons simplement 03C603BB(x) = 1 . Alors 03C603BB est holomorphe pour

lx é 03A9~ 1 |x|v  rv} , et l x |v = rv ==> |v = i . Ii en résuite que

ces fonctions forment donc une famille compacte laquelle on peut ex-

traire une suite uniformément convergente dans tout compact de fx e Q~ ) )  



nous désignerons par F la limite de cette suite.

Par ailleurs, quitte à extraire de la suite donnée une suite partielle, on a

Il en résulte aue la suite f~P-B) converge uniformément vers ~ définie par

et |x|v =r ==> = 1 . Soit f(x) =limf.(x) , alors f(x) F(x) , et
V V V A. (p(x) / B

f admet au plus h pôles dans la couronne 8  jxj r .

Considérons maintenant les développements de Taylor de f. et f au voisinage

de 1~origine :

étant donnée la convergence uniforme de la suite f ~ vers f dans tout compact de

 8 , on a
v v

Soit ~v  03B4v , alors

Or F est holomorphe pour ’x  r , et ~F ~x~~  1 pour ~x~ ~ r . Par
w v ~ w v v

ailleurs, la suite ~ converge vers ~. , ~cx. ~  r , donc
i, ?~ ~. z v ~ v

On peut donc trouver une constante telle que

donc, y d’après l’inégalité de Cauchy,



(b) ve V-V . Posons
00

les |03B1i, 03BB|v sont bornées, et t>,(x) é et Kv étant à valuation discrète,
on peut supposer, quitte à extraire une suite partielle, qu’à partir d’un certain

rang tous les m, ont même .polygone de Newton, ils forment donc une famille com-

pacte.

Soit ~v e r , v "r> 
v 
 à 

v ,et soi t r" v un nombre tel que r’ v  r"  r ; alors,

pour x G Â ,
v

si l’on pose F.(x) == f ~(x~ ~ et, puisque F- est holomorphe pour jx)  r ,

et, d’après les inégalités de Cauchy,

On déduit des résultats précédents que

H 
n 

ne dépendant pas de X ~ les appartiennent à un ensemble de hauteur



bornée, et forment donc une suite discrète, et, à partir d’un certain rang,

»

Posons f(x) = 1 a é .

Nous avons va que i f,x> |v est uniformément bornée pour |x|v  ~v , de pius

les séries formelles 1 a03BB.n é Convergent faiblement Vers )- an X , donc,
~_o , ~=o

pour |x|v  ~v , la suite {f03BB} converge uniformément vers f (171, p. 9, lemme

1.3) .

De plus, de la sui te des polynômes (rg,) , on peut extraire une sui te partielle
convergeant vers un polynôme g . Et la suite des fonctions iP,] , qui est unifor-

mément bornée dans |x|Î § r , converge faiblement vers F , donc converge unifor-
v v

mément, et F est holomorphe et bomée pour |x|v  r .
. v v

Il résulte de ce qui précède que 1’ = F 03C6 est à caractéristique bornée pour

|x|v  rv , donc est une fraction rationnelle dont les pôles éventuels sont les in-
verses d’entiers algébriques sur Et f e V , r , h , à) ..

Nous allons maintenant étudier des sous-familles compactes de F = ÎY(I£ , V , r , h , à) ,
et à certaines d’entre elles nous pourrons associer des ensembles fermés de nombres

algébriques.

DÉFINITION 2. - Nous désignerons par F1(K , V , r , h , à) 1é* de

3 ainsi définie:

(1) f(x) = 03A3~ a é , a e KV ;
~

(2) f admet au plus h pôles dans )x)  r qui sont situés dans la cou-
- v v v

ronne 0  à  |x|1  r ;
~ v ’ v v

( 3) ) f ( x) ) 1 j 1 , pour x ) = r si v e v , et pour r ’  ) x ) .£ r si

m

(4) ~ l ;
rev 

v

(5) Îf(o) |v  1 , pour tou t v e V .

Il est clair que cette famille est compacte, puisque, si )f l, (0) ) v > / 1 , alors

)f(0) ) 1 .

De plus, la condition (5) entraîne que, pour v f a au moins un pôle
dans |x|v  rv , tandis que, pour pouvoir affirmer l ’existence d ’au moins uri pôle
dans |x|v  rv et v e V - V , 11 faudrait une condition supplémentaire. .



DÉFINITION 3. - Soit lT’ un sous-ensemble Quelconque de V ; nous désignerons

par 5 (K V r h à) la sous-famille de F vérifiant )f(0) ) 1 pour

v G V’ .

On a également une famille compacte de fractions rationnelles, et on peut affir-

mer que, pour v e V’ n V~ , f admet au moins un pôle dans |x|v § rv [5].

4. Ensembles fermés d’entiers algébriques.
Si V = V , alors, pour f e F , a e à , et les pôles de f sont les inverses

m n

d’entiers algébriques.

4 - Nous désignerons par S , (Ê) l’ensemble suivant: S G S ,(K)
si, et seulement si :

( 1) S G 03A9~ , e_t est entier algébrique sjr à ;

(2) ÎOÎ > 1 , si v G V’ ;
v -

( 3) Tous les conjugués de 0 dans Q (autre que lui-même pour v G V’ ) sont

de valeur absolue strictement inférieure à 1 .

à cet ensemble, on peut associer la famille de fractions rationnelles

3(Y ’°° ’ V ’ 1 ’ h ’ à) ° à une suite convergente de P X e S V ,(K) , on peut faire cor-
respondre une famille f X c 5(K , V , i , li , 5) , et, de cette famille, on peut

extraire une sui te partielle convergeant vers une fonction f e 3(K , V~ , 1 , h , à) ;
nous allons étudier les propriétés de la fonction limite.

Soit B e SV,(K) , et soit P son polynôme minimal; posons

Il est facile de voir que, si P n’est pas réciproque,

or, dans une suite convergente, il n’y a qu’m nombre fini de tels éléments que

nous pouvons supprimer sans modifier la limite.

Alors f(0~ _ q et Il ~f~0~ ~ , 1 > 1 p on ne peut donc pas affirmer quen vEV v /

~ 1 pour tout v E V’ , on peut seulement affirmer que :

( 1) |f(0)| 1  1 pour v E V - V’ , car sinon f ne serait pas holomorphe dans
v co

I~i  1 .v~ ’



(2> pour au moins un Va e v, , on a |f(0)|v0 > i .
Toutes ces considérations ne permettent pas de dire si l ’ensemble S V ,(li) est

fermé ou non. Toutefois, nous pouvons en obtenir un sous-ensemble fermé avec la dé-

finition suivante :i

DÉFINITION 5. - S#,(K) est le sous-ensemble de Sy,(É) , tel que, jour
SES;, (K) , on puisse associer une fraction rationnelle f « 3y,Ùl , V , 1 , h , à) .

On voit alors facilement que les ensembles S#(K) sont des ensembles fernés.

Remarques. - Si k = Card V’ , on voit que les éléments de Sy, (K) considérés

comme entiers algébriques sur Q sont des P.-V. k-triples 13], et, si k = 1 ,

alors on obtient des nombres P.-V, qui sont aussi entiers algébriques sur K .

Dans le cas où V’ est réduit à un seul élément, nous obtiendrons les résultats

suivants:

DÉFINITION 6. - Soit v0 une valeur absolue réelle de K (s ’il en existe) ;

Sv 0 (K ) l’ensemble SV,(K) où .i ’ = {Va} ; alors 1 1 ( o ) 1 
v
0 
z 1 ,

donc f e 5 (K , V~ , 1 , h , à) , et :
~ 

va " ~°~°°

Les ensembles Sv0 (K) sont des ensembles fermés d’entiers algébriques.

Remarques. - Un élément r> e S (K) , si on le considère comme entier algébrique
va

sur Q , appartient à l ’ensemble S des nombres P.-V. ; toutefois, les conditions

imposées pour que f montrent que cette fraction ne peut pas être celle qui
va

lui était associée dans le domaine réel, ce qui entraîne que le polynôme irréducti-

ble dans Z[x] associé à 0 n’est pas irréductible dans À[x] ; les ensembles
S (K) sont donc dex sous-ensembles fermés de S distincts de S .

De plus, si f(z) = I an xn est associée à P e Sv0 (;) , alors, pour v = v0 ,

la 1.  1 , il en résulte que la 1 > 1 ,donc a e S nA. Donc les coefficients
~ ~ ~0 ~

du développement ie Taylor de f ~ F (K , V , 1 , h , à) appartiennent à l’ensem-

ble S .

Nous pouvons également construire des ensembles fermés analogues aux ensembles

S de KELLY 191, en prenant pour va une valeur absolue complexe. On obtient

alors Un sous-ensemble fermé de S u S2 , et les coefficients an sont des éié-

ments de cet ensemble.



5. Caractérisation des ensembles ,(K).

Soit V’ u.n sous-ensemble de V ; nous allons donner des éléments de SV’(K)~l

une caractérisation analogue â celle donnée par C. PISOT [ 10] poux l’ ’ensemble S .

3. - Pour qu’un élément E’ E 03A9~ , tel que |03B8 f > 1 pour v E V’ , ap---r--.~..--. v -

partienne â (K) , il. faut et il suffi t existe 03BB ~ p une suite un
d’ éléments de A tels . ue

00

Preuve. - Posons ~(x~ _ ~ u x" ; alors f est à caractéristique bornée pour
--.~-.~-, 

1,  v E V . C’est donc une fraction rationnelle dont le seul pôle dans

|x| ( 1. , ve V’ , est 1 , et qui est holomorphe pour |x|v  1 si 

Donc, d’après le lemme de Fatou, e E SV’(K) et x e K(e) .

Il est immédiat que, si A E et si h E A~ u ~ , - alors la suite 

possède la propriété précédente. 
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